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Дисертацiя присвячена розробцi нової квантової теорiї випромiнюван-

ня гальмiвних фотонiв у ядерних процесах та методам квантової механiки в

описi ядерних зiткнень i розпадiв. Теорiю випромiнювання фотонiв розвину-

то до α-розпаду сферичних та деформованих ядер, розпадiв ядер з вильотом

протонiв, розсiяння протонiв та π-мезонiв на ядрах, спонтанного та потрiй-

ного подiлу ядер. Ця теорiя є найбiльш точною в описi експериментальної

iнформацiї випромiнювання фотонiв у реакцiях, вказаних вище. Вона вперше

дозволяє вивчати деформацiї ядер у розпадах через аналiз експерименталь-

них спектрiв фотонiв, динамiку та геометрiю вильоту фрагментiв у потрiйно-

му подiлi ядер. Теорiя єдиним чином описує некогерентне та когерентне, еле-

ктричне та магнiтне випромiнювання, включає аномальнi магнiтнi моменти

нуклонiв у ядрах. Проведено першi дослiдження випромiнювання гальмiвних

фотонiв при розсiяннi пiонiв (у пучках) на ядрах. Встановлено, що випромi-

нювання фотонiв високих енергiй, сформоване за рахунок ядерної частини

потенцiалу, вносить iстотний внесок у повний спектр. Для розсiяння прото-



3

нiв та пiонiв на ядрах теорiя визначає параметри ядерної взаємодiї з аналiзу

спектрiв випромiнювання.

Побудовано новий метод багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв (БВВ)

для опису одномiрного тунелювання пiд бар’єром загальної форми та прохо-

дження над ним з надвисокою точнiстю. Метод БВВ повнiстю використовує

тести квантової механiки (на вiдмiну вiд iнших методiв) для оцiнки коректно-

стi та точностi розрахункiв. Метод БВВ суттєво покращує опис експеримен-

тальних даних вильоту протона з ядра, α-розпаду, α-захоплення, дозволяє

вивчати глибоко пiдбар’єрнi та надбар’єрнi процеси, злиття. При описi α-

розпаду та оберненого процесу α-захоплення у формалiзмi БВВ вперше в єди-

ному пiдходi об’єднанi тунелювання крiзь бар’єр та осциляцiї во внутрiшнiй

областi ядра. Але такий точний аналiтичний розв’язок (отриманий вперше)

включає ще один додатковий новий множник, що описує просторовий розпо-

дiл α-частинки у межах ядра (його не було в пiдходi Гамова до визначення

перiодiв напiврозпадiв для α-розпадiв). На прикладi α-захоплення ядрами
44Ca оцiнено роль всiх цих процесiв при визначеннi ймовiрностi iснування

складеного ядра. За допомогою метода БВВ отримано розв’язки проникностi

з тестами для бар’єрiв у задачах квантової космологiї, де iснують обмеження

квазiкласичних методiв. Побудовано новий метод опису тунелювання у полi

потенцiалу Альбрехта з дисипативною компонентою, що визначається через

пакети. Проаналiзовано властивостi впливу дисипативних сил на тунелюва-

ння у захопленнi α-частинки ядром 44Ca.

Ключовi слова:

Гальмiвне випромiнювання, Розсiяння пiонiв на ядрах, розсiяння протонiв

на ядрах, Розпад ядра з вильотом протона, α-Розпад, α-Захоплення, Злит-

тя, Спонтанний подiл, Потрiйний подiл, Метод багаторазового внутрiшнього

вiдбиття, Дисипацiя Альбрехта.
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Abstract

S. P. Maydanyuk. Quantum theory of bremsstrahlung emission of

photons in nuclear processes.

Qualification research work submitted as a manuscript.

Thesis for the Doctor of Sciences in Physics and Mathematics in specialty 01.04.16

— Physics of Nucleus, Elementary Particles and High Energies.

Natural Sciences (104 - Physics and Astronomy).

Institute for Nuclear Research, National Academy of Sciences of Ukraine.

Kyiv, 2020.

The dissertation proposes a new quantum theory of emission of

bremsstrahlung photons in nuclear processes and new methods of quantum

mechanics for nuclear scattering and decays. The theory of bremsstrahlung

photons is developed for α decay of spherical and deformed nuclei, nuclear

decay with emission of protons, scattering of protons and π-mesons on nuclei,

spontaneous and ternary fissions of nuclei. This theory is in the most accurate

agreement with experimental information of photons for reactions indicated

above. At first time, on the basis of analysis of experimental bremsstrahlung

this theory allows to study deformation of nuclei in decays, dynamics and

geometry of emission of fragments in the ternary fission. In unified way, the

theory describes incoherent and coherent, electric and magnetic bremsstrahlung,

including the anomalous magnetic moments of nucleons in nuclei. Presence of

incoherent bremsstrahlung in proton-nucleus scattering and absence of this type of

bremsstrahlung in α decay of nuclei are explained in frameworks of unified formali-

sm (that is confirmed by experiments). The first investigation of bremsstrahlung in

scattering of pions (in beams) on the nuclei has been performed. It is established
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that the bremsstrahlung of high-energetic photons formed due to nuclear part

of potential makes a significant contribution to the full spectrum. The theory

extracts parameters of nuclear interactions in scattering of protons and π-mesons

on nuclei from analysis of the bremsstrahlung spectra.

A new high precision method of multiple internal reflections (MIR) is

constructed to describe a one-dimensional tunneling under a barrier of arbitrary

shape and propagation above it. Unlike other methods, the method MIR fully

uses tests of quantum mechanics, which control correctness, accuracy of calculati-

ons. The method MIR improves essentially description of experimental data for

proton emission from nuclei, α-decay, α-capture. The method is accurate in study

of deep sub-barrier and above-barrier processes, fusion. Using it, penetrabiliti-

es with tests are obtained for barriers used in problems of quantum cosmology,

where there are limitations of quasi-classical methods. This method for the first

time describes in unified way the oscillations in the internal spatial region inside

nucleus and tunneling in the problems of α-decay and α-capture, new factors have

own physical interpretation. A new quantum-mechanical method of tunneling for

the Albrecht potential with dissipative term defined via packets is constructed.

Influence of dissipative forces on tunneling in α-capture by 44Ca is analyzed.

Keywords:

Bremsstrahlung, Scattering of pions off nuclei, scattering of protons off

nuclei, decay of nucleus with emission of proton, α-Decay, α-Capture, Fusion,

Spontaneous fission, ternary fission, Method of multiple internal reflections, Di-

ssipation of Albrecht.
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ВСТУП

Практично кожна ядерна реакцiя супроводжується випромiнюванням

гальмiвних фотонiв. Випромiнювання таких фотонiв може бути вимiряно у

експериментах. Це дає свiй незалежний пiдхiд до вивчення ядерних процесiв.

Дослiдження гальмiвних фотонiв у ядернiй фiзицi мають довгу iсторiю. Екс-

периментально таке випромiнювання найбiльш довго та широко вивчалося

у розсiюваннi протонiв на ядрах [1––6] та подiлi ядер [7–14]. Також iснують

експериментальнi дослiдження фотонiв, що випромiнюються при розсiяннi

альфа-частинок на ядрах [15], альфа-розпадi важких ядер [16–21], Окремої

уваги придiлено дослiдженням випромiнювання фотонiв у ядерно-ядерних зi-

ткненнях при промiжних та високих енергiях (наприклад, див. [22, 23]). Для

таких реакцiй отримано данi фотонiв при злиттi ядер [24].

У теоретичних дослiдженнях охоплено бiльше реакцiй (крiм вказаних

вище, слiд додати розпад ядер з вильотом протона та злиття ядер). Найбiльш

багато дослiджень, пов’язаних з гальмiвним випромiнюванням фотонiв, було

проведено в аналiзi рiзних фiзичних ефектiв у зiткненнях протонiв з протона-

ми та протонiв з нейтронами (ми не будемо включати такi процеси до аналi-

зу у дисертацiю). У дослiдженнях гальмiвного випромiнювання у реакцiях з

ядрами, основнi зусилля було спрямовано на опис iснуючої експерименталь-

ної iнформацiї на основi багатої кiлькостi розроблених моделей. Але ще не

було побудовано унiверсальної теорiї опису гальмiвного випромiнювання у

ядернiй фiзицi, тодi як практично для кожної реакцiї розроблявся свiй окре-

мий пiдхiд зi своїми наближеннями та допущеннями в обраному дiапазонi

енергiй.

У випадках, де спiвпадiння теорiї з експериментом виявилося вдалим,
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виникала наступна iдея — як для таких реакцiй зробити наступний крок

— здобути нову iнформацiю про ядерну взаємодiю та механiзми реакцiй на

основi аналiзу спектрiв випромiнювання. Тобто головний фокус дослiджень

змiщено вже не на вдалiсть опису експериментiв розрахунками, а саме на

бiльш глибоке зрозумiння ядерної взаємодiї, властивостей ядер та фiзики

реакцiй. Але успiху у вирiшеннi такої задачi вже суттєво менше.

Слiд вiдзначити успiх наших вiтчизняних вчених Плюйка та Пояркова

у дослiдженнях гальмiвного випромiнювання у розсiяннi протонiв на ядрах

[25]. Вiдома монографiя Амус’я [26] про гальмiвне випромiнювання (також

див. його огляд [27] та монографiю групи [28]), головним чином, сфокусована

на атомнi процеси, а ядернi реакцiї не аналiзуються достатньо глибоко (див.

також дослiдження Кургалiна, Чувiльського, Чуракової [29, 30]). Авжеж, слiд

вiдзначити унiкальнi експерименти Єремiна з його колегами по вимiрам галь-

мiвних фотонiв у розпадах ядер [16, 19] та подiлi [14], спрямованi на зрозу-

мiння динамiки та механiзмiв цих процесiв. Так, першу експериментальну

iнформацiю про випромiнювання гальмiвних фотонiв у альфа-розпадах ядер

було здобуто саме цiєю групою [16], що породило напрямок дослiджень такої

реакцiї (першi передбачення спектрiв було дано у роботi [32] за 8 рокiв до

цього).

В iнститутi ядерної фiзики у Краковi iснує установка Гектор, що дозво-

ляє експериментально вимiряти кутовий розподiл випромiнювання фотонiв у

ядерних реакцiях (головним чином, це реакцiї з участю протонних пучкiв,

також подiл). З її використанням було виконано серiю експериментальних

та теоретичних дослiджень та вони продовжують iнтенсивно виконуватися

у вивченнi гiгантського дипольного резонансу, так званого Пiгмi резонансу

(Pygmy Dipole Resonance), форм деформацiй та властивостей при великих

спiнах середнiх та важких ядер, iнших явищ [33–41].

У практичнiй реалiзацiї вирiшення вказаної вище проблеми iснують
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суттєвi труднощi, як в теорiї, так i в експериментi. Так, iнодi автори, що

зробили суттєвий внесок у рiшеннi окремих задач гальмiвного випромiню-

вання у деяких реакцiях, потiм навiть змiнювали свiй напрямок дослiджень

(наприклад, див. дослiдження [42]). Iншi дослiдники (хто намагався реально

визначити взаємодiю у ядерних реакцiях з аналiзу експериментальних спе-

ктрiв) на такi труднощi вказували явно [31].

Таким чином, необхiдно було мати унiверсальний працездатний пiд-

хiд у ядернiй фiзицi та виникала складна задача його знайти та реалiзувати.

Це стало мотивацiєю для розробки нової унiверсальної теорiї гальмiвного ви-

промiнювання у ядернiй фiзицi, що пов’язала би спектри випромiнювання

фотонiв, що випромiнюється у ядерних реакцiях, з параметрами взаємодiй

та механiзмами, шо iснують у таких реакцiях. Побудова такої теорiї склала

основу даної дисертацiї.

Квантова механiка включає лише 12 форм потенцiалiв, для яких iсну-

ють точнi аналiтичнi розв’язки хвильових функцiй в одномiрнiй та сферично-

симетричнiй задачах. А саме, це одномiрний рух частинки у прямокутнiй

ямi, одномiрний рух частинки у полi гармонiчного осцилятора (наприклад,

див. [43], стор. 91–96), в однорiдному полi (див. [43], стор. 100–102), куло-

новому полi (див. розв’язки у сферичних та параболiчних координатах, [43],

стор. 150–166), полi потенцiалу Морзе типу U(x) = A (e2αx−2 e−αx) (див. [43],

стор. 98–99, також [44], стор. 191–195), полi потенцiальної ями Пешля-Теллера

типу U(x) = A [
ξ(ξ − 1)

sin2(αx)
+
λ(λ− 1)

cos2(αx)
] (див. [44], стор. 102–106), полi модифiко-

ваної потенцiальної ями Пешля-Теллера типу U(x) = A cosh−2(αx) (див. [44],

стор. 106–112), також [43], стор. 99–100).

У радiальнiй задачi це iзотропний осцилятор типу U(r) = α2 r2 +
l(l + 1)

r2

(див. [44], стор. 175–180), потенцiал Вудса-Саксона при l = 0 типу U(r) =

−A 1

1 + e(r−r0)/α
(див. [44], стор. 171–175), потенцiал Хюльтена при l = 0 ти-
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пу U(r) = −A e−r/a

1− e−r/a
(див. [44], стор. 184–187), потенцiал Кратцера типу

U(r) = −2A
(α
r
− α2

2r2

)
(див. [44], стор. 187–191). У наведених вище при-

кладах обрано A = const, α = const, r0 = const, l — значення орбiтального

моменту. Можна додати потенцiальний бар’єр i виглядi дельта-функцiї, що

використовується iнодi у розрахунках у задачах розсiяння.

Тому задачi ядерної фiзики не можливо розв’язувати без розвитку ме-

тодiв наближень, де фокус направлено на якомога бiльш точний опис кван-

тових властивостей систем вiдповiдно до реалiстичних потенцiалiв взаємо-

дiй. Такi методи можна роздiлити на двi групи: методи початку рiшення

(наприклад, методи Тейлора, Пiкара, Ейлера, формули Рунге-Кутта, Хойна,

див. [45], стор. 179–205), та методи продовження рiшення (наприклад, методи

Нумерова, Ковела, див. [45], стор. 206–229]. Якщо методи початку рiшення

сфокусованi на визначеннi хвильової функцiї у достатньо малiй областi зна-

чень координати на основi заданих її значень у обранiй точцi, то методи про-

довження рiшення сфокусованi на визначеннi хвильової функцiї у суттєво

бiльшiй областi змiнної координати на основi заданих значень цiєї хвильо-

вої функцiї у малiй областi. Але загальною проблемою є неминуче зростан-

ня похибок визначення хвильової функцiї при суттєвому розширеннi областi

змiнної координати.

У задачах розсiяння приходиться проводити розрахунки у достатньо

широкому дiапазону вiдстаней. Ця властивiсть виявляється бiльш сильно у

розрахунках спектрiв гальмiвних фотонiв, що випромiнюються у ядерних

процесах [з метою досягти збiжностi розрахункiв спектрiв треба враховувати

значно бiльш далекi асимптотичнi вiдстанi (за межами атомних оболонок вiд

ядра) нiж у розрахунках перерiзiв розсiяння, перiодiв розпаду у задачах роз-

падiв ядер i т.д. (де зовнiшня межа розрахункiв знаходиться вiд 15 до 100 фер-

мi у залежностi вiд обраної точностi та енергiї)]. У таких ситуацiях, похибки



24

методiв вказаних вище зростають при врахуваннi бiльш далеких областей, та

стає незрозумiлим як здолати таку проблему. Цiкавою особливiстю спектрiв

випромiнювання є їх чутливiсть до параметрiв потенцiалiв взаємодiї. Але та-

ка чутливiсть практично починає проявлятися при достатньо великих енергiя

фотонiв, де потрiбно враховувати найбiльш далекi асимптотичнi вiдстанi вiд

ядра. Можна згадати методи визначення кулонiвських функцiй, що побудо-

ванi на теорiї асимптотичних рядiв (для деяких значень змiнних координати,

енергiї), що збiгаються лише до деякої межи, але вони використовуються у

розрахунках на практицi. Подiбна ситуацiя iснує у задачах розсiяння для гли-

боких пiдбар’єрних енергiях. Як наслiдок, оцiнки злиття у зiткненнях ядер

можуть вiдрiзнятися на порядки.

У такiй ситуацiї привабливими виглядають методи суперсиметричної

квантової механiки [46, 47]. Такi методи вже розширюють кiлькiсть потенцiа-

лiв (до безмежностi), для яких iснують точнi аналiтичнi розв’язки хвильових

функцiй. Але нажаль iдея отримання таких точно-розв’язувальних потен-

цiалiв полягає у генерацiї нових потенцiалiв тiльки на основi вже вiдомого

якогось початкового потенцiалу, для якого ми маємо точнi розв’язки хвильо-

вої функцiї. Форми таких нових потенцiалiв не вiдповiдають реалiстичним

потенцiалам у задачах розсiяння, розпадiв, захоплення та iнших у ядернiй

фiзицi. Тут не зрозумiло, як їх можна взагалi застосувати до задач розсi-

яння з реалiстичними потенцiалами взаємодiї, з метою пiдсилити точнiсть

визначення хвильових функцiй.

Дещо допомагають методи оберненої задачi у квантовiй теорiї розсiян-

ня [48]. А саме, вони дозволяють глибше зрозумiти взаємозв’язок мiж формою

потенцiалу та хвильовими функцiями i рiвнями енергiї. Вони дозволяють ви-

явити, як саме змiнюються хвильовi функцiї та змiщуються рiвнi енергiї при

деформацiях потенцiалiв для зв’язаних станiв [49, 50, 51, 52]. У задачах роз-

сiяння вони спрямованi на визначеннi форми потенцiалiв на основi вiдомих
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значень резонансних рiвнiв енергiй та вiдповiдних ширин, для зв’язаних ста-

нiв вони дають форму потенцiалу на основi вiдомого спектру енергiї [53]. Але,

вони не дають можливостi суттєво пiдвищити точнiсть визначення хвильо-

вих функцiй для вже заданих потенцiалiв взаємодiї у розсiяннi, тому що вони

будуються на основi методiв рiзних видiв наближень, описаних вище.

У дисертацiйнiй роботi було знайдено iншу iдею — не йти шляхом по-

шуку удосконалень наближених методiв до визначення хвильової функцiї на

основi заданого потенцiалу. Замiсть цього було запропоновано iнший пiдхiд

— апроксимувати реалiстичний потенцiал через скiнчене число потенцiалiв

iншої форми, що мають точнi аналiтичнi розв’язки хвильової функiї. Такий

пiдхiд дає точний розв’язок хвильової функцiї на всiй областi пошуку для

такої апроксимацiї будь-якої точностi для заданого потенцiалу. Пiсля отри-

мання перших оцiнок у найпростiших прикладах [54], виявилося, що такий

пiдхiд дозволяє суттєво пiдвищити точнiсть визначення хвильової функцiї на

достатньо великому дiапазонi значень по радiальнiй координатi. Виявилося,

що такий пiдхiд дозволяє вперше використовувати тести квантової механiки

для перевiрки отриманих перерiзiв на основi проникностей бар’єрiв, тодi як

у вiдомих iнших квантових пiдходах такi тести вiдсутнi. Звiдси виникало за-

питання, чому саме склалася така ситуацiя, що ранiше ще нiколи методи не

доводилися до повного їх тестування на основi квантової механiки? Так, iншi

пiдходи широко застосовуються давно та зараз загально прийнятi у ядернiй

фiзицi. Саме тiльки на таких пiдходах отримано результати, що включено у

сучаснi бази даних у ядернiй фiзицi [55].

Вже першi оцiнки вказали на iснування переваги такого методу над

iснуючими методами в оцiнках проникностей бар’єрiв, що використовуються

у визначеннi перерiзiв в задачах захоплення та перiодiв напiврозпаду у зада-

чах розпадiв ядер у ядернiй фiзицi. Звiдси виникла потреба розвити такий

пiдхiд до реалiстичних потенцiалiв, що використовуються у задачах ядерної
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фiзики. Але першi спроби привели до появи труднощiв та питань суттєво

iншого характеру, якi не можуть виникати у застосуваннi квазiкласичних

пiдходiв у перших наближеннях (де практично всюди застосовується лише

перше наближення, ВКБ).

Це стало предметом дослiджень та створення нового квантово-

механiчного методу, що складає другу половину цiєї дисертацiї. Авжеж, ви-

никла потреба адаптувати такий метод до застосування до аналiзу рiзних

ядерних процесiв. Вiдзначимо, що зараз для деяких процесiв застосування

такого методу змiнює результати, отриманi за допомогою iнших вiдомих ме-

тодiв, на декiлька порядкiв (тобто, дуже сильно). Одним з прикладiв такої

ситуацiї є оцiнки злиття при захопленнi альфа-частинок ядрами. У резуль-

татi розробки такого методу, для тестування проникностi областi потенцiалу

введено узагальнення загально прийнятого тесту у квантовiй механицi (на-

приклад, див. формулу R = 1−D, також (25.4) стор. 106 у [43]) на такий

T +R +M = 1, (1)

де T — коефiцiєнт проникностi областi потенцiалу, R — коефiцiєнт вiдбит-

тя вiд областi потенцiалу, M — новий коефiцiєнт змiшування (iнтерференцiї)

мiж падаючою хвилею на бар’єр та вiдбитою хвилею вiд нього. Виявляється,

що саме така формула є бiльш повною, та вона бiльш практична до застосу-

вання у таких задачах як, наприклад, захоплення ядрами.1

Зараз проведено багато дослiджень у квантовiй космологiї, в таких за-

дачах еволюцiї Всесвiту на першiй стадiї, де використовується iдея тунелю-

вання та для його оцiнок головним чином використовується квазiкласичне

наближення (практично, ВКБ-наближення). Виявилося цiкавим застосува-

ти метод, що описано вище, до таких задач. Робота з потенцiалами у таких
1Так, тест R = 1−D на стор. 106 у [43] є правильним, оскiльки для обраного прикладу M = 0. Але вiн

не може бути застосованим коректно до багатьох задач ядерної фiзики, де необхiдно визначати потоки в

областi ядра (це є задачi розпадiв ядер, захоплення ядерних фрагментiв ядрами).
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задачах виявилася корисною, тому що вони суттєво вiдрiзняються вiд по-

тенцiалiв у задачах розсiяння у ядернiй фiзицi, що дозволило бiльш глибоко

вiдтестувати та зрозумiти метод. З’ясувалось, що застосування формули (1)

є єдиним шляхом для коректної перевiрки визначених проникностей у цих

задачах. Як додаткове дослiдження, виникла iдея узагальнити такий метод

для рiшення задач квантової механiки з дисипативною компонентою у потен-

цiалi взаємодiї, що сформулюється на основi хвильових пакетiв, Такий пiдхiд

було розроблено та застосовується до потенцiалiв простої форми, але форма-

лiзм сформульовано як загальний, з метою також до рiшення iнших задач з

iнших формами дисипативних членiв у такому визначеннi. Цi дослiдження

додано до матерiалу дисертацiї.

Актуальнiсть дисертацiйної роботи полягає у необхiдностi розробки

самоузгодженої, перевiреної експериментально теорiї гальмiвного випромiню-

вання фотонiв у ядернiй фiзицi та методiв квантової механiки надвисокої

точностi для визначення перерiзiв реакцiй та перiодiв розпадiв ядер.

Мета i завдання дослiдження. Мета дисертацiйної роботи поля-

гає у побудовi унiверсального формалiзму надвисокої точностi для вивчен-

ня сильних квантових ефектiв, властивостей ядерної взаємодiї та механiзмiв

ядерних реакцiй на основi аналiзу випромiнювання гальмiвних фотонiв, у то-

му числi з врахуванням дисипативних ефектiв. Для досягнення такої мети

необхiдно було вирiшити наступнi завдання:

• Розробити самоузгоджену теорiю для аналiзу гальмiвного випромiнюва-

ння фотонiв, що супроводжує розпади ядер, розсiяння протонiв на ядрах

(вiд бiлянульових до промiжних енергiй), подiл ядер, розсiяння π-мезонiв

на ядрах. Така теорiя повинна бути перевiрена на основi iснуючої експе-

риментальної iнформацiї у ядернiй фiзицi. Застосувати таку теорiю до

вказаних вище реакцiй з метою здобуття нової iнформацiї про них.
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• Розробити квантово-механiчний метод надвисокої точностi для визначе-

ння проникностей бар’єрiв, що використовуються при визначеннi пере-

рiзiв та перiодiв розпаду у задачах ядерної фiзики. Виявити та оцiнити

переваги такого методу у порiвняннi з iншими iснуючими методами.

• Розробити квантово-механiчний метод опису тунелювання у полi одно-

мiрного потенцiалу Альбрехта з дисипативною компонентою, що визна-

чається на основi хвильових пакетiв. На його основi визначити особли-

востi тунелювання пiд впливом дисипацiї, визначеної таким чином.

Об’єкт дослiдження — квантовi ефекти та механiзми ядерних проце-

сiв.

Предмет дослiдження — властивостi випромiнювання гальмiвних фо-

тонiв у розсiяннi протонiв, π-мезонiв та ядер на ядрах, розпадах ядер, подiлi

ядер.

Методи дослiдження. У роботi були використанi та розвивалися

методи нерелятивiстської та релятивiстської квантової механiки та квантової

електродинамiки для теорiй розсiяння, розпадiв, зiткнень, захоплень, подiлу

ядер. Було проведено аналiтичнi та чисельнi розрахунки на комп’ютерi.

Стpуктуpа дисеpтацiї наступна. Дисертацiйна робота мiстить

вступ, тринадцять роздiлiв, висновки, додатки i список використаних дже-

рел, що включає 471 найменування. Кожен роздiл починається з короткого

вступу i завершується найбiльш вагомими результами, що в ньому здобу-

тi. Обсяг дисертацiї — 566 стор. (основна частина — 283 стор.), включаючи

78 рисункiв та 17 таблиць.

Наукова новизна здобутих pезультатiв вiдобpажена в поданих

нижче пунктах. В дисертацiйнiй роботi було впеpше наступне.

• Знайдено та реалiзовано iдею, як оцiнити деформацiю ядер пiд час їх
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альфа-розпаду з аналiзу експериментальних спектрiв випромiнювання

фотонiв, що супроводжує такий розпад. Створено першу модель для та-

ких дослiджень.

• Знайдено iдею, як дослiджувати динамiку вильоту альфа-частинки з

ядра при альфа-розпадi на основi аналiзу гальмiвного випромiнюван-

ня фотонiв, що супроводжує цей розпад, за допомогою нестацiонарної

теорiї збурень квантової механiки.

• За допомогою створеної моделi випромiнювання фотонiв при спонтанно-

му подiлi ядер оцiнено випромiнювання фотонiв, що виникає вiд вильоту

окремих уламкiв.

• Розроблено перший теоретичний пiдхiд до опису випромiнювання фо-

тонiв при потрiйному подiлi ядер, знайдено та реалiзовано iдею оцiнки

динамiки та геометрiї такого подiлу з аналiзу спектрiв випромiнювання.

• За допомогою створеної моделi випромiнювання фотонiв при розсiяннi

протонiв на ядрах у єдиному пiдходi описано когерентне та некогерентне

випромiнювання фотонiв у таких реакцiях, дослiджено та оцiнено роль

магнiтного (когерентного та некогерентного) випромiнювання.

• За допомогою створеної моделi випромiнювання фотонiв у протон-

ядерних реакцiях проведено першi дослiдження та отримано першi оцiн-

ки випромiнювання при захопленнi протонiв ядрами (p-реакцiя) у зiрках.

• Виявлено залежнiсть спектрiв випромiнювання фотонiв (у областi ви-

соких енергiй фотонiв) при розсiяннi протонiв на ядрах вiд параметрiв

потенцiалу взаємодiї.

• Запропоновано дослiджувати випромiнювання фотонiв у розсiяннi π-

мезонiв (у пучках) на ядрах, побудовано першу модель, знайдено сильну
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залежнiсть спектрiв випромiнювання вiд пiон-ядерної взаємодiї, запро-

поновано та реалiзовано iдею дослiджувати пiон-ядерну взаємодiю на

основi аналiзу спектрiв випромiнювання.

• Дано фiзичне i математичне обґрунтування iдеї багаторазових внутрi-

шнiх вiдбиттiв як для тунелювання частинки через бар’єр складної (не-

прямокутної) форми, так i для надбар’єрного її руху.

• На базi вказаної вище iдеї, розроблено формалiзм методу багаторазових

внутрiшнiх вiдбиттiв з визначенням амплiтуд хвильової функцiї, коефi-

цiєнтiв проникностi i вiдбиття, введено тести квантової механiки для

перевiрок таких характеристик.

• Введено метод багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв до задач квантової

космологiї, де аналiзується тунелювання; введено тести квантової меха-

нiки для перевiрок отриманих таких характеристик у таких задачах.

• Введено iдею вирiшення задач квантової механiки з дисипативною ком-

понентою Альбрехта, побудовано метод на основi такої iдеї, що визначає

хвильову функцiю, коефiцiєнти проникностi i вiдбиття, оцiнює вплив ди-

сипативної компоненти на тунелювання, використовує тести квантової

механiки.

Практичне значення здобутих результатiв. Розроблена теорiя

гальмiвного випромiнювання може бути використана в аналiзi експеримен-

тальної iнформацiї випромiнювання гальмiвних фотонiв у ядерних реакцiях

з метою бiльш глибокого зрозумiння механiзмiв таких ядерних реакцiй, вла-

стивостей ядерної взаємодiї у цих реакцiях.

Розроблений метод багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв може бути ви-

користаний для пiдвищення точностi визначення перерiзiв у задачах теорiї

ядерних реакцiй, перiодiв напiврозпадiв у задачах розпадiв, перерiзiв захо-
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плення (та механiзмiв злиття) у задачах захоплення, та бiльш глибокого ви-

вчення таких ядерних процесiв. Пiсля застосування такого методу, iснуючi

теоретичнi значення перерiзiв реакцiй, перiодiв напiврозпадiв, деформацiй

ядер та iнших характеристик ядер у базах ядерно-фiзичних даних будуть

скорректованi. Як оцiнюється, в деяких випадках такi змiни виявляться сут-

тєвими [наприклад, в оцiнках (та зрозумiннi, що опирається на такi оцiнки

та тести) злиття, перерiзiв захоплення та розсiяння при глибоко пiдбар’єрних

енергiях].

Розроблений метод розрахунку хвильової функцiї у задачах тунелюва-

ння з дисипативними компонентами (на прикладi опису тунелювання крiзь

бар’єри Альбрехта) вiдкриває новий шлях для вивчення дисипацiї у зада-

чах квантової механiки. Такий метод може бути застосований для подальшої

побудови методiв розв’язання ще не вирiшених задач тунелювання с диси-

пацiєю у iнших формулюваннях на такiй основi [а саме, нелiнiйних (неермi-

тових) гамiльтонiанiв з операторами Костiна та Хассе, лiнiйних (ермiтових)

гамiльтонiанiв з операторами Гiзiна, Екснера, Полiхронакоса та Тзанi].

Особистий внесок здобувача. Автор дисертацiї самостiйно викону-

вав пошук та обирав задачi для дослiджень, розробляв методи їх розв’язання,

виконував всi аналiтичнi та чисельнi розрахунки представлених у дисертацiї

результатiв, пiдготовлював рукописи статей до опублiкування, брав лiдую-

чу участь в аналiзу здобутих результатiв, редакцiях статей на всiх етапах

взаємодiї з журналами.

У спiльних публiкацiях автоpу належать формалiзм теорiї гальмiвного

випромiнювання, представленої в дисертацiї, iдея та реалiзацiя методу бага-

торазових внутрiшнiх вiдбиттiв для тунелювання та надбар’єрного проходже-

ння для складних бар’єрiв, уведення коефiцiєнту змiшування та узагальнення

тесту квантової механiки вiдносно проникностi та вiдбиття, iдея та реалiза-

цiя об’єднаного опису осциляцiй та проникностi вiдносно бар’єрiв (в задачах
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захоплення та розпадiв; таку проблему було названо як “загадка Гамова”,

яку вирiшено), уведення методу багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв (та те-

стiв квантової механiки) у задачi космологiї для визначення характеристик

тунелювання, iдея та реалiзацiя методу визначення хвильової функцiї у полi

одномiрного потенцiалу Альбрехта з дисипативною компонентою, що визна-

чається на основi хвильових пакетiв.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Роботи, результати яких викладено у дисертацiї, виконано у лабораторiї

часового аналiзу ядерних процесiв та потiм вiддiлу теорiї ядерних про-

цесiв Iнституту ядерних дослiджень НАН України вiдповiдно до планiв

робiт по основним вiдомчим темам вказаних вище лабораторiї та вiд-

дiлу: “Еволюцiя, кiнетика та динамiка ядерних процесiв” (2002–2006,

№ д. р. 0101U000412), “Кiнетика та часовий аналiз ядерних процесiв”

(2007-2011, № д. р. 0109U005137), “Методи часового аналiзу у вивченнi

ядерних реакцiй та розпадiв” (2012–2016, № д. р. 0112U007378), “Дослi-

дження динамiки та часових характеристик процесiв взаємодiї ядер

та елементарних частинок в широкому дiапазонi енергiй” (2017–2021,

№ д. р. 0116U006401), та додаткової теми “Дослiдження ядерної взаємодiї

у рiзноманiтних ядерних процесах за допомогою дифракцiйної теорiї та

теорiї гальмiвного випромiнювання” (2017–2021, № д. р. 0116U008487).

Апробацiя результатiв дисертацiї i публiкацiї. Результати до-

слiджень, викладенi у дисертацiї, були представленi та доповiдалися на нау-

кових семiнарах лабораторiї часового аналiзу ядерних процесiв та потiм вiд-

дiлу теорiї ядерних процесiв Iнституту ядерних дослiджень НАН України

(Київ, 2003–2019), об’єднаних наукових семiнарах Iнституту ядерних дослi-

джень НАН України, наукових семiнарах Iнституту сучасної фiзики (Ланч-

жоу, Китай, 2013–2019, кожного року по двiчi), науковому семiнарi Iнститу-

ту Теоретичної Фiзики KITPC (Kavli Institute for Theoretical Physics China,
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Академiя Наук Китаю, Пекiн, Китай, 2016), науковому семiнарi Унiверсите-

ту Пекiна (Peking University, Пекiн, Китай, 2016), науковому семiнарi Унi-

верситету Ланчжоу (Lanzhou University, Пекiн, Китай, 2016), розширеному

семiнарi Унiверситету Пекiна UCAS (Beijing University CAS, Академiя Наук

Китаю, Пекiн, Китай, 2019), науковому семiнарi Унiверситету Цингхуа (Tsi-

nghua University, Пекiн, Китай, 2019).

Представлення на конференцiях та школах:

• Мiжнародна конференцiя “Problems of theoretical and mathematical physi-

cs” (“Bogolyubov Kyiv Conference”, до 110-рiччя вiд дня народження

М. М. Боголюбова, IТФ, Київ, 2019).

• Щорiчна наукова конференцiя Iнституту ядерних дослiджень НАНУ

(Київ, 1996 – 2004, 2006–2019).

• Мiжнародна конференцiя “Frontier of Theoretical Physics in Western Chi-

na” (Lanzhou University, Ланчжоу, Китай, 5–7 червня 2016).

• The Second International Symposium of Physics of Photons, ISPP-15 (Insti-

tute of Modern Physics of Chinese Academy of Sciences, Ланчжоу, Китай,

липень 2015).

• International Advisory Committee Meeting of Cyclotron Center Bronowice

IFJ PAN (proposals for experiments on PROTEUS C-235 proton cyclotron

at CCB IFJ PAN, Кракiв, Польща, 29 серпня 2014).

• The Workshop on Hadron Physics (Institute of Modern Physics of Chinese

Academy of Sciences, Ланчжоу, Китай, 11–13 грудня 2014).

• The Sixth Workshop on Hadron Physics (Institute of Modern Physics of

Chinese Academy of Sciences, Ланчжоу, Китай, 21–24 липня 2014).
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• The First International Symposium of Physics of Photons, ISPP-13 (Insti-

tute of Modern Physics of Chinese Academy of Sciences, Ланчжоу, Китай,

вересень 2013).

• The International Conference on Nuclear Reactions (Chinese Academy of

Sciences, Шень-Жень (Shen-Zhen), Китай, травень 2013).

• Четверта мiжнародна конференцiя “Current problems in nuclear physics

and atomic energy” NPAE-2012 (Iнститут ядерних дослiджень НАНУ, На-

цiональний унiверситет iм. Тараса Шевченка, Нацiональна атомна енер-

гогенеруюча компанiя “Енергоатом”, Київ, Україна, 2012).

• Мiжнародний симпозiум “Quasifission processes in heavy ion reactions”

(Мессiна, Iталiя, 8–9 листопада, 2010).

• Третя мiжнародна конференцiя “Current problems in nuclear physics and

atomic energy” NPAE-2010 (Iнститут ядерних дослiджень НАНУ, Нацiо-

нальний унiверситет iм. Тараса Шевченка, Нацiональна атомна енерго-

генеруюча компанiя “Енергоатом”, Київ, Україна, 2010).

• VIII конференцiя по фiзицi високих енергiй, ядернiй фiзицi та приско-

рювачам (Нацiональний центр “Харкiвський фiзико-технiчний iнсти-

тут”, Харкiв, Україна, 22—26 лютого, 2010).

• Мiжнародний колоквiум “Humboldt Cosmos: Science and Society” (Київ,

Україна, 19–22 листопада, 2009).

• Мiжнародна конференцiя “Nuclear reactions on nucleons and nuclei” (Мес-

сiна, Iталiя, 5–9 жовтня 2009), http://nucleo.unime.it/conf2009/ .

• 8-а мiжнародна конференцiя “Symmetry in nonlinear mathematical physi-

cs” (Iнститут математики НАНУ, Київ, Україна, 21–27 червня, 2009).
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• VII конференцiя по фiзицi високих енергiй, ядернiй фiзицi та прискорю-

вачам (Нацiональний центр “Харкiвський фiзико-технiчний iнститу-

т”, Харкiв, Україна, 23—27 лютого, 2009).

• Друга мiжнародна конференцiя “Current problems in nuclear physics and

atomic energy” NPAE-2008 (Iнститут ядерних дослiджень НАНУ, Нацiо-

нальний унiверситет iм. Тараса Шевченка, Нацiональна атомна енерго-

генеруюча компанiя “Енергоатом”, Київ, Україна, 2008).

• 7-а мiжнародна конференцiя “Symmetry in nonlinear mathematical physi-

cs” (Iнститут математики НАНУ, Київ, Україна, 24–30 червня 2007).

• The International School on particle physics, gravity and cosmology (Central

European Joint Programme of Doctoral Studies, University of Dubrovnik,

Дубровнiк, Хорватiя, 21 серпня — 2 вересня 2006, отримано грант ICTP);

http://cepgc.phy.hr/dubrovnik06

• Перша мiжнародна конференцiя “Current problems in nuclear physics and

atomic energy” NPAE-2006 (Iнститут ядерних дослiджень НАНУ, Нацiо-

нальний унiверситет iм. Тараса Шевченка, Нацiональна атомна енерго-

генеруюча компанiя “Енергоатом”, Київ, Україна, 29 травня – 3 червня

2006).

• 4-й мiжнародний симпозiум “Quantum Theory and Symmetries” (QTS-4)

та 6-а мiжнародна школа “Lie Theory and Its Applications in Physics” (LT-

6) (VFU, Варна, Болгарiя, 15–21 серпня 2005, отримано грант EWTF);

http://theo.inrne.bas.bg/ dobrev/qts-4.htm

• 6-а мiжнародна конференцiя “Symmetry in nonlinear mathematical physi-

cs” (Iнститут математики НАНУ, Київ, Україна, 20–26 червня 2005);

http://www.imath.kiev.ua/ appmath/conf.html
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• XXXII зимня школа по фiзицi, ITEP (Звенiгород, Росiя, 22 лютого -– 2

березня 2005), http://www.itep.ru/ws/2005

• LIV мiжнародна нарада по ядернiй спектроскопiї та структурi атомного

ядра “Nucleus–54” (Белгород, Росiя, 22—25 червня 2004).

• II конференцiя по фiзицi високих енергiй, ядернiй фiзицi та прискорюва-

чам (Нацiональний центр “Харкiвський фiзико-технiчний iнститут”,

Харкiв, Україна, 1–5 березня 2004).

Автор був спiв-iнiцiатором конференцiї “The International Symposium of

Physics of Photons, ISPP” по основнiй темi дисертацiї (co-chair, Institute of

Modern Physics of Chinese Academy of Sciences, Ланчжоу, Китай, вересень

2013, липень 2015).

Основнi науковi результати дисертацiї опублiковано (пiсля захисту

кандидатської дисертацiї) в сорока роботах.

• Список праць за темою дисертацiї включає 28 робiт у реферованих жур-

налах, та його подано пiсля анотацiй українською та англiйською мовами

(див. стор. 6), а також у Додатку Н (див. стор. 560). У списку викори-

станих джерел цi працi подано за посиланнями [56–83].

• Список наукових публiкацiй, якi засвiдчують апробацiю матерiалiв ди-

сертацiї, включає 12 робiт, та його подано пiсля анотацiй українською та

англiйською мовами (див. стор. 9), а також у Додатку О (див. стор. 564).

У списку використаних джерел цi працi подано за посиланнями [84–95]

(тут сiм робiт [84–90] — за матерiалами конференцiй у реферованих вi-

тчизняних та (рецензованих) закордонних журналах, чотири глави [91–

94], а також одна книга (без спiв-авторiв) [95]).
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РОЗДIЛ 1

ГАЛЬМIВНЕ ВИПРОМIНЮВАННЯ ПРИ АЛЬФА-РОЗПАДI

СФЕРИЧНИХ ЯДЕР

1.1. Вступ

За останнi 30 рокiв багато експериментальних [16, 17, 18, 19, 20, 21, 59, 58] i те-

оретичних зусиль було прикладено до вивчення природи гальмiвного випро-

мiнювання, яке супроводжує α-розпад ядер. Ключова iдея цих дослiджень

полягає у пошуку методу по здобуттю нової iнформацiї про динамiку α-

розпаду й динамiку тунелювання з експериментальних спектрiв випромiню-

вання. Тривалостi тунелювання в ядерних процесах мають надзвичайно малi

значення, що наближаються до ядерних часiв. Цей факт призводить до пра-

ктичної неможливостi перевiрити експериментально нестацiонарнi пiдходи до

опису тунелювання в ядерних задачах i побудувати на їх основi динамiчнi

ядернi моделi. Однак, дослiдники знаходять новi шляхи, як здобути нову iн-

формацiю про динамiку ядерних процесiв. Саме цим пояснюється зростаючий

iнтерес до вивчення гальмiвного випромiнювання фотонiв, яке супроводжує

α-розпад: через аналiз вимiрюваних спектрiв випромiнювання знайти три-

валiсть тунелювання α-частинки через бар’єр розпаду й кiлькiсно описати

динамiку α-розпаду.

Вже побудовано достатньо багато моделей гальмiвного випромiнюва-

ння при α-розпадi. Найбiльш iнтенсивно розвивалися пiдходи з квазiкласи-

чним описом α-розпаду [98, 99, 100]. Квазiкласичний пiдхiд у порiвняннi з

повнiстю квантовим дозволяє працювати з рядом характеристик i параме-

трiв, фiзичний змiст яких бiльш прозорий, що дозволяє швидше розiбратися
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в дослiджуваних питаннях. Тут, особливо хотiлося б вiдзначити успiх в описi

нових експериментальних даних для ядра 210Po [21, 101]. Iснують перспективи

у дослiдженнi динамiки α-розпаду на основi аналiзу спектрiв випромiнюва-

ння [102, 103, 104], у вивченнi динамiки тунелювання при α-розпадi беспо-

середньо [105, 106, 107, 108]. Викликає iнтерес ефект [109], що було названо

ефектом Мюнхаузена, що полягає у зростаннi проникностi бар’єра пiд наслi-

док випромiнювання зарядженої частинки пiд час її тунелювання. Важливим

виявляється екранування тунелювання атомними оболонками у такому роз-

падi, що змiнює динамiку (та оцiнки перiодiв напiврозпадiв) [137, 111].

Однак, прямiй квантовий пiдхiд (тобто пiдхiд без застосування ква-

зiкласичного наближення, коли хвильовi функцiї визначаються шляхом чи-

сельного рiшення рiвняння Шредiнгера з обраним потенцiалом) є найбiльш

точним, багатим при вивченнi властивостей i ефектiв [32]. У цьому напрямку

переважно розвивалася модель, уперше запропонована Папенброком i Бер-

тчем у роботi [42], де хвильова функцiя фотонiв розглядалася у дипольному

наближеннi. Як виявилося, дипольне наближення iстотно пiдвищує збiжнiсть

обчислень матричного елемента випромiнювання без помiтної втрати точно-

стi (при нормуваннi розрахункового спектра на експеримент), що робить за-

дачу доступною у квантовому пiдходi для багатьох дослiдникiв. Нами роз-

роблялася кутова квантова модель, де при описi хвильової функцiї фотонiв

було враховано подальшi корекцiї й було використано реалiстичний потенцiал

взаємодiї мiж α-частинкою i ядром, вiдповiдно до [112]. У рамках такої моде-

лi було реалiзовано два пiдходи, заснованi на рiзних розкладаннях хвильової

функцiї фотонiв: мультипольному [56] i розкладаннi по сферичних хвилях

[57].

У другому пiдходi вже досягнуто гарної згоди в описi нових експе-

риментальних даних для 210Po, 214Po 226Ra [59, 58, 60, 85]. Мультипольний

пiдхiд розроблено значно менше, який у той-же час є бiльш коректним та
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точним при просторовому описi випромiнювання. Тому з’являється iнтерес

у доведеннi цього пiдходу до належного рiвня. Як виявилося, така модель

дозволяє розраховувати абсолютнi значення ймовiрностей випромiнювання

без нормування на експериментальнi данi. Це вiдкриває можливiсть вивча-

ти випромiнювання в розпадах будь-якого ядра, пророкуючи новi спектри.

Однак, не ясно, наскiльки сильно залежить випромiнювання вiд енергiї, з

якою вилiтає α-частинка, та й чи iснують iншi характеристики, вплив яких

на випромiнювання також є суттєвим. Цим питанням присвячено цей роздiл.

1.2. Заряджена частинка в електромагнiтному полi ядра

Частинку з масою m, що рухається у полi ядра з потенцiалом U(r), можна

описати за допомогою гамiльтонiана

Ĥ0 =
p̂2

2m
+ U(r) = − h̄2

2m
∇2 + U(r). (1.1)

Якщо частинка є електрично зарядженою, то крiм поля U(r) вона зазнає дiї

електромагнiтного поля з векторним потенцiалом A(r, t), що формується цим

ядром. У цьому випадку гамiльтонiан частинки у сумарному полi ядра може

бути визначений з рiвняння Паулi (див. [113], стор. 264–271; також [114],

стор. 187)

Ĥ =
1

2m

(
p̂− Zeff

e

c
A(r, t)

)2
+ eA0 − Zeff

eh̄

2mc
µ× rotA(r, t) + U(r) =

= Ĥ0 + Ŵ ,

(1.2)

де

Ŵ = −Zeff
e

2mc

(
p̂A+Ap̂

)
+eA0−Zeff

eh̄

2mc
µ×rotA+Z2

eff

e2

2mc2
A2. (1.3)

Тут Ŵ — оператор взаємодiї, Zeff — ефективний заряд системи (частинка та

дочiрнє ядро), µ — магнiтний момент частинки. Далi у цьому роздiлi ми бу-
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демо зневажати впливом магнiтного поля, тобто приймемо µ = 0. Також ми

не будемо брати до розгляду компоненти A0, уважаючи її меншою у порiв-

няннi з iншими. Враховуючи кулонiвське калiбрування (divA = 0), а також

зневажаючи складовими, що пропорцiйнi до A2/c2, отримаємо

Ŵ = −Zeff
e

mc
Ap̂. (1.4)

1.3. Теорiя збурень квазiстацiонарних станiв

Ми будемо розглядати ядро, що розпадається, як складену систему: α-

частинка та дочiрнє ядро. Нехай Ψ
(0)
k (t) — нестацiонарна хвильова функцiя

цiєї системи у квазiстацiонарному станi при розпадi за рiвнем Ek, Ĥ0(t) —

гамiльтонiан цiєї системи. Тодi запишемо

ih̄
∂Ψ

(0)
k (t)

∂t
= Ĥ0(t)Ψ

(0)
k (t). (1.5)

Загальне рiшення рiвняння Шредiнгера може бути представлене у iнтеграль-

ному виглядi

Ψ(0)(t) =

∫
kmin

akΨ
(0)
k (t) dk, (1.6)

де ak — ваговий коефiцiєнт, що не залежить вiд часу та визначає вiдносну

вагу розпаду системи за рiвнем Ek.

α-Частинка пiд час руху в електромагнiтному полi дочiрнього ядра

випромiнює гальмiвнi фотони. Будемо вважати, що такий процес можливий i

при її тунелюваннi (наявнiсть або вiдсутнiсть такого випромiнювання визна-

чить ймовiрнiсть випромiнювання при тунелюваннi). Процес випромiнювання

змiнює повну енергiю системи, та ми будемо розглядати його як збурення си-

стеми. Далi будемо вивчати спонтанне випромiнювання фотонiв, тобто коли

частинка зазнає впливу поля лише до першого випромiнювання гальмiвного

фотона. Тому ми маємо справу зi збуренням, що дiє на систему протя-

гом деякого iнтервалу часу. Моменти часу початку й кiнця дiї збурення на
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систему визначаються таким початком i таким кiнцем часового iнтер-

валу, у межах якого ми вважаємо можливим гальмiвне випромiнювання

α-частинкою. Запишемо збурений гамiльтонiан у виглядi:

Ĥ(t) = Ĥ0(t) + Ŵ (t), (1.7)

де Ŵ (t) — оператор збурення, що залежить вiд часу.

Задача полягає у наближеному обчисленнi нових хвильових функцiй

Ψ(t) на основi хвильових функцiй квазiстацiонарних станiв Ψ
(0)
k (t) незбуреної

системи. Невiдомi хвильовi функцiї будемо шукати для часового рiвняння

Шредiнгера зi збуреним гамiльтонiаном

ih̄
∂Ψ(t)

∂t
= (Ĥ0(t) + Ŵ (t)) Ψ(t) (1.8)

у виглядi

Ψ(t) =

∫
kmin

ak(t)Ψ
(0)
k (t) dk, (1.9)

де коефiцiєнти розкладання ak(t) є функцiями часу (див. [43] п. 40, стор. 177).

Розвиваючi формалiзм теорiї квазiстацiонарних станiв (див. Додаток Б.1,

стор. 391), отримаємо розв’язок для першої корекцiї до амплiтуди у виглядi:

a
(1)
ki (t) = − i

h̄

∫
Wki(t) dt, (1.10)

де

Wmk(t) =

∫
Ψ(0),∗
m Ŵ (t)Ψ

(0)
k dr (1.11)

— матричнi елементи збурення, що включають часовий множник, Ψ(0)
m — не-

збурена хвильова функцiя квазiстацiонарного m-стану. До коефiцiєнтiв a(1)k
додано другого iндексу, щоб вказати, до якої з незбурених функцiй обчислю-

ється корекцiя (маємо a(0)k = 0 при k ̸= i).
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1.4. Матричний елемент переходу

Будемо вважати, що у початковому i у кiнцевому станах система характе-

ризується числом випромiнених фотонiв. Для строгого опису перейдемо вiд

розгляду системи без випромiнювання, яке враховується як збурення зовнi-

шнiм полем, до розгляду системи з iснуючим у нiй випромiнюванням, коли

як початковий, так i кiнцевий її стани визначаються хвильовою функцiєю,

що вже залежить вiд чисел заповнення фотонiв. Як i ранiше, визначимо ма-

тричний елемент переходу i → f такої системи як першу корекцiю (1.10)

(одержуємо подiбно до п. 41–42 у [43]). Для цього, у якостi нестацiонарних

хвильових функцiй початкового й кiнцевого станiв використаємо хвильовi па-

кети

Ψi,f(r, t) =

+∞∫
0

g(k − ki,f)ψi,f(k, r) e
−iw(k) t dk, (1.12)

для яких виконуються властивостi

e−iĤ0t ψi(r) = ψi(r) e
−iwit, ψ∗

f(r) e
iĤ0t = ψ∗

f(r) e
iwf t. (1.13)

Виберемо векторний потенцiал A(r, t) електромагнiтного поля до-

чiрнього ядра з врахуванням кулонiвського калiбрування у виглядi

(див. стор. 22, 28 у [115]):

A(r, t) =
∑
k,α

(
ĉk,αAk,α + ĉ+k,αA

∗
k,α

)
, Ak,α =

√
2πh̄c2

w
e(α) ei(kr−wt), (1.14)

де e(α) — одиничнi вектори поляризацiї фотона, k — хвильовий вектор фотона

й w = k =
∣∣k∣∣ (де h̄w = E). Вектори e(α) перпендикулярнi до k у кулонiвсько-

му калiбруваннi. Ми маємо двi незалежнi поляризацiї e(1) i e(2) для фотона з

iмпульсом k (α = 1, 2). Врахуємо, що фотони вiдповiдають статистицi Бозе.

Ми будемо вивчати спонтанне випромiнювання, тобто випромiнювання лише

першого фотона з iмпульсом k, до випромiнювання якого фотонiв цього сор-

ту не було. В наслiдок розрахункiв, отримаємо такий розв’язок [див. (Б.14)
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та (Б.15) на стор. 394 та (Б.21) на стор. 396 у Додатку Б.2]:

afi(t) =

+∞∫
0

dk2

+∞∫
0

dk1 · g∗(k2 − kf) g(k1 − ki) ·
⟨
k2, 1

∣∣ W̃ (r, t)
∣∣ k1, 0⟩, (1.15)

⟨
k2, 1

∣∣ W̃ (t)
∣∣ k1, 0⟩ =

= Zeff
e

m

∑
α=1,2

√
2πh̄

w
·
⟨
k2

∣∣∣∣ e(α),∗e−ikr ∂∂r
∣∣∣∣ k1⟩ ·

t∫
t0

ei(w2−w1+w)t
′
dt′,

(1.16)

де Ψi(r, t) = |ki
⟩

i Ψf(r, t) = |kf
⟩

— нестацiонарнi хвильовi функцiї системи у

початковому i-станi й у кiнцевому f -станi, якi не враховують випромiнювання

фотонiв.

У стацiонарному наближеннi (при t0 = −∞, t1 = +∞) отримаємо [див.

(Б.26) та (Б.27) на стор. 398 Додаток Б.4]:

⟨
k2, 1

∣∣ W̃ ∣∣ k1, 0⟩ = F21 · 2πδ(w2 − w1 + w), (1.17)

де

Ffi = Zeff
e

m

√
2πh̄

w
p (ki, kf),

p (ki, kf) =
∑
α=1,2

e(α),∗p(ki, kf), p(ki, kf) =

⟨
k2

∣∣∣∣ e−ikr ∂∂r
∣∣∣∣ k1⟩. (1.18)

Знайдемо амплiтуду (1.15) [див. (Б.31) на стор. 398 та (Б.33) на стор. 399]

afi = Ffi · 2π δ(wf − wi + w) (1.19)

та її квадрат

|afi|2 = 2π T |Ffi|2 · δ(wf − wi + w). (1.20)

Тут множник часового iнтервалу T зникає при переходi виразу (1.20) до ймо-

вiрностi в одиницю часу. Далi нас будуть цiкавити ймовiрностi переходiв, що

визначаються на основi квадрата матричного елемента afi.
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1.5. Лiнiйна й кругова поляризацiї фотона

Виразимо вектори лiнiйної поляризацiї e(α) через вектори кругової поляри-

зацiї ξµ iз протилежними напрямками обертання (див. [116], (2.39), стор. 42):

ξ−1 =
1√
2
(e(1) − ie(2)), ξ+1 = − 1√

2
(e(1) + ie(2)), ξ0 = e(3) = 0. (1.21)

Для векторiв ξ±1 отримаємо

ξ+1 − ξ−1 = −
√
2 e(1), ξ+1 + ξ−1 = −i

√
2 e(2)

та
e(1) =

−1√
2

(
ξ+1 − ξ−1

)
, e(1),∗ =

−1√
2

(
ξ∗+1 − ξ∗−1

)
,

e(2) =
i√
2

(
ξ+1 + ξ−1

)
, e(2),∗ =

−i√
2

(
ξ∗+1 + ξ∗−1

) (1.22)

i знайдемо∑
α=1,2

e(α),∗ =
−1

n

√
2
(
ξ∗+1 − ξ∗−1

)
− i√

2

(
ξ∗+1 + ξ∗−1

)
=

=
1− i√

2
ξ∗−1 −

1 + i√
2
ξ∗+1 = h−1ξ

∗
−1 + h+1ξ

∗
+1,

(1.23)

де

h−1 =
1− i√

2
, h1 = −1 + i√

2
. (1.24)

Для чисел h±1 маємо властивiсть:

h−1 + h+1 = −i
√
2. (1.25)

Тодi формулу (1.18) для p (ki, kf) перепишемо у виглядi:

p (ki, kf) =
∑

µ=−1,1

hµξ
∗
µ

∫
ψ∗
f(r) e

−ikr ∂

∂r
ψi(r) dr. (1.26)

Тут ψi(r) = |ki
⟩

i ψf(r) = |kf
⟩

— стацiонарнi хвильовi функцiї розпадаючої

системи в початковому i-станi й кiнцевому f -станi. ξ+1 i ξ−1 — одиничнi ве-

ктори кругової поляризацiї випромiненого фотона, якi перпендикулярнi до

вектору k у кулонiвському калiбруванню. Для подальшого знаходження ма-

тричного елемента p (ki, kf) використовують рiзнi розкладання експоненти
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e−ikr, що пов’язана з векторним потенцiалом A електромагнiтного поля до-

чiрнього ядра. На такiй основi можна розглядати рiзнi пiдходи до розрахунку

спектрiв гальмiвного випромiнювання. Найважливiшою причиною розклада-

ння e−ikr є розкладання iнтеграла у (1.26), збiжнiсть якого малоймовiрна,

до нескiнченної суми збiжних iнтегралiв. Кожний з цих iнтегралiв має свiй

ступiнь збiжностi, та може бути обчислений з деяким ступенем точностi й

характеризує випромiнювання. Звичайно використовують першi декiлька iн-

тегралiв для оцiнки спектрiв гальмiвного випромiнювання.

1.6. Розкладання векторного потенцiалу електромагнi-

тного поля

Насьогоднi, застосовуються три типи розкладання:

• Розкладання у дипольному наближеннi:

eikr = 1 + ikr+ . . . (1.27)

де у подальших розрахунках матричних елементiв i спектрiв переважно

використовується лише перший доданок (одиниця);

• Розкладання за сферичними хвилями (у напрямку робiт [57, 58, 59, 60]):

eikr =
+∞∑
l=0

il(2l + 1)Pl(cos θαγ) jl(kr), (1.28)

де θαγ — кут мiж векторими k i r (kr = kr cos θαγ);

• Розкладання за електричними i магнiтними мультиполями (див. [116],

(2.106) на стор. 58; також стор. 22, 28 у [115]):

ξµ e
ikr = µ

√
2π
∑
l,ν

(2l+1)1/2 ilDνµl(φ, θ, 0) ·
[
Alν(r,M) + iµAlν(r, E)

]
,

(1.29)
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де [див. [116], (2.73) на стор. 49, (2.80) на стор. 51]

Alν(r,M) = jl(kr)Tll,ν(nph),

Alν(r, E) =

√
l + 1

2l + 1
jl−1(kr)Tll−1,ν(nph)−

−
√

l

2l + 1
jl+1(kr)Tll+1,ν(nph).

(1.30)

Тут Alν(r,M) i Alν(r, E) — магнiтнi i електричнi мультиполi, jl (kr) —

сферичнi функцiї Беселя порядку l (див. Додаток A.3, стор. 385), Tll′,ν(n)

— векторнi сферичнi гармонiки (див. [116], стор. 45), θ1, θ2, θ3 — кути, що

визначають орiєнтацiю вектору k вiдносно осi z обраної системи координат.

Матриця Dνµl, ∗(φ, θ, 0) визначає орiєнтацiю вектору k вiдносно осi z у си-

стемi координат r: кути φ i θ визначенi вiдносно напрямку вектору k, але не

r. Вiдповiдно до [116] [див. (2.48б) на стор. 45], функцiї Tll′,ν(n) мають такий

вигляд (ξ0 = 0):

Tjl,m(n) =
∑
µ=±1

(l, 1, j
∣∣m− µ, µ,m) Yl,m−µ(n) ξµ, (1.31)

де (l, 1, j
∣∣m − µ, µ,m) — коефiцiєнти Клебша-Гордона (див. Додаток A.4,

стор. 385) i Ylm(θ, φ) — сферичнi функцiї (див. Додаток A.2, стор. 384).

Формула (1.29) визначена, коли вектор k спрямований довiльно вiд-

носно обраної системи координат. Якщо систему координат зорiєнтувати

так, щоб вiсь z була спрямована уздовж вектору k, тодi з (1.29) отримає-

мо (див. [116], (2.105) на стор. 57):

ξµe
ikr = µ

√
2π
∑
l

(2l + 1)1/2il
[
Alµ(r,M) + iµAlµ(r, E)

]
. (1.32)

Цей вираз зручно використовувати у випадку, коли необов’язково фiксувати

орiєнтацiю системи координат вiдносно ядра, що розпадається. Таке можливо

у випадку, коли ядро й процес розпаду описуються у сферично симетричному

наближеннi. Якщо розпад проявляється асиметрично вiдносно осi z, тодi си-

стему координат вже необхiдно орiєнтувати вiдносно ядра, що розпадається.
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Тут, у загальному випадку вектор k i вiсь z уже не можуть бути спiвнаправ-

ленi, та слiд використовувати (1.29).

1.7. Мультипольний пiдхiд до визначення матричного

елемента

Будемо вважати, що взаємодiя мiж α-частинкою й дочiрнiм ядром при розпа-

дi може бути описана за допомогою потенцiалу, що повнiстю залежить лише

вiд вiдстанi мiж центрами мас α-частинки й дочiрнього ядра. У такому ви-

падку застосовується сферично симетричний опис розпаду.

Ми зорiєнтуємо систему координат так, щоб вiсь z була спiвнаправлена

з вектором k, i отримаємо

Dνµl(φ, θ, 0) = δµν. (1.33)

Хвильовi функцiї розпадаючої системи в початковому й кiнцевому станах

роздiляються на радiальну й кутову компоненти, такi стани характеризую-

ться квантовими числами l i m. Нас буде цiкавити випромiнювання фотона,

при якому система переходить у суперпозицiю по всiх можливих кiнцевих

станах з рiзними числами mf при однаковому lf . Нехай у початковому станi

ми маємо li = mi = 0 i радiальна компонента хвильової функцiї φf(r) не

залежить вiд mf при обраному lf . Маємо

ψi(r) = φi(r) Y00(n
i
r),

ψf(r) = φf(r)
∑
mf

Ylfmf
(nfr ).

(1.34)

Тодi матричний елемент (1.26) перетвориться до такого

p (ki, kf) =
√
2π
∑
l=1

(−i)l
√
2l + 1

[
pMl − ipEl

]
, (1.35)

де
pMl =

∑
µ=−1,1

µhµ p
M
lµ , pEl =

∑
µ=−1,1

µ2hµ p
E
lµ (1.36)
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pMlµ =

+∞∫
0

dr

∫
dΩ r2 ψ∗

f(r)

(
∂

∂r
ψi(r)

)
A∗
lµ(r,M),

pElµ =

+∞∫
0

dr

∫
dΩ r2 ψ∗

f(r)

(
∂

∂r
ψi(r)

)
A∗
lµ(r, E).

(1.37)

Цi матричнi елементи можна представити через добуток радiальних та куто-

вих iнтегралiв [див. (Б.47), (Б.48), (Б.52) у Додатку Б.5.1 на стор. 402].

Якщо, ядро при розпадi у початковому станi має li ̸= 0, то хвильову

функцiю такого стану можна записати так [див. (Б.55), (Б.56) у Додатку Б.5.2

на стор. 405]:

ψi(r) = φi(r)
∑
mi

Ylimi
(nir). (1.38)

pMlph =

√
1

2li + 1

{√
li IM(li, lf , lph, li − 1) ×

×
{
J1(li, lf , lph) + (li + 1) · J2(li, lf , lph)

}
−

−
√
li + 1 IM(lf , li, lph, li − 1) ·

{
J1(li, lf , lph)− li · J2(li, lf , lph)

}}
,

pElph =

√
1

(2li + 1)(2lph + 1)
·
{√

li (lph + 1) · IE(li, lf , lph, li − 1, lph − 1) ×

×
{
J1(li, lf , lph − 1) + (li + 1) · J2(li, lf , lph − 1)

}
−

−
√
li lph · IE(li, lf , lph, li − 1, lph + 1) ×

×
{
J1(li, lf , lph + 1) + (li + 1) · J2(li, lf , lph + 1)

}
+

+
√

(li+1)(lph+1) · IE(li, lf , lph, li+1, lph− 1) ×

×
{
J1(li, lf , lph− 1) − li · J2(li, lf , lph− 1)

}
−

−
√

(li + 1) lph · IE(li, lf , lph, li + 1, lph + 1) ×

×
{
J1(li, lf , lph + 1) − li · J2(li, lf , lph + 1)

}}
,

(1.39)
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де введенi наступнi позначення:

J1(li, lf , n) =

+∞∫
0

φ∗
f(lf , r)

dφi(r, li)

dr
jn(kr) r

2dr,

J2(li, lf , n) =

+∞∫
0

φ∗
f(lf , r)φi(r, li) jn(kr) r dr,

IM (li, lf , lph, l1) =
∑
µ=±1

∑
mi

∑
mf

µhµ

∫
Y ∗
lfmf

(nfr )Tli l1,mi
(nir)T

∗
lph lph,µ

(nph)dΩ,

IE (li, lf , lph, l1, l2) =
∑
µ=±1

∑
mi

∑
mf

hµ

∫
Y ∗
lfmf

(nfr )Tlil1,mi
(nir)T

∗
lphl2, µ

(nph) dΩ.

(1.40)

Розрахунки кутових i повних матричних елементiв виявляються достатньо

складними (див. Додаток Б.5.3). Так, рiшення для перших значень lf , lph

представлено формулами (Б.73)–(Б.74) (див Додаток Б.5.4, стор. 412–413).

Застосування дипольного наближення (1.27) при визначеннi матрично-

го елемента випромiнювання є бiльш простим (див. Додаток Б.6, стор. 413–

418). Але, як виявляється, воно й менш акуратне у розрахунках спектрiв.

1.8. Кутова ймовiрнiсть випромiнювання при α-розпадi

ядер

1.8.1. Ймовiрнiсть випромiнювання фотона з iмпульсом k

Визначимо диференцiальну абсолютну ймовiрнiсть випромiнювання фотона

з iмпульсом kph при α-розпадi ядра як [див. (Б.101), Додаток Б.7.1, стор. 418–

420]

dP (θf)

dwph
=

Z2
eff e

2

2π c5
wphEi

m2 ki

{
p (ki, kf)

d p∗(ki, kf , θf)

d cos θf
+ c. c.

}
, (1.41)

де c. c.— позначення комплексного спряження, kph = wph/c, wph = wi − wf =

(Ei−Ef)/h̄. Цей вираз являє собою ймовiрнiсть випромiнювання фотона з iм-

пульсом kph, де вже виконанi усереднення за значеннями поляризацiї фотона
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e(α) i iнтегрування за кутами руху α-частинки пiсля випромiнювання фото-

на. Тому така ймовiрнiсть не залежить вiд напрямкiв руху α-частинки (або

її тунелювання) пiсля випромiнювання. Вiдзначимо, що iснує також iнший

шлях визначення кутової ймовiрностi гальмiвного випромiнювання фотонiв

у задачах α-розпаду [101], заснований на iншому зв’язку матричного елемен-

та випромiнювання з кутом θ мiж напрямками руху фрагмента, що вилiтає, i

випромiнювання фотона. Iнодi змiнну θf у дужках функцiй будемо опускати.

1.8.2. Ймовiрнiсть випромiнювання у мультипольному пiдходi

Диференцiальна абсолютна ймовiрнiсть (1.41) у мультипольному пiдходi для

перших чисел lf = 1 i lph = 1 має такий вигляд [див. (Б.106)–(Б.108), Дода-

ток Б.7.2, стор. 421–423]:

dPE1+M1
1 (θf)

dwph
=

dPE1
1 (θf)

dwph
+∆

dPM1
1 (θf)

dwph
, (1.42)

де

dPE1
1 (θf)

dwph
=

Z2
eff e

2

8π c5
wphEi

m2 ki

{[
J (1, 0)− 7

10

√
2 · J (1, 2)

]
×

×
[
J∗(1, 0) +

1√
2
J∗(1, 2) ·

(
1− 3 sin2 θ

)]
+ c. c.

}
· sin2 θ,

(1.43)

∆
dPE1+M1

1 (θf)

dwph
= − 3Z2

eff e
2

8π
√
2 c5

wphEi

m2 ki
×

×
{[
J (1, 0)− 7

10

√
2 J (1, 2)

]
J∗(1, 1) + c. c.

}
sin2 θ cos θ

(1.44)

Перший доданок (1.43) визначає ймовiрнiсть випромiнювання фотона тiльки

за рахунок врахування електричного мультиполя E1. Другий доданок (1.44)

визначає корекцiю до ймовiрностi випромiнювання за рахунок врахування

магнiтного мультиполя M1 (незважаючи на те, що iнтегральна магнiтна ком-

понента pM1 вiд матричного елемента дорiвнює нулю, врахування її диферен-

цiальної складової вносить ненульовий вклад у повну ймовiрнiсть випромi-

нювання фотона).
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1.8.3. Ймовiрнiсть випромiнювання у дипольному пiдходi

У дипольному наближеннi диференцiальна та iнтегральна ймовiрностi ви-

промiнювання у залежностi вiд кута θ мають дещо спрощений вигляд

[див. (Б.109)–(Б.110), Додаток Б.7.3, стор. 423–424]:

dPdip(θf)

dwph
=

Z2
eff e

2

2π c5
Ei

m2 kiwfi
·
∣∣∣J1, dip (1)− J2, dip (1)

∣∣∣2 · sin2 θ,
Pdip(θf) =

Z2
eff e

2

3π c5
Ei

m2 kiwfi
·
∣∣∣J1, dip (1)− J2, dip (1)

∣∣∣2. (1.45)

Звiдси можна також записати:

dPdip(θf)

dwph
= 3π · Pdip(θf) · sin2 θ. (1.46)

1.8.4. Спектроскопiчний фактор

У визначеннi ймовiрностi гальмiвного випромiнювання можна врахувати

ймовiрнiсть формування α-частинки у станi, з якого вона покидає ядро. Для

цього, вводиться спектроскопiчний фактор S(th)
α в задачах розпадiв. На такiй

основi, ми скорегуємо формулу для ймовiрностi випромiнювання. Для муль-

типольного й дипольного пiдходiв з (1.43) та (1.45) отримаємо [див. (Б.111)–

(Б.112), стор. 425]

dP̃E1+M1
mult,1 (θf)

dwph
=

Z2
eff e

2

8π c5
wfiEi S

(th)
α

m2 ki

{[
J (1, 0)− 7

10

√
2 · J (1, 2)

]
×

×
[
J∗(1, 0) +

1√
2
J∗(1, 2)

(
1− 3 sin2 θ

)
− 3√

2
J∗(1, 1) cos θ

]
+ c. c.

}
sin2 θ,

(1.47)
dP̃dip(θf)

dwph
=

Z2
eff e

2

2π c5
Ei S

(th)
α

m2 kiwfi
·
∣∣∣J1, dip (1)− J2, dip (1)

∣∣∣2 · sin2 θ,
P̃dip(θf) =

Z2
eff e

2

3π c5
Ei S

(th)
α

m2 kiwfi
·
∣∣∣J1, dip (1)− J2, dip (1)

∣∣∣2. (1.48)

Можна бачити, що включення спектроскопiчного фактора S
(th)
α зменьшує

ймовiрнiсть гальмiвного випромiнювання.
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1.9. Спектри випромiнювання для ядер 210Po, 214Po, 226Ra i
244Cm

Щоб оцiнити ефективнiсть моделi i точнiсть, яку вона дає у розрахунках ймо-

вiрностей гальмiвного випромiнювання, ми будемо шукати спектри для тих

ядер, для яких iснують експериментальнi данi. Отже, ми маємо ядра 210Po,
214Po, 226Ra i 244Cm. Ми визначаємо ймовiрнiсть гальмiвного випромiнювання

за формулами (1.42)–(1.42), α-ядерний потенцiал — за формулами (11)–(15),

а його параметри — за формулами (16)–(22) у [59]. Qα-значення ми бере-

мо з [119] (див. стор. 63): маємо 5.439 МеВ для 210Po, 7.865 МеВ для 214Po,

4.904 МеВ для 226Ra, 5.940 МеВ для 244Cm. Ми вибираємо фiксоване значен-

ня кута ϑαγ мiж напрямками руху α-частинки (з можливим тунелюванням) i

випромiнювання фотона для 214Po i 226Ra, рiвне 90◦, що вiдповiдає геометрiї

експерименту [16, 59, 58]. Для 210Po ми використовуємо такий же кут. Для
244Cm ми розглянемо два випадки: значення кута 90◦ i 25◦, з метою включити

експеримент [17] у загальну картину аналiзу.

Перший крок у такiй задачi — визначення хвильових функцiй, якi по-

виннi бути знайденi з достатньо високою точнiстю, щоб одержати збiжнi зна-

чення спектрiв випромiнювання. Хвильовi функцiї α-розпадаючої системи у

станах до й пiсля випромiнювання фотона показанi на Рис. 1.1 (для ядра
210Po, при енергiї випромiненого фотона 500 кеВ). У початковому станi хви-

льова функцiя є комплексною. Це забезпечує збереження постiйного ненульо-

вого потоку (у внутрiшнiй областi, областi тунелювання й зовнiшнiй областi),

який спрямований назовнi. У розрахунках спектрiв хвильова функцiя у кiнце-

вому станi є дiйсною, що дозволяє уникнути розбiжностi при r = 0. Зокрема,

на перших трьох малюнках (а, б, с) можна бачити поведiнку хвильових фун-

кцiй на границi роздiлу мiж областю тунелювання й зовнiшньою областю.

Останнiй малюнок (г) показує помилки, якi ми маємо у чисельному розра-
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Рис.1.1 Хвильовi функцiї α-розпадаючого ядра 210Po: (а) уявна частина хвильової функцiї у

початковому i-станi; (б) дiйсна частина хвильової функцiї у початковому i-станi; (в) дiйсна хви-

льова функцiя у кiнцевому f -станi (пiсля випромiнювання фотона); (г) помилки при визначеннi

хвильової функцiї кiнцевого f -стану, що з’являються у поточних розрахунках спектрiв.
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хунку. Тому можна сподiватися, що це дозволить одержати збiжнi картини

ймовiрностей гальмiвного випромiнювання для усiх дослiджуваних ядер.

1.9.1. Спектри випромiнювання для 214Po, 226Ra i 244Cm: порiвняння

теорiї з експериментом

Найкращi результати у згодi мiж теорiєю й експериментом у мультипольно-

му пiдходi вдається одержати для ядра 214Po [див. Рис. 1.2 (а); тут не iснує

нiякого нормування розрахункової кривої на експериментальнi данi]. Iз цього

малюнка можна бачити, що для цього ядра розрахунковий спектр виявляє-

ться у достатньо непоганiй згодi з експериментальними даними [59] у дiапазо-

нi енергiй випромiненого фотона вiд 100 кеВ до 750 кеВ. Обчисленi абсолютнi

ймовiрностi гальмiвного випромiнювання при α-розпадi ядра 226Ra i експери-

ментальнi данi [58] для цього ядра представленi на Рис. 1.2 (б). Для цього

ядра при бiльш низьких енергiй випромiнених фотонiв обчисленi спектри

розташовуються трохи нижче експериментальних даних, але починаючи вiд

енергiї 350 кеВ i вище досягається гарна згода мiж теорiєю й експериментом.

До цих результатiв я додаю обчисленi абсолютнi ймовiрностi випромiнювання

для ядра 244Cm, порiвнюючи їх з верхньою межею помилок експерименталь-

них даних [17, 18] (див. Рис. 1.2 (в)). У розрахунку спектра використовується

кут ϑαγ = 25◦ (кут мiж напрямком руху α-частинки й випромiнювання фото-

на), що вiдповiдає експерименту [18], i я додаю iнший спектр при ϑαγ = 90◦.

Iз цього малюнка видно, що обидвi розрахунковi кривi розташованi досить

близько до верхньої межi помилок експериментальних даних, та звiдси можна

зробити висновок про те, що згода мiж теорiєю й експериментом не погана.

Цей малюнок ясно демонструє, що вiдмiннiсть мiж верхнiм i нижнiм спектра-

ми могла би бути поясненою рiзними значеннями кута. Таке пояснення двох

рiзних спектрiв на основi однiєї моделi дано вперше нами. На цiй пiдставi

можна вважати, що питання, яке гостро дискусувалося (обговорювалося) у
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Рис.1.2 Ймовiрнiсть гальмiвного випромiнювання при α-розпадi ядер 214Po (а), 226Ra (б) i 244Cm

(в): суцiльна червона лiнiя — абсолютна ймовiрнiсть, обчислена за мультипольним пiдходом для

кута θ = 90◦, штрих-пунктирна синя лiнiя — нормована крива, отримана у пiдходi [58] для дефор-

мованого ядра 226Ra, штрихова зелена лiнiя — абсолютна ймовiрнiсть, визначена за формулою

(1.47) мультипольної моделi з урахуванням спектроскопiчного фактора S(th)
α для деформованого

ядра 226Ra (ми використовуємо наближене значення S(th)
α = 0.2, узяте з таблицi у [120]), штрихова

двiчi-пунктирна пурпурна лiнiя — абсолютна ймовiрнiсть, визначена за формулою (1.47) мульти-

польної моделi для ядра 244Cm для кута θ = 25◦, експериментальнi данi, якi взято з роботи [59]

для 214Po, роботи [58] для 226Ra та робiт [17, 18] для 244Cm.
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роботах [19, 20] вiдносно ядра 210Po, може бути закритим.

1.9.2. Спектри випромiнювання для 210Po: порiвняння мультиполь-

ного пiдходу з дипольним

Мультипольний пiдхiд надає бiльш точного опису гальмiвного випромiнюва-

ння як без нормування розрахункових спектрiв на iснуючi експериментальнi

данi (тобто у так званому абсолютному масштабi), так i у випадку, коли таке

нормування використовується, у порiвняннi з дипольним пiдходом. Так, роз-

глянемо Рис. 1.3 (а), де представленi спектри випромiнювання гальмiвних

фотонiв для ядра 210Po, отриманi за допомогою мультипольного й диполь-

ного пiдходiв за абсолютною шкалою. Щоб вiдчути чутливiсть спектрiв до

змiни форми внутрiшньої ями α-ядерного потенцiалу (тобто на областi вiд

r → 0 до внутрiшньої точки повороту), у цей малюнок включенi наступнi

розрахунки: (1) спектри без внеску випромiнювання з такої внутрiшньої ями

(для дипольного пiдходу це вiдповiдає випадку прямокутної ями у внутрiшнiй

областi) i (2) повнi спектри, отриманi вiдносно повного α-ядерного потенцi-

алу з реалiстичною ядерною компонентою. Ясно видно, що для дипольного

пiдходу вплив форми потенцiалу у внутрiшнiй областi на спектр вiдчувається

суттєво сильнiше, тодi як мультипольний пiдхiд менш чутливий до неї. Така

особливiсть може бути поясненою бiльш акуратним використанням далекої

асимптотичної областi у мультипольному пiдходi, тодi як дипольний пiдхiд

сильнiше цю область вiдсiкає. Це веде до бiльш високої (швидкої) збiжностi

обчислень радiальних iнтегралiв у дипольнiм наближеннi; як результат, такi

спектри виходять значно бiльш стiйкими. Однак, бiльш акуратне використа-

ння далекої асимптотичної областi, яке забезпечує мультипольний пiдхiд,

полiпшує згоду мiж розрахунковими кривими та експериментальними да-

ними. Цей важливий пункт надає мультипольної моделi силу пророкувань

(без нормування на експеримент), на вiдмiну вiд дипольного. Щоб зробити
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Рис.1.3 Ймовiрностi гальмiвного випромiнювання при α-розпадi ядра 210Po, обчисленi без нор-

мування на експериментальнi данi [21]. Панель (а): Вiдмiннiсть мiж спектрами, обчисленими у

дипольнiм наближеннi iз включенням випромiнювання iз внутрiшньої областi й без такого випро-

мiнювання, не є малою, на вiдмiну вiд аналогiчних обчислень у мультипольному пiдходi (суцiль-

на червона лiнiя — спектр, отриманий за мультипольною моделлю; коричнева коротка штрихова

лiнiя — спектр, знайдений за мультипольною моделлю без включення випромiнювання iз вну-

трiшньої просторової областi до внутрiшньої точки повороту; зелена штрихова лiнiя — повний

спектр, отриманий у дипольнiм наближеннi; синя штрихова двiчi пунктирна лiнiя — спектр, ви-

значений у дипольному наближеннi без включення випромiнювання iз внутрiшньої областi; синя

штрих-пунктирна лiнiя — нормований спектр, отриманий за мультипольною моделлю у роботi

[57] (див. лiнiю 6 у тiй роботi)). Панель (б): Роль сили ядерної компоненти потенцiалу Ṽ0 прояв-

ляється у розрахунках спектрiв випромiнювання у дипольному пiдходi. Можна бачити, що чим

бiльше сила ядерної компоненти, тим сильнiше спектр зростає (у розрахунках кожного спектра

силу ядерної компоненти визначаємо як Ṽ0 = V0 · V , де величина V0 визначається за форму-

лою (14) у [112] i додатковий множник V має значення 0, 1, 2, 3, 4, 5, як показано на малюнку).
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цю картину бiльш повною, я додам розрахунки спектрiв для 210Po у диполь-

ному пiдходi для рiзних значень сили ядерної компoненти потенцiалу (nuclear

strength), показанi на Рис. 1.3 (б). Звiдси ясно видно, що спектр тим вище, чим

сила ядерної компоненти бiльше (тобто внутрiшня яма α-ядерного потенцiалу

глибше). Для мультипольного пiдходу така залежнiсть повинна проявлятися

суттєво слабкiше. Отже, надалi ми будемо використовувати мультипольний

пiдхiд для розрахункiв спектрiв гальмiвного випромiнювання й для аналiзу.

1.9.3. Залежнiсть ймовiрностi гальмiвного випромiнювання вiд Qα-

значення й спектри при α-розпадi iзотопiв Tm

У достатньо недавньо опублiкованiй роботi [121] повiдомляється про експе-

риментальнi дослiдження з метою вимiряти гальмiвне випромiнювання, що

супроводжує α-розпад ядра 228Tm. Ми оцiнимо абсолютну ймовiрнiсть ви-

промiнювання для цього ядра на основi розробленої вище моделi, з метою

пiдтримати тих дослiдникiв. Результати таких розрахункiв представлено на

Рис. 1.4. У розрахунках використано такi параметри: кут ϑ мiж напрямка-

ми руху α-частинки (з можливим тунелюванням) i випромiнюванням фотона

дорiвнює 90◦, а Qα-значення — 5.555 МеВ [119]. У роботi [58] ми пояснили
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Рис.1.4 Абсолютнi ймовiрностi гальмiвного випромiнювання при α-розпадi ядра 228Tm i його

iзотопiв.
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данi α-розпаду Ймовiрнiсть випромiнювання, 1/ кеВ / розпад

Ap Qα, МеВ bαabs, % T1/2, αexp, сек 100 кеВ 200 кеВ 300 кеВ 400 кеВ 500 кеВ

212 7.987 100.0 3.0E-2 3.0E-9 8.1E-10 2.7E-10 9.5E-11 3.5 E-11

218 9.881 100.0 1.1E-7 7.5E-9 2.5E-9 1.0E-9 4.7E-10 2.2 E-10

222 8.164 100.0 2.8E-3 5.2E-9 1.3E-9 4.6E-10 1.7E-10 7.0 E-11

226 6.487 75.5 2.5E+3 2.9E-9 5.6E-10 1.3E-10 3.5E-11 9.4 E-12

228 5.555 72.7 8.3E+7 1.8E-9 2.8E-10 4.9E-11 1.0E-11 1.9 E-12

Табл. 1.1. Оцiненi значення ймовiрностей гальмiвного випромiнювання при

α-розпадi ядра 228Tm i його iзотопiв

вiдмiннiсть мiж ймовiрностями випромiнювання фотонiв (на основi експери-

ментальних, так i теоретичних результатiв) при α-розпадi ядер 226Ra i 214Po

(залежнiсть ймовiрностi гальмiвного випромiнювання вiд енергiї, з якою ви-

лiтає α-частинка, була також проаналiзована у [122]): вiдмiннiсть мiж двома

спектрами може бути поясненою рiзною структурою цих ядер, що призводить

до рiзної динамiки тунелювання α-частинки в областi бар’єра. Вiдмiннiсть

мiж двома спектрами випромiнених фотонiв суттєво визначається рiзними

енергiями, з якими вилiтає α-частинка для 214Po (Eα = 7.7 МеВ) i 226Ra (Eα

= 4.8 МеВ). Можна вважати, що ймовiрнiсть випромiнювання фотона при

тунелюваннi α-частинки менше, чим при надбар’єрному її русi. Рiзнi енергiї,

з якими вилiтає α-частинка для ядер 214Po i 226Ra, формують рiзнi довжини

тунелювання для цих ядер, що дає рiзнi внески випромiнювання фотонiв з

областей тунелювання, зовнiшнiх областей, а також їх iнтерференцiйнi вне-

ски у повнi спектри. Таким чином, ми приходимо до наступної властивостi:

Чим бiльше область тунелювання, тим менше ймовiрнiсть гальмiвного

випромiнювання. Цим i пояснюються меншi значення для обчисленої ймо-

вiрностi випромiнювання для 226Ra у порiвняннi з 214Po. На Рис. 1.4 можна

бачити демонстрацiю цiєї властивостi для iзотопiв Tm. У таблицi 1.1 пока-

зано, як ймовiрнiсть гальмiвного випромiнювання залежить вiд Qα-значення
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ядра для рiзних енергiй випроменених фотонiв.

1.9.4. На скiльки сильно змiнюється ймовiрнiсть гальмiвного ви-

промiнювання у залежностi вiд числа протонiв i нейтронiв

α-розпадаючої системи?

Тепер розглянемо, наскiльки сильно ймовiрнiсть випромiнювання фотонiв

змiнюється у залежностi вiд числа протонiв i нейтронiв ядра, яке розпада-

ється. Для ясностi аналiзу, ми зафiксували Q-значення на одному обрано-
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Рис.1.5 Розподiл абсолютної ймовiрностi випромiнювання при α-розпадi у залежностi вiд чи-

сел протонiв i нейтронiв розпадаючого ядра (використанi данi: Qα = 5.439 МеВ для 210Po): (а)

розподiл ймовiрностей випромiнювання при енергiї Eγ = 100 кеВ, (б) розподiл ймовiрностей ви-

промiнювання при енергiї Eγ = 300 кеВ

му значеннi й знайшли ймовiрностi у деякому дiапазонi значень протонiв i

нейтронiв (виберемо кут мiж напрямками випромiнювання фотонiв i руху

α-частинки рiвним 90◦). На Рис. 1.5 показано розподiл абсолютних ймовiр-

ностей у залежностi вiд чисел протонiв i нейтронiв α-розпадаючого ядра для

100 кеВ, 300 кеВ i 500 кеВ випроменених фотонiв. Можна бачити, що з ростом

числа нейтронiв ймовiрнiсть змiнюється слабко й монотонно, тодi як з ростом

числа протонiв ймовiрнiсть монотонно зменшується суттєво сильнiше.
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1.9.5. Кутовий розподiл ймовiрностi випромiнювання фотонiв

Розглянемо, як змiнюється ймовiрнiсть випромiнювання фотонiв вiд величи-

ни кута мiж напрямками руху α-частинки й випромiнювання фотона. Для

аналiзу ми розглянемо ядро 210Po. На Рис. 1.6 показанi ймовiрностi випро-

мiнювання, знайденi за мультипольною моделлю, для рiзних значень цього

кута. Можна бачити, що спектр при кутi 25◦ розташований значно нижче у
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Рис.1.6 Абсолютна ймовiрнiсть випромiнювання при α-розпадi 210Po у залежностi вiд кута ϑαγ

мiж напрямками руху α-частинки й випромiнювання фотона у порiвняннi з експериментальними

даними [21].

порiвняннi зi спектром при кутi 90◦. Цi результати дозволяють зв’язати екс-

периментальнi данi [18] i [16], отриманi при цих кутах. Тобто, у такий спосiб

уперше вдається дати теоретичне обґрунтування припущенню про вiдмiн-

нiсть мiж двома експериментами, висунутому в роботах [19, 20]. На Рис. 1.7

показано розподiл ймовiрностi випромiнювання у залежностi вiд кута ϑαγ

мiж напрямками руху α-частинки й випромiнювання фотона для ядра 210Po.

Видно, що кутовий розподiл ймовiрностi формується переважно першим iн-

тегралом J (1, 0), тодi як два iнтеграли J (1, 1) i J (1, 2) вносять малий внесок

до повного спектру.
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Рис.1.7 Розподiл ймовiрностi випромiнювання у залежностi вiд кута мiж напрямками руху α-

частинки й випромiнювання фотона для ядра 210Po: (а) ймовiрностi при 300 кеВ, 350 кеВ, 400 кеВ,

500 кеВ; (б) ймовiрностi при 300 кеВ у збiльшеному масштабi.

1.9.6. Формула ймовiрностi гальмiвного випромiнювання при α-

розпадi

Щоб знайти таку формулу, на початку ми будемо шукати вигляд цiєї форму-

ли для деякого обраного ядра. Пiсля попереднього аналiзу й деяких оцiнок

спектрiв для рiзних ядер, у якостi стартової залежностi ми знайшли таку

(для простоти, надалi будемо використовувати ϑαγ = 90◦):

ln

{
dPparam(w; a0 . . . a4, n1 . . . n4)

dΩph d cos θf

}
= ln

{
e2

8π c5

Z2
eff Ei

m2 ki

}
+ a0 −

− a1wn1 +
a2
wn2

+
a3
wn3

+
a4
wn4

,
(1.49)

де a0 . . . a4 й n1 . . . n4 — постiйнi, що не залежать вiд енергiї випромiнено-

го фотона та рiзнi для рiзних ядер. Цi постiйнi характеризують “структуру”

α-розпаду ядер. Тому вони повиннi залежати вiд Qα, Zeff , Zd, Ad дослiджу-

ваного ядра.

Щоб знайти цi параметри a0 . . . a4 n1 . . . n4 для обраних ядер, ми вве-
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демо наступнi характеристики:

σ (ai, ni) =

√√√√ 1

wmax − wmin

∫
wmin

wmax

[
∆P (w; ai, ni)

]2
dw,

∆P (w; ai, ni) = ln

{
dPmodel(w)

dΩph d cos θf

}
− ln

{
dPparam(w; a0 . . . a4, n1 . . . n4)

dΩph d cos θf

}
,

(1.50)

де dPmodel i dPparam — ймовiрностi гальмiвного випромiнювання, обчисленi за

мультипольною моделлю й за формулою (1.49) вiдповiдно. Чим менше σ при

фiксованих iнших параметрах, тим крива dPparam, отримана за допомогою

формули (1.49), буде ближче розташованою до спектра dPmodel, знайденого

за мультипольною моделлю. Тобто найкраще визначення спектра гальмiвно-

го випромiнювання для дослiджуваних ядер за формулою (1.49) вiдповiдає

такому вибору параметрiв a0 . . . a4 i n1 . . . n4, коли σ є мiнiмальним. Для зру-

чностi, назвемо такий пiдхiд до визначення параметрiв для обраних ядер

методом мiнiмiзацiї. У такому пiдходi, розрахунки для ядра 218Th дають

наступнi значення (при wmin = 50 кеВ i wmax = 900 кеВ):

n1 = 1, n2 = 0.5, n3 = 1, n4 = 2,

a0 = 10.8, a1 = 0.007, a2 = 10, a3 = 10, a4 = 1.
(1.51)

Виявляється, що крива, отримана за формулою (1.49) при виборi (1.51), роз-

ташована найбiльш близько до спектра випромiнювання для 218Th. Тому

можна чекати, що ймовiрнiсть гальмiвного випромiнювання для довiльно-

го ядра може бути досить добре апроксимованою за формулою (1.49) для

енергiй випроменених фотонiв до 1 МеВ. Оцiнки параметрiв для iнших ядер

показують, що можливо описати спектри випромiнювання з досить гарною

точнiстю для рiзних ядер, використовуючи тiльки рiзнi a0 i a1, при фiксова-

них n1 . . . n4 i навiть a2, a3, a4.

На першому етапi побудови формули ймовiрностi ми визначимо пара-

метри n1 . . . n4, a2, a3 i a4 для рiзних ядер за формулою (1.51) i постараємося
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данi α-розпаду параметри

No. Ad Ad1/3 Zd Zeff Qα, МеВ a
(min)
0 a

(param)
0 a

(min)
1 a

(param)
1

1 224 6.073177 88 0.42105 5.555 10.2 10.20083 0.0154 0.01531749

2 224 6.073177 88 0.42105 10.0 11.2 11.20020 0.0069 0.00681732

3 102 4.672328 50 0.03774 10.0 6.3 6.30084 0.00475 0.00440210

4 262 6.398827 107 0.36090 10.0 10.9 10.90000 0.008 0.00799993

Табл. 1.2. Параметри a0 i a1 для 228Tm, 106Te i ядра з Ap = 266 i Zp = 109

[a(min)
0 i a(min)

1 — параметри, обчисленi за методом мiнiмiзацiї, a(param)
0 i a(param)

1

— параметри, знайденi за формулою (1.53)]

з’ясувати, вiд чого повиннi залежати a0 i a1. Найпростiша залежнiсть a0 i a1

вiд Q, Ad i Zd — лiнiйна. Тому розглянемо наступнi формули:

a0 (Q,Ad, Zd) = b00 + b01Q+ b02Ad + b03 Zd,

a1 (Q,Ad, Zd) = b10 + b11Q+ b12Ad + b13 Zd,
(1.52)

де введенi новi невiдомi параметри b0i i b1i (i = 0, 1, 2, 3), якi не залежать вiд

Q, Zd i Ad. Найпростiший шлях — знайти b01 i b11. Для таких розрахункiв

нам досить розглянути два ядра з рiвними числами Zd i Ad i рiзними Q-

значеннями. Розглянемо ядро 228Tm. Для нього ми спершу обчислюємо два

спектри гальмiвного випромiнювання за мультипольною моделлю при двох

рiзних Q-значеннях (виберемо Q1 = 5.555 МеВ i Q2 = 10 МеВ), а потiм зна-

йдемо параметри a0 i a1 за методом мiнiмiзацiї. Результати таких розрахункiв

показанi у Табл. 1.2 у перших двох рядках з номерами 1 i 2.

Щоб знайти наступнi два невiдомi параметри bij (i = 1, 2, j = 0, 2, 3),

досить розглянути ядра з рiзними числами Ad, Zd при зафiксованому одна-

ковому Q-значеннi. Щоб досягти найбiльш високої точностi, будемо викори-

стовувати попереднє ядро й два новi з максимально великою рiзницею мiж

їхнiми числами Ad. Для цього скористаємося Таблицею у роботi [119], звiдки

ми вибираємо: 106Te i ядро з Ap = 266, Zp = 109. Далi ми знаходимо спектри

випромiнювання при Qα-значеннi, що дорiвнює 10 МеВ, за допомогою муль-
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типольної моделi, а потiм визначаємо a0 i a1 за допомогою методу мiнiмiзацiї.

Результати показанi у Табл. 1.2 у наступних двох рядках пiд номерами 3 i

4. Використовуючи данi цiєї таблицi, визначаємо невiдомi b0i i b1i, на основi

яких одержуємо невiдому залежнiсть a0 i a1 вiд Q, Ad i Zd:

a0 (Q,Ad, Zd) = 4.60202 + 0.22497 ·Q+ 0.11956 · Ad − 0.25492 · Zd,

a1 (Q,Ad, Zd) = 0.0204108− 0.0019123 ·Q+ 1.086956 · 10−6 · Ad +

+ 6.0068649 · 10−5 · Zd.

(1.53)

Тепер формула ймовiрностi випромiнювання (1.49) перетвориться до вигляду:

ln

{
dPE1+M1

1 (w, θf = 90◦)

dΩph d cos θf

}
=

= ln

{
e2

8π c5
Z2
eff Ei

m2 ki

}
+ a0 − a1w +

10√
w

+
10

w
+

1

w2
.

(1.54)

Для чотирьох дослiджуваних ядер ми одержуємо дуже малу вiдмiннiсть мiж

ймовiрнiстю випромiнювання, обчисленою за мультипольною моделлю, i кри-

вою, що розраховується за формулою (1.54) з параметрами (1.53) у дiапазонi

енергiй випроменених фотонiв до 1 МеВ. Тобто за допомогою однiєї фор-

мули, параметри якої визначаються на основi Ad, Zd i Qα, нам вдалося з

достатньо гарною точнiстю описати спектри гальмiвного випромiнюван-

ня у дiапазонi енергiй випроменених фотонiв до 1 МеВ для чотирьох рiзних

ядер (для яких сильно вiдрiзняються Ad). Виявляється, що опис спектрiв

гальмiвного випромiнювання для всiх ядер у дiапазонi Ad вiд 107 до 262 при

рiзних Zd за допомогою формули (1.54) з параметрами (1.53) є не завжди на-

стiльки точним, однак вiн досить непоганий (див. кривi на Рис. 1.8, отриманi

за формулою ймовiрностi). Однак, точнiсть визначення ймовiрностей у та-

кому пiдходi можна надалi полiпшити суттєво для “проблемних” ядер, якщо

перейти вiд лiнiйної залежностi (1.52) вiд чисел Ad i Zd до гармонiйної.
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Рис.1.8 Ймовiрнiсть гальмiвного випромiнювання при α-розпадi ядер 210Po (а), 214Po (б) i 226Ra

(в) (ϑαγ = 90◦): абсолютнi ймовiрностi випромiнювання, знайденi за мультипольною моделлю

(суцiльнi червонi лiнiї за номером 2), експериментальнi данi (експериментальнi данi [21] для 210Po,

данi [59] для 214Po i данi [58] для 226Ra, позначенi на рисунках номером 1) i кривi, отриманi за

формулою (1.54) при (1.53) [штриховi синi лiнiї за номером 3, позначенi на рисунках як «спектр

за формулою ГВАР» (тобто формулою гальмiвного випромiнювання при альфа-розпадi)].
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1.10. Головнi результати i висновки до Роздiлу 1

У Роздiлi викладено нову модель гальмiвного випромiнювання фотонiв, яке

супроводжує α-розпад сферичних ядер. Ефективнiсть моделi й точнiсть обчи-

слень спектрiв аналiзуються у порiвняннi з iснуючими експериментальними

даними для ядер 210Po, 214Po, 226Ra i 244Cm. Вперше отримано наступне.

1. Найбiльш обгрунтованим є мультипольний формалiзм до опису гальмiв-

ного випромiнювання при α-розпадi. Вiн видає найбiльш багату iнформа-

цiю про кутовий розподiл випромiнювання. При описi експерименталь-

них даних випромiнювання для α-розпаду (це данi [21, 59, 58] для ядер
210Po, 214Po i 226Ra, данi [18] для ядра 244Cm) цей пiдхiд виявив себе як

найбiльш точний як при нормуваннi розрахованих спектрiв на експери-

ментальнi данi, так i без нормування у порiвняннi з iншими пiдходами.

(a) Найкращий результат в описi експериментальних даних (без нор-

мування на них) досягнуто для ядра 214Po (з вiдповiдними експери-

ментальними даними [59]) у дiапазонi енергiй фотонiв вiд 100 кеВ до

750 кеВ [див. Рис. 1.2 (а), Qα = 7.865 МеВ, кут ϑαγ мiж напрямками

руху α-частинки й випромiнювання фотона дорiвнює 90◦].

(b) Абсолютнi ймовiрностi випромiнювання при α-розпадi 210Po i 226Ra

для низьких енергiй фотонiв розташованi нижче експериментальних

даних [21] i [58], але для фотонiв вище 350 кеВ досягнуто гарної згоди

мiж теорiєю й експериментом [див. Рис. 1.2 (б) i (в)].

(c) Отримано задовiльненої згоди мiж розрахунками для ядра 244Cm

за мультипольною моделлю для кута ϑαγ = 25◦ i верхньою межею

помилок експериментальних даних [18]. Такий результат дозволяє

включити це ядро в аналiз, що не було зроблено теоретиками.



68

2. У дипольному пiдходi випромiнювання фотонiв iз внутрiшньої областi

до бар’єра дає помiтний внесок у спектр. Внесок випромiнювання з цi-

єї областi за мультипольним пiдходом є меншим, тому мультипольний

пiдхiд менш чутливий до оцiнок випромiнювання iз цiєї областi. Цю осо-

бливiсть можна пояснити бiльш акуратними розрахунками у зовнiшнiй

асимптотичнiй областi за мультипольним пiдходом, де дипольний пiд-

хiд обмежує цю область та пiдвищує збiжнiсть при чисельному iнтегру-

ваннi спектрiв. Однак, бiльш акуратне використання далекої асимпто-

тичної областi при iнтегруваннi за мультипольним пiдходом забезпечує

кращої вiдповiдностi розрахункових спектрiв з експериментальними да-

ними. Цей аспект дає мультипольному пiдходу силу пророкувань (тобто

оцiнок ймовiрностей випромiнювання у випадках, коли не iснує експери-

ментальних даних), на вiдмiну вiд дипольного.

3. Вперше пiдтверджено гiпотезу про пояснення вiдмiнностi мiж двома на-

борами експериментальних даних [16] i [17] при α-розпадi ядра 210Po на

основi рiзних значень 25◦ i 90◦ кута ϑαγ мiж напрямками руху α-частинки

й випромiнювання фотона, що було висунуто у дискусiях [19, 20] мiж дво-

ма конкуруючими групами у 2000 роцi. Мультипольна модель одночасно

вдало описує цi рiзнi експериментальнi даннi [16] i [17].

4. Вперше знайдено формулу ймовiрностi випромiнювання при α-розпадi

довiльного ядра. У дiапазонi вiд 106Te до ядра iз числами нуклонiв

Ap = 266 i протонiв Zp = 109 для фотона з енергiєю вiд 50 кеВ до 900 кеВ

вона дає задовiльну згоду зi спектрами мультипольної моделi1. Однак,

без нормування на експеримент ця формула значно точнiше описує екс-

перимент, у порiвняннi з дипольним пiдходом (наприклад, див. [101]).

1Час розрахунку спектра за мультипольною моделлю досягає 10 годин, тодi як час розрахунку спектра

по данiй формулi не перевищує декiлькох секунд на тiм-же комп’ютерi.
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РОЗДIЛ 2

ВИПРОМIНЮВАННЯ ПРИ АЛЬФА-РОЗПАДI

ДЕФОРМОВАНИХ ЯДЕР

2.1. Вступ

Дослiдження випромiнювання гальмiвних фотонiв при альфа-розпадi (див.

Роздiл 1) не виявили чiткої форми спектрiв випромiнювання: у одних випад-

ках у спектрах випромiнювання проявляються мало помiтнi осциляцiї [59],

iншi дослiдники знаходять у спектрах мiнiмум [17, 18], в iнших експеримен-

тах [21, 101] не спостерiгається нiякої немонотонної поведiнки (що б могло

указувати на iснування якоїсь структури). Щоб зрозумiти особливостi спе-

ктрiв гальмiвного випромiнювання й описати їх досить точно, необхiдно роз-

робити вiдповiдну модель, яка була б достатньо чутливою до характеристик

α-розпаду з метою точнiше описати процес тунелювання α-частинки через

кулонiвський бар’єр.

При порiвняннi спектрiв гальмiвного випромiнювання при α-розпадi

ядер 214Po i 226Ra, що представленi у [58], можно побачити, що α–ядернi по-

тенцiали цих двох ядерних систем мають дуже близькi форми, але спектри

випромiнювання iстотно вiдрiзняються, що вказує на суттєво рiзний ступiнь

iнтенсивностi випромiнювання при α-розпадi цих ядер. Пояснення такої вiд-

мiнностi у спектрах можна побачити у рiзних Q-значеннях α-розпаду для

цих ядер. Але чи мають цi два ядра iншi характеристики, якi також помiтно

впливають на випромiнювання фотонiв? Q-значення для двох ядер дають

суттєво рiзнi областi тунелювання їх бар’єрiв. Можна припустити, що така

вiдмiннiсть приводить до суттєво рiзних внескiв випромiнювання з областi ту-

нелювання у повний спектр. Це було пiдтверджено експериментально у [58].
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Крiм того, можна припустити, що прискорення α-частинки найбiльш велике

в областi максимального спаду потенцiального бар’єра (i змiни градiєнта по-

тенцiалу), i саме там α-частинка випромiнює фотони найбiльш iнтенсивно —

це i є ситуацiя, коли α-частинка “проходить” через область ядерної поверхнi.

Звiдси, ми приходимо до iншої характеристики — деформацiї ядра. Тепер,

якщо порiвняти характеристики розпаду цих двох ядер, то знайдемо вiдмiн-

нiсть у деформацiї їх ядерної поверхнi: тодi як 214Po є практично сферичним

ядром, 226Ra виявляється дiйсно деформованим (β2 = 0.151)! Тепер з’явля-

ється питання: наскiльки сильно деформацiя ядра впливає на спектр галь-

мiвного випромiнювання фотонiв? Чи буде такий вплив взагалi непомiтним

у спектрах для деформованих ядер або воно виявиться сильним? Вiдзначи-

мо, що таке питання ще нiколи не було поставлено та дослiджено. Звичайно,

у такому напрямку дослiджень було б цiкаво розглянути сильно деформо-

ванi ядра, i з’ясувати, наскiльки сильно буде вiдрiзнятися випромiнювання

фотонiв з областi ядерної поверхнi для них. Але ми обмеженi наявними на

сьогоднiшнiй день експериментальними даними, якi дають у наше розпоря-

дження лише одне ядро — 226Ra.

Таким чином, ми приходимо до нової задачi у теорiї: розробити новий

формалiзм, що дозволяє обчислювати ймовiрностi гальмiвного випромiню-

вання з урахуванням деформацiї ядра. Така модель повинна бути апробо-

вана розрахунками, порiвняльними оцiнками з експериментальними даними

й результатами iнших наявних пiдходiв, повинна бути досягнута збiжнiсть в

одержаннi ймовiрностей випромiнювання (щоб їх можна було вважати досто-

вiрними).



71

2.2. Ймовiрнiсть випромiнювання при α-розпадi

Розглянемо основнi положення моделi. Будемо визначати ймовiрнiсть галь-

мiвного випромiнювання при α-розпадi ядра на основi матричного елемента

переходу складеної системи (α-частинка й дочiрнє ядро) з її стану перед ви-

промiнюванням фотона (назвемо такий стан початковим i-станом) у її стан

пiсля випромiнювання фотона (назвемо такий стан кiнцевим f -станом). Мо-

жна визначити матричний елемент такого переходу системи й на його основi

знайти ймовiрнiсть гальмiвного випромiнювання при α-розпадi [позначимо

її як W (w)]. Вiдповiдно до (1)–(5) у [57] (також див. [56, 58, 59], однак kf

виключене), маємо

W (w) = N0w
∣∣p (w)∣∣2, ki,f =

√
2mEi,f , w = Ei − Ef , (2.1)

де

p (w) =
∑
α=1,2

e(α)∗
∫
ψ∗
f(r) · e−ikr

∂

∂r
· ψi(r) dr. (2.2)

Тут N0 — коефiцiєнт нормування наших розрахункових спектрiв на експе-

риментальнi данi (усi кривi розрахункiв будемо нормувати на одну точку,

обрану при низьких енергiях випроменених фотонiв), m — наведена маса си-

стеми, Ei,f i ki,f — повна енергiя й хвильовий вектор системи у початковому

i-станi або у кiнцевому f -станi (при виборi вiдповiдного iндексу i або f), ψi(r)

i ψf(r) — хвильова функцiя системи в початковому i- та кiнцевому f -станах,

e(α) — вектор поляризацiї випромененого фотона, k — хвильовий вектор фо-

тона, w = k =
∣∣k∣∣ — частота (енергiя) фотона. У цьому роздiлi ми будемо

використовувати систему одиниць, яка дає h̄ = 1 i c = 1, та кулонiвське калi-

брування, при якому вектори поляризацiї e(α) для кожного фотона є перпен-

дикулярними до його хвильового вектору k. Позначення обрано вiдповiдно

до [56, 57, 58, 59]. Подiбнi вирази для ймовiрностi гальмiвного випромiнюва-

ння використовуються у роботах [42, 100, 123] з представленням хвильової
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функцiї випромененого фотона у дипольному наближеннi.

2.2.1. Перехiд до векторiв кругової поляризацiї

Перепишемо вектори поляризацiї eα через вектори кругової поляризацiї ξ−1

i ξ+1 iз протилежними напрямками обертання (див. [116], стор. 42):

ξ−1 =
1√
2

(
e1 − ie2

)
, ξ+1 = − 1√

2

(
e1 + ie2

)
. (2.3)

Пiдставляючи цi вирази у (2.2), одержимо

p (w) =
∑

µ=−1,1

hµ ξ
∗
µ

∫
ψ∗
f(r) · e−ikr

∂

∂r
· ψi(r) dr, (2.4)

де

h−1 =
1√
2
(1− i), h1 = − 1√

2
(1 + i), h−1 + h1 = −i

√
2. (2.5)

2.2.2. Видiлення кута мiж напрямком руху α-частинки й напрям-

ком випромiнювання фотона

Розглянемо вектори k i r. Вектор k являє собою iмпульс фотона, що вказує

напрямок його випромiнювання. Вектор r — це радiус-вектор, що вказує по-

ложення α-частинки вiдносно центру мас дочiрнього ядра, й (оскiльки маса

дочiрнього ядра суттєво бiльше нiж маса α-частинки) також вказує напрямок

її руху (або тунелювання). Тодi кут мiж векторами k i r (позначимо його як

θα−γ) — це кут мiж напрямком nr = r/r руху (або тунелювання) α-частинки

й напрямком nph = k/k випромiнення фотона. Можна записати [57]

exp{−ikr} = exp{−ikr cos θα−γ}, k = |k|, r = |r|. (2.6)

Звiдси одержимо

p (w, θα−γ) =
∑

µ=−1,1

hµξ
∗
µ

+∞∫
0

r2 dr

∫
ψ∗
f(r) e

−ikr cos θα−γ
∂

∂r
ψi(r) dΩ. (2.7)
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2.3. Деформований α-ядерний потенцiал

Для опису взаємодiї мiж α-частинкою та деформованим ядром оберемо по-

тенцiал

V (r, θβ, l, Qα) = vC (r, θβ) + vN (r, θβ, Qα) + vl (r), (2.8)

де кулонiвську vC (r, θβ), ядерну vN (r, θβ, Qα) i вiдцентрову vl (r) компоненти

ми визначимо вiдповiдно до [112] [див. (6)–(10) у тiй роботi] так:

vC (r, θβ) =


2Ze2

r

(
1 +

3R2

5r2
β2Y20(θβ)

)
, для r ≥ rm,

2Ze2

rm

{
3

2
− r2

2r2m
+

3R2

5r2m
β2Y20(θβ)

(
2− r3

rm3

)}
, для r < rm,

(2.9)

vN (r, θβ, Qα) =
V (A,Z,Qα)

1 + exp

{
r − rm(θβ)

d

} , (2.10)

vl (r) =
l (l + 1)

2mr2
. (2.11)

Параметри кулонiвської та ядерної компонент визначимо, вiдповiдно до [112]

[див. (14), (16)–(19) у цiй роботi]:

V (A,Z,Qα) = −
(
30.275− 0.45838Z/A1/3 + 58.270 I − 0.24244Qα

)
,

(2.12)

R = Rp (1 + 3.0909/R2
p) + 0.1243 t,

Rp = 1.24A1/3 (1 + 1.646/A− 0.191 I),

t = I − 0.4A/(A+ 200),

d = 0.49290,

I = (A− 2Z)/A.

(2.13)

Також вiдповiдно до (21)–(22) у [112], маємо

rm(θβ) = r0 +R(θβ), r0 = 1.5268, R(θβ) = R
(
1 + β2 Y20(θβ)

)
. (2.14)
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Тут A i Z — числа нуклонiв i протонiв у дочiрньому ядрi; Qα — Q-значення

α-розпаду, R — радiус дочiрнього ядра, V (A,Z,Qα, θ) — сила ядерної компо-

ненти; rm — ефективний радiус ядерної компоненти, d — параметр дифузно-

стi; Y20(θβ) — сферична гармонiйна функцiя другого порядку, θβ — кут мiж

напрямком вильоту α-частинки й вiссю аксiальної симетрiї дочiрнього ядра;

β2 — параметр квадрупольної деформацiї дочiрнього ядра.

2.3.1. Розкладання ядерної компоненти за ступенями β2

Будемо вважати, що параметр деформацiї β2 є достатньо малим. Нам знадо-

биться розкладання ядерної компоненти за ступенями β2:

vN (r, θβ, Qα) = V (A,Z,Qα) ·

{(
1 + exp

{
r − rm(θβ)

d

})−1∣∣∣∣
β2=0

+

+
∂

∂β2

(
1 + exp

{
r − rm(θβ)

d

})−1∣∣∣∣
β2=0

β2 +

+
1

2

∂2

∂β2
2

(
1 + exp

{
r − rm(θβ)

d

})−1∣∣∣∣
β2=0

β2
2 +O (β3

2)

}
.

(2.15)

Враховуючи:(
1 + exp

{
r − rm(θβ)

d

})−1∣∣∣∣
β2=0

=

(
1 + exp

{
r − r0 −R

d

})−1

,

∂

∂β2

(
1 + exp

{
r − rm(θβ)

d

})−1∣∣∣∣
β2=0

=

=

(
1 + exp

{
r − rm(θβ)

d

})−2

exp

{
r − rm(θβ)

d

}
1

d
· ∂rm(θβ)

∂β2

∣∣∣∣
β2=0

=

=
1

d
·
(
1 + exp

{
r − r0 −R

d

})−2

exp

{
r − r0 −R

d

}
·R Y20(θβ),

(2.16)

перепишемо знайдене розкладання (2.15) так:

vN (r, θβ, Qα) = V (A,Z,Qα) ·
{
vN0 (r) + vN1 (r) · β2 Y20(θβ) + O (β2

2)
}
,

(2.17)
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де

vN0 (r) =

(
1 + exp

{
r − r0 −R

d

})−1

,

vN1 (r) =
R

d
·
(
1 + exp

{
r − r0 −R

d

})−2

exp

{
r − r0 −R

d

}
=

=
R

d
v2N0(r) exp

{
r − r0 −R

d

}
.

(2.18)

2.3.2. Наближення сферично-симетричного α-розпаду

Для бiльшостi важких ядер параметр деформацiї β2 достатньо малий.

Тому у першому наближеннi можна застосувати наближення сферично-

симетричного розпаду при визначеннi α-ядерного потенцiалу (2.8)–(2.13).

Нам вiдомi хвильовi функцiї у початковому та кiнцевому станах. У сферично-

симетричному наближеннi цi хвильовi функцiї можна розкласти на радiальну

й кутову компоненти:

φi(r, θ, ϕ) = Ri(r) Ylimi
(θ, ϕ) =

χi(r)

r
Ylimi

(θ, ϕ),

φf(r, θ, ϕ) = Rf(r) Ylfmf
(θ, ϕ) =

χf(r)

r
Ylfmf

(θ, ϕ).

(2.19)

Ми обчислюємо радiальну компоненту χi,f(r) чисельно на основi заданого

α-ядерного потенцiалу. Тут ми використовуємо наступнi граничнi умови: i-

стан системи перед випромiнюванням фотона являє собою чистий розпад, i

тому для його опису ми використовуємо хвильову функцiю для α-розпаду;

пiсля випромiнювання фотона стан системи змiнюється й логiчнiше викори-

стовувати хвильову функцiю розсiювання α-частинки на дочiрньому ядрi для

опису f -стану. Отже, ми накладаємо наступнi граничнi умови на радiальнi

компоненти χi,f(r):

початковий i-стан: χi(r → +∞) → G(r) + if(r),

кiнцевий f -стан: χf(r = 0) = 0,
(2.20)

де F i G — кулонiвськi функцiї.
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2.3.3. Врахування деформацiї ядра

Вважаючи, що деформацiї ядер можна коректно описувати на основi теорiї

збурень, ми застосуємо цю теорiю до рiшення нашої задачi. У такому пiдходi,

хвильову функцiю, що вже враховує деформацiю ядра, можна представити

як добуток сферично-симетричної незбуреної хвильової функцiї ψsph, l0m0
iз

числами l0 i m0 та радiальної i кутової корекцiй ∆r ψsph(r) i ∆θ ψsph(r) до

незбуреної хвильової функцiї [див. (В.33) на стор. 432, Додаток В.1]:

ψ(r) = ψsph, l0m0
(r) + ∆r ψsph(r) + ∆θ ψsph(r). (2.21)

Тобто, повна хвильова функцiю деформованої α-розпадаючої системи роздi-

ляється на хвильову функцiю системи сферично-симетричного α-розпаду, а

також радiальну й кутову корекцiї до цiєї хвильової функцiї, що враховують

радiальну й кутову деформацiї ядерної системи при α-розпадi. На такiй пiд-

ставi, ми приходимо до такого ж представлення повного матричного елемента

випромiнювання [див. (В.47) на стор. 436, Додаток В.2]:

p (w) = psph (w) + ∆rp (w) + ∆θp (w), (2.22)

де psph (w) — матричний елемент сферично-симетричного α-розпаду (що ви-

вчався у попередньому Роздiлi), ∆rp (w) i ∆θp (w) — корекцiї, що описують

вплив деформацiї ядра на випромiнювання та розраховуються у Додатку В.2.

Повну ймовiрнiсть гальмiвного випромiнювання з точнiстю до l = 1 можна

представити так [див. (В.70) на стор. 443, Додаток В.2]:

Wl=1(w, β) = Wl=0(w)

∣∣∣∣1−N(w, β2) cos θα−γ

∣∣∣∣2,
N(w, β2) = 3i

J1(w; 1) + β2 J2(w; 1)

J1(w; 0) + β2 J2(w; 0)
,

(2.23)

де Wl=0(w) — сферично-симетричного розпаду, N(w, β2) — корекцiя, що вра-

ховує деформацiю ядра у перших наближеннях.
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2.4. Спектри випромiнювання для деформованого ядра
226Ra

Перше запитання, що повстає перед розробкою нового формалiзму, що вклю-

чає деформацiю α-розпадаючого ядра у модель гальмiвного випромiнювання,

— це наскiльки суттєво деформацiя ядра впливає на спектр випромiнювання

(наскiльки сильною вона може виявитися у спектрах, чи буде вона взагалi по-

мiтною). Iнше, не менш важливе запитання стосується практичної реалiзацiї

пiдходу на комп’ютерi: чи можливо взагалi одержати стабiльнi вiдхилення

спектрiв гальмiвного випромiнювання, викликанi варiацiєю параметра ква-

друпольної деформацiї β2, що дозволило б зробити однозначнi висновки про

вплив деформацiї на спектр випромiнювання.

Для виконання розрахункiв ми виберемо ядро 226Ra, яке має нену-

льове значення параметра квадрупольної деформацiї β2 i його можна вва-

жати деформованим. Щоб зробити перший крок у рiшеннi цiєї задачi, ми

будемо шукати лише першу iстотну корекцiю до хвильової функцiї — радi-

альну, яка мiстить iнформацiю про деформацiю ядра. Ми обчислюємо ймо-

вiрнiсть гальмiвного випромiнювання за формулою (2.23) та визначаємо два

радiальнi iнтеграли J1(w;n) i J2(w;n) за формулами (В.64) (див. стор. 442).

α-Ядерний потенцiал визначається за формулами (2.8)–(2.11) з параметра-

ми (2.12)–(2.14), узятими з роботи [58]. Q-значення α-розпаду для 226Ra до-

рiвнює 4.904 МеВ (узяте з роботи [119], див. стор. 63, i також див. [58]).

Параметр β2 дорiвнює 0.151 (узятий з [125]). Для ясностi аналiзу впливу де-

формацiї ядра на форму спектра гальмiвного випромiнювання ми виберемо

значення кута θα−γ мiж напрямком руху α-частинки (i її тунелювання пiд

бар’єром) i напрямком випромiнювання фотона рiвним 90◦ ± 20◦, оскiльки

такий кут вiдповiдає геометричнiй конфiгурацiї розташування детекторiв в

експериментi для даного ядра (з урахуванням кутової роздiльної здатностi
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детекторiв).

На Рис. 2.1 показанi ймовiрностi випромiнювання при α-розпадi 226Ra

при рiзних значеннях кута θβ мiж напрямком руху α-частинки (i її тунелю-

ванням пiд бар’єром) i напрямком осi аксiальної симетрiї ядра та експери-

ментальнi данi [58]. З малюнку видно, що спектр при θβ = 180◦ (див. синю

штрихову лiнiю 4), що спiвпадає зi спектром при θβ = 0◦, розташований трохи

вище, нiж спектр при θβ = 90◦ (див. червону штрих-пунктирну лiнiю 3). На

малюнку видна вiдмiннiсть мiж цими спектрами у всьому дiапазонi енергiй

фотонiв, вiдмiннiсть зростає з ростом енергiї фотона Eγ i є стабiльною у всьо-

му дiапазонi енергiй випромiнювання. На такiй пiдставi можна запропонувати

iдею, як оцiнити деформацiю ядра зi спектрiв гальмiвного випромiнювання

(ще нiколи ранiше таких оцiнок та мiркувань не було проведено):

Слiд порiвнювати розрахунковi спектри з експериментальними даними при

максимально високих енергiях випромененого фотона, де експериментальнi

помилки виявляться меншими у порiвняннi з вiдмiннiстю мiж спектрами,

отриманими при рiзних значеннях кута деформацiї.

Оскiльки в експериментах [59, 58] не представляється можливим вiд-

фiксувати детектором α-частинок їх вилiт вiдносно напрямку осi аксiальної

симетрiї ядра, то має сенс знайти ймовiрнiсть випромiнювання, проiнтегрова-

ну за значеннями кута деформацiї θβ вiд 0 до π. Таку проiнтегровану ймовiр-

нiсть показано на малюнку фiолетовою штрих-пунктирною лiнiєю 5. Звiдси

видно, що ця крива виявляється розташованою ближче до експерименталь-

них даних [58] при енергiях фотона вище Eγ > 350 кеВ, i тому полiпшує їх

опис у порiвняннi з результатами, отриманими при сферично-симетричному

розглядi α-розпаду цього ядра (див. зелену штрих-двiчi пунктирну лiнiю 2

на малюнку).
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Рис.2.1 Ймовiрнiсть гальмiвного випромiнювання при α-розпадi ядра 226Ra [60]: данi 1 — екс-

периментальнi данi з роботи (Giardina 2008: [58]), зелена штрих-двiчi пунктирна лiнiя 2 — ймо-

вiрнiсть, отримана у роботi (Giardina 2008: [58]) у сферично симетричному наближеннi α-розпаду

(ледь помiтне зниження цiєї лiнiї у порiвняннi iз кривими 3–5 пов’язане з виключенням kf у визна-

ченнi (2.1) для ймовiрностi випромiнювання), суцiльна лiнiя 3 — ймовiрнiсть, отримана при кутi

деформацiї θβ = 90◦, штрихова лiнiя 4 — ймовiрнiсть, обчислена при кутi деформацiї θβ = 180◦,

штрих-пунктирна лiнiя 5 — ймовiрнiсть, проiнтегрована по всiх можливих значеннях кута θβ .
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2.5. Головнi результати i висновки до Роздiлу 2

У Роздiлi викладено нову модель гальмiвного випромiнювання фотонiв, що

супроводжує α-розпад деформованих ядер. Цей пiдхiд, уперше представле-

ний у роботi [60], є подальшим розвитком моделi гальмiвного випромiнювання

при сферично симетричному α-розпадi, що ранiше було розроблено у роботах

[56, 57, 58, 59]. Вперше отримано наступне.

1. Основи побудови нової моделi:

(a) α–Ядерний потенцiал визначено для деформованих ядер з урахуван-

ням параметра квадрупольної деформацiї β2 (параметри потенцiалу

взятi з роботи [112]). На його основi знайдено корекцiї до хвильової

функцiї α–ядерної системи, що характеризують деформацiю ядра.

(b) На основi цих корекцiй визначено повний матричний елемент ви-

промiнювання, який роздiляється на незбурений матричний елемент

(що характеризує випромiнювання для сферично-симетричного α-

розпаду), та його радiальну й кутову корекцiї.

(c) В описi хвильової функцiї фотонiв використано розкладання за сфе-

ричними хвилями.

2. Теоретичний аналiз показує:

(a) Залежнiсть ймовiрностi гальмiвного випромiнювання вiд параметра

квадрупольної деформацiї β2 має гармонiчний вигляд [див. (2.23)].

(b) Залежнiсть ймовiрностi гальмiвного випромiнювання вiд кута θα−γ

мiж напрямком руху α-частинки (i її тунелювання в областi бар’є-

ра) i напрямком випромiнювання фотона має гармонiчний вигляд. У

наближеннi β2 → 0 ця залежнiсть прямує до результатiв, отриманих

для сферично-симетричного α-розпаду у попередньому роздiлi (див.

також (5)–(8) у [58]).
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(c) Використовуючи розклад хвильової функцiї фотона за сферичними

хвилями, випромiнювання фотонiв у першому наближеннi n = 0 є

сферично симетричним як для сферично симетричного α-розпаду,

так i для деформованого. Включення наступної корекцiї при n = 1

вносить кутову анiзотропiю у спектр випромiнювання [див. (2.23)].

3. Аналiз порiвняння спектрiв випромiнювання, обчислених для деформо-

ваного ядра 226Ra, з експериментальними даними [58] показує:

(a) Формалiзм деформацiї ядра, включений у модель, дозволяє обчи-

слювати стабiльнi спектри випромiнювання для рiзних значень ку-

та θβ мiж напрямком руху α-частинки й вiссю аксiальної симетрiї

дочiрнього ядра. Для 226Ra ми одержуємо стабiльну картину вiдмiн-

ностi мiж ймовiрностями для θβ = 90◦ i θβ = 180◦, якi попадають в

iнтервали помилок експериментальних даних.

(b) Ймовiрнiсть, проiнтегрована по всiх можливих значеннях кута де-

формацiї θβ, розташована трохи вище у порiвняннi з ймовiрнiстю,

отриманою у наближеннi сферично симетричного α-розпаду (тобто

при β2 → 0). Це трохи покращує згоду мiж теорiєю й експериментом

для 226Ra, де ядро ранiше розглядалося сферично симетричним.

Вивчення кутового гальмiвного випромiнювання при α-розпадi дає бiльш ба-

гату iнформацiю про процес (нiж аналiз перiодiв напiврозпаду, енергiй ви-

льоту α-частинок). Тому подальшi експериментальнi вимiри спектрiв галь-

мiвного випромiнювання в розпадах сильно деформованих ядер мають гарну

перспективу. Така iнформацiя найцiннiша для ядер з максимально високи-

ми Qα-значеннями розпаду (оскiльки це максимально пiдвищує чутливiсть

результатiв до кута деформацiї й стабiльнiсть розрахункiв).
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РОЗДIЛ 3

ВИПРОМIНЮВАННЯ ПРИ СПОНТАННОМУ ПОДIЛI ЯДЕР

3.1. Вступ

Тодi як моделi розпадiв ядер для визначення перiодiв напiврозпадiв широко

застосовують квазiкласичне наближення в оцiнках проникностей бар’єрiв (на-

приклад, див. [112, 119, 117, 126]), то методи гальмiвного випромiнювання, що

супроводжує такi розпади, не вимагають використання квазiкласичних пiдхо-

дiв. Ця перевага методiв гальмiвного випромiнювання дає незалежний шлях

до здобуття нової iнформацiї про розпад. Однак, тут виникає запитання: яку

саме нову iнформацiю про розпад дає аналiз гальмiвного випромiнювання?

Якщо ми порiвняємо спектри гальмiвного випромiнювання при α-

розпадi ядер 214Po i 226Ra, то побачимо iстотну вiдмiннiсть мiж ними [58]. Цей

факт вказує на суттєво рiзну iнтенсивнiсть фотонiв при α-розпадi цих двох

ядер. Однак, форми α-ядерних потенцiалiв для цих ядер дуже близькi, що

виглядає дивним, оскiльки випромiнювання фотонiв при α-розпадi цих ядер

сильно вiдрiзняється. Пояснення дається рiзними Q-значеннями α-розпаду

цих ядер (Q-значення α-розпаду пов’язується з нахилом спектра випромiню-

вання). Рiзнi Q-значення цих ядер формують рiзнi областi тунелювання. Це

дає рiзнi внески випромiнювання з областей тунелювання у повнi спектри.

Можна поглибити пояснення, якщо припустити, що α-частинка випромiнює

фотони найбiльш сильно при проходженнi (пакета) ядерної поверхнi. От-

же, ми приходимо до iншої важливої характеристики — деформацiї ядра.

Порiвнюючи цi два ядра, ми знаходимо вiдмiннiсть у деформацiї: тодi як
214Po сферичне, то 226Ra помiтно деформоване. I дiйсно, як було показано
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у попередньому роздiлi, ймовiрнiсть випромiнювання фотонiв при α-розпадi

змiнюється залежно вiд напрямку вильоту α-частинки вiдносно осi орiєнта-

цiї деформованого ядра. Чим бiльше деформацiя, тим сильнiше змiнюється

випромiнювання фотонiв. Таким чином, ми встановлюємо взаємозв’язок мiж

ядерною деформацiєю й спектром гальмiвного випромiнювання.

Однак, у дослiдженнях у Роздiлi 2 не була врахована змiна поверхнi

ядерної системи у процесi поступового вильоту α-частинки з ядра. Як було

показано у цiй роботi, деформацiя ядра дiйсно проявляється у розрахунках

спектрiв випромiнювання. Але тодi можна дiйти до висновку, що спектри

випромiнювання повиннi бути чутливими до змiни ядерної поверхнi у про-

цесi розпаду. Отже, ми приходимо до прямого зв’язку мiж формою спектрiв

гальмiвного випромiнювання й динамiкою розпаду. Але можна було б вивчи-

ти таке питання найбiльш ясно в iншiй задачi: гальмiвне випромiнювання

фотонiв, що супроводжує спонтанний подiл ядер. У такому процесi роль де-

формацiї ядерної поверхнi проявляється значно сильнiше й тому слiд думати,

що випромiнювання фотонiв повинне залежати вiд неї значно сильнiше (нiж

при α-розпадi).

3.2. Гальмiвне випромiнювання при α-розпадi: вплив де-

формацiї ядра на спектр випромiнювання

Щоб краще зрозумiти взаємозв’язок мiж α-розпадом ядра й випромiнюван-

ням фотонiв при такому розпадi, слiд розiбратися у питаннi: саме якi пара-

метри α-розпаду впливають на спектр випромiнювання сильно?

Розглянемо Рис. 3.1, на якому представлено результати експери-

ментальних i теоретичних дослiджень гальмiвного випромiнювання при α-

розпадi ядер 210Po i 214Po [59]. Подивившись на цей малюнок, ми могли б бути

здивованi: чому цi два настiльки близькi iзотопи полонiю (що мають близьку
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Рис.3.1 Розрахунковi ймовiрностi гальмiвного випромiнювання, що супроводжує α-розпад ядер
214Po i 210Po, у порiвняннi з експериментальними даними: суцiльна синя лiнiя — спектр, розра-

хований для 214Po в [59], штрихова зелена лiнiя — спектр, розрахований для 210Po у дипольному

пiдходi (Papenbrock 1998: [42]), штрих-пунктирна червона лiнiя — спектр, отриманий для 210Po у

(Maydanyuk 2006: [57]) (також у [59]), темнi кружки — експериментальнi данi (Giardina 2008: [59])

для 214Po, свiтлi окружностi — експериментальнi данi (Boie 2007: [21]) для 210Po.

форму α-ядерного потенцiалу) мають настiльки рiзнi спектри випроменених

фотонiв? Вiдповiдь виходить з аналiзу параметрiв α-розпаду: цi ядра мають

суттєво рiзнi Q-значення (Qα = 5.34 МеВ для 210Po i Qα = 7.695 МеВ для
214Po [58]). Однак, така настiльки мала вiдмiннiсть мiж Q-значеннями дає

достатньо сильну вiдмiннiсть мiж перiодами напiврозпаду: T1/2 = 1.2 ·107 сек

для 210Po i T1/2 = 1.6 ·10−4 сек для 214Po! Отже, ми встановлюємо взаємозв’я-

зок мiж перiодами напiврозпаду α-розпаду й нахилами спектрiв гальмiвного

випромiнювання, що супроводжує цей α-розпад. Тобто Q-значення вiдiграє

вирiшальну роль у процесi α-розпаду ядра й випромiнюваннi фотонiв, i ми

одержуємо першу вiдповiдь на поставлене вище запитання: Q-значення має

прямий вплив на спектр випромiнювання (див. також роботу [122]).

Знайдемо iншi параметри суттєвого впливу на випромiнювання. При-

пустимо, що випромiнювання фотонiв при тунелюваннi α-частинки прин-

ципово вiдрiзняється вiд випромiнювання пiд час її надбар’єрного руху. На
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основi такого припущення, побудуємо таку логiку. Q-значення для цих ядер

вiдрiзняються, тому визначають рiзнi областi тунелювання. Ця вiдмiннiсть

дає рiзнi внески випромiнювання з областей тунелювання у спектри. Чим

бiльше область тунелювання (чим менше Q-значення), тим iнтенсивнiсть ви-

промiнювання менше, тобто спектр сильнiше спадає вниз (що пiдтверджено

експериментально [58]). Отже, форма потенцiалу в областi тунелювання помi-

тно впливає на спектр випромiнювання. Але ця область включає також ядер-

ну поверхонь, де проявляються деформацiї. Зокрема, градiєнт потенцiалу

взаємодiї мiж α-частинкою й ядром у такiй областi змiнюється сильнiше

суттєво, нiж у областi тунелювання, i тому вiн створює бiльш сильний

вплив на iнтенсивнiсть випромiнювання. Звiдси випливає iдея, що фото-

ни випромiнюються найбiльш iнтенсивно, коли α-частинка “перетинає” зовнi-

шню межу бар’єру (тобто область бiля зовнiшньої точки повороту), значить

випромiнювання фотонiв повинно бути чутливим до форми деформацiї ядра.

Так, ми отримуємо наступну вiдповiдь: деформацiя α-розпадаючого ядра —

це iнший параметр, який впливає на спектр випромiнювання.

На Рис. 3.2 представленi спектри при α-розпадi 214Po i 226Ra i внески

випромiнювання з рiзних просторових областей для цих ядер [58]. α-Ядернi

потенцiали цих ядер близькi, але рiзнi Q-значення дають суттєво рiзнi обла-

стi тунелювання: це пояснює бiльш iнтенсивне випромiнювання для 214Po,

що видно на малюнку. Чим бiльше енергiя фотонiв, тим рiвень енергiї α-

розпадаючої системи нижче пiсля випромiнювання. Отже, при бiльш високих

енергiях фотонiв деформацiя ядра вiдiграє бiльш вагому роль у матричному

елементi випромiнювання, i ми приходимо до наступного висновку: дефор-

мацiя ядра сильнiше проявляється у спектрах випромiнювання при бiльш

високих енергiях фотонiв. Повернемося до результатiв для ядра 226Ra у сфе-

рично симетричному наближеннi [див. Рис. 3.2 (б)]. Можна бачити, що гарної

згоди мiж теорiєю й експериментом отримано при малих енергiях фотонiв,
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Рис.3.2 Внески фотонiв при α-розпадi ядер 214Po i 226Ra, що випромiнюються з областi туне-

лювання (зелена штрихова лiнiя) i зовнiшньої областi (червона штрих-пунктирна лiнiя), а також

iнтерференцiя мiж цими внесками (пурпурна пунктирна лiнiя). Для обох ядер проявляється по-

дiбна поведiнка внескiв з областей тунелювання, зовнiшнiх областей i iнтерференцiї вiдносно

повного спектра. Сумарне випромiнювання для 214Po є бiльш iнтенсивним.

але починаючи вiд 400 кеВ з’являється слабка невiдповiднiсть. Однак, на

основi припущення вище можна очiкувати, що включення деформацiї ядра у

розрахунки полiпшить опис експериментальних даних при високих енергiях.

Розрахунковi ймовiрностi випромiнювання при α-розпадi 226Ra (з ура-

хуванням параметра квадрупольної деформацiї β2 = 0.151) при рiзних зна-

ченнях кута мiж напрямками руху α-частинки й вiссю аксiальної симетрiї

дочiрнього ядра й експериментальнi данi [58] показанi на Рис. 3.3. Можна

бачити, що спектр при кутi 180◦ (див. синю штрихову лiнiю на малюнку, яка

збiгається з ймовiрнiстю випромiнювання при кутi 0◦) розташований трохи

вище у порiвняннi зi спектром при кутi 90◦ (див. червону суцiльну лiнiю на

цьому малюнку) [60]. Якщо деформацiя є бiльш сильною, то випромiнювання

фотонiв змiнюється бiльш сильно також. Це встановлює взаємозв’язок мiж

деформацiєю ядра й спектром гальмiвного випромiнювання. Враховуючи де-

формацiю ядра 226Ra, ми полiпшили згоду з експериментальними даними у

порiвняннi з попереднiми результатами, отриманими у сферично симетрично-

му розглядi розпаду цього ядра [58].
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Рис.3.3 Ймовiрностi випромiнювання фотонiв при α-розпадi деформованого ядра 226Ra [60]:

експериментальнi данi 1 узятi з роботи (Giardina 2008: [58]), зелена штрих-двiчi пунктирна лiнiя

2 — ймовiрнiсть, отримана у [58] при сферично симетричному розглядi α-розпаду (β2 → 0),

червона суцiльна лiнiя 3 — ймовiрнiсть, розрахована у пiдходi [60] при кутi деформацiї θα = 90◦,

синя штрихова лiнiя 4 — ймовiрнiсть, розрахована у пiдходi [60] при кутi деформацiї θα = 180◦,

пурпурна штрих-пунктирна лiнiя 5 — ймовiрнiсть, проiнтегрована по дiапазону значень θα [60].

Однак, модель у роботi [60] не враховує можливостi змiни поверхнi

α-ядерної системи при вильотi α-частинки назовнi. Деформацiя ядра тут є

статичною, тобто не змiнюється для рiзних вiдстаней мiж центрами мас до-

чiрнього ядра й α-частинки, тодi як саме ядро змiнюється пiд час α-розпаду.

Отже, поставимо наступне запитання: який iнший тип розпаду можна обра-

ти, де найсильнiше проявиться деформацiя ядерної системи. Процес, де такi

властивостi включенi у всiй потужностi, — це подiл ядра. Отже, ми приходи-

мо до задачi гальмiвного випромiнювання фотонiв при спонтанному подiлi.

Питання динамiчної деформацiї ядерної системи у подiлi включено природно.
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3.3. Модель гальмiвного випромiнювання, яке супрово-

джує спонтанний подiл

3.3.1. Форма поверхнi ядерної системи у процесi подiлу

У теорiї подiл ядра описується через безперервну послiдовнiсть поверхонь

ядра, починаючи вiд його основного стану до подiлу, включаючи послiдов-

нiсть конфiгурацiй i закiнчуючи кiнцевою стадiєю, при якiй сформовано два

окремi фрагменти, що знаходяться на далекiй вiддаленнi друг вiд друга. В

опис поверхонь ядерної системи слiд включити сферу, сфероїд, октупольнi де-

формацiї, позитивнi й негативнi гексадекапольнi деформацiї. Оскiльки багато

питань у теорiї подiлу, пов’язаних з вiдхиленням деформацiї вiд аксiальної

симетрiї, не стосуються безпосередньо до визначення спектрiв випромiнюван-

ня фотонiв, то ми почнемо з побудови формалiзму випромiнювання з описом

поверхонь ядерної системи, що є аксiально симетричною.

Визначимо форму поверхнi ядерної системи у термiнах трьох квадра-

тичних поверхонь, що гладко пов’язанi мiж собою: два сфероїда, що поєднанi

через гиперболоїдальну шийку (див. Рис. 3 у [127]). Скористаємося рiвнянням

поверхнi рiдинної краплi у цилiндричнiй системi координат [127]:

ρ2 =


a21 − (a21/c

2
1) (z − l1)

2 при l1 − c1 ≤ z ≤ z1,

a22 − (a22/c
2
2) (z − l2)

2 при z2 ≤ z ≤ l2 + c2,

a23 + (a23/c
2
3) (z − l3)

2 при z1 ≤ z ≤ z2.

(3.1)

Тут величина li указує на положення центру i-ї квадратичної поверхнi, ci —

її вiсь симетрiї, ai — її пiввiсь у перпендикулярному напрямку (i = 1, 2, 3)

(див. Рис. 3 у [127]). Таким чином, ми одержуємо дев’ять параметрiв, якi

використовуються для повного визначення такої поверхнi ядерної системи.

Однак, дотримуючись формалiзму, запропонованому Болстерлi (Bolsterli) та

iн. у роботi [127], один параметр можна виключити, використовуючи вимогу

збереження об’єму усiєї системи постiйним, а iншi два — наклавши вимогу,
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Рис.3.4 Форми поверхонь ядерної системи з вильотом легкого фрагмента 9Be, утворенi при

рiзних вiдстанях R мiж центрами цього фрагмента та остаточного ядра при подiлi ядра 252Cf [осi

z i ρ визначенi, вiдповiдно до (3.1)].

що середня поверхня повинна бути гладко пов’язаною iз зовнiшнiми поверх-

нями (у точках z1 i z2). Це накладає три додатковi зв’язки на дев’ять вiльних

ступенiв свободи, що зводить число незалежних параметрiв до шести.

Виключення положення центру мас з системи рiвнянь зменшує число

незалежних параметрiв до п’яти. Для демонстрацiї застосування такої про-

цедури до визначення поверхонь, на Рис. 3.4 показано поверхнi для рiзних

вiдстаней R мiж центрами легкого фрагмента 9Be та остаточного ядра, сфор-

мованих при подiлi 252Cf. Ми будемо визначати радiуси материнського ядра

й фрагментiв подiлу, вiдповiдно до роботи [128].

3.3.2. Потенцiал взаємодiї мiж фрагментами подiлу

Пiсля визначення рiвняння ядерної поверхнi тепер знайдемо потенцiал вза-

ємодiї мiж фрагментами, центри мас яких знаходяться на заданiй вiдстанi.

За кiлька десятилiть було прикладено значних зусиль у побудовi формалiзму

для визначення потенцiальної енергiї у задачi подiлу, як функцiї вiд числа

нейтронiв, протонiв i форми поверхнi. Така процедура описує еволюцiю по-

верхнi ядерної системи безперервним образом, починаючи вiд форми мате-
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ринського ядра, проходячи через стадiї поступового зростання деформацiї й

завершуючи кiнцевою стадiєю з формуванням двох фрагментiв i подальшим

їхнiм розльотом. Потенцiал взаємодiї мiж фрагментами можна записати так

Vtotal(r) = VC(r) + VN(r) + Vso(r). (3.2)

Кулонiвська компонента VC(r) описує взаємодiю мiж фрагментами на основi

електромагнiтних сил. Цю компоненту ми визначимо як енергiю, що формує-

ться електромагнiтно зарядженим середовищем, яке повнiстю заповнює об’єм

ядерної системи, обмежений заданою поверхнею. Однак, ми будемо вважа-

ти, що енергiя середовища усерединi об’єму фрагмента визначається виня-

тково взаємодiями розподiлу електромагнiтного заряду (нуклонiв) у цьому

фрагментi. Така енергiя не пов’язана iз взаємодiєю фрагмента iз залишком

середовища й, тому, вона не повинна давати власного внеску у кулонiвську

компоненту VC(r). Тому визначимо кулонiвську компоненту як

VC(r) = EC,nucleus(r)− EC, fragment, (3.3)

де

EC, nucleus(r) = λC

∫
V, r ̸=r′

dr′3

|r′ − r|
, EC, fragment = λC

∫
Vf , r ̸=0

dr3

|r|
, λC =

Zd Zf e
2

Vp

(3.4)

i два iнтеграли беруться по повному об’єму V системи подiлу (вiдносно за-

даної вiдстанi r мiж центрами фрагментiв) i об’єму фрагмента Vf , вiдповiдно

(Zd i Zf — електричнi заряди важкого i легкого фрагментiв). На Рис. 3.5 (а)

показанi кулонiвська компонента (3.3), отримана по фолдинг-процедурi (3.4),

i кулонiвська компонента, визначена у пiдходi [112], з накладенням сферично

симетричного наближення, обчисленi для α-розпаду ядра 210Po. Можна ба-

чити, що два кулонiвськi потенцiали дуже близькi один до одного.

Спiново-незалежну ядерну компоненту VN(r) ми визначимо як рiзни-

цю мiж енергiєю повної ядерної системи EN, nucleus(r) (при заданiй вiдстанi
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Рис.3.5 Потенцiал, розрахований у фолдинг-пiдходi, та сферично симетричний потенцiал з па-

раметрами, взятими з роботи (Denisov 2005: [112]), для α-розпаду сферично-симетричного ядра
210Po: (а) — кулоновськi компоненти, (б) — ядернi компоненти.

r мiж центрами остаточного ядра й легкого фрагмента) i ядерною енергiєю

фрагмента EN, fragment так:

VN(r) = EN, nucleus(r)− EN, fragment, (3.5)

де EN,nucleus i EN,fragment можна представити у такому виглядi:

EN, nucleus(r) = −λN
∫
V

dr3

1+ exp(|r− r′|/a)
, EN, fragment = −λN

∫
Vf

dr3

1 + exp(|r|/a)
.

(3.6)

Перший iнтеграл береться по об’єму V ядерної системи, другий — по об’єму

важкого фрагмента Vf . λN =Mp/Vp, де Vp i Mp — об’єм i маса материнського

ядра. Як виявилося, такий вибiр параметра λN дає гарний збiг мiж ядерною

компонентою по (3.5) при (3.6) i ядерною компонентою при параметризацiї

з роботи [112] для α-розпаду. На Рис. 3.5 (б) видно, що ядернi компоненти

для α-розпаду 210Po [57, 59] близькi у нижнiй частинi ями потенцiалiв. Спiн-

орбiтальною компонентою Vso(r) будемо нехтувати у розрахунках.

Для заданого потенцiалу взаємодiї у залежностi вiд вiдстанi мiж цен-

трами фрагментiв визначаємо хвильовi функцiї. Нам потрiбно знати Q-
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значення для кожного фрагмента при подiлi, яке визначаємо як

Q =Mp −Md −Mf , (3.7)

де Mp, Md i Mf — маси материнського ядра, важкого та легкого фрагментiв,

якi ми беремо з роботи [129, 130].

3.3.3. Модель гальмiвного випромiнювання, яке супроводжує роз-

вал ядерної системи на два фрагменти

Ми визначимо ймовiрнiсть випромiнювання гальмiвних фотонiв, що формую-

ться при розльотi двох фрагментiв пiд час подiлу ядра на основi матричного

елемента переходу складеної системи з її стану до випромiнювання фото-

на (ми будемо називати такий стан початковим i-станом) у її стан пiсля

випромiнювання фотона (будемо називати такий стан кiнцевим f -станом).

Вiдповiдно до (1) i (4) у [57] (див. також роботи [59, 58, 56]), можна записати:

dP (w, ϑfγ)

deγ
= N0w

∣∣p (w, ϑfγ)∣∣2, ki,f =
√
2mEi,f , w = Ei − Ef ,

(3.8)

p (w, ϑfγ) =
∑

µ=−1,1

hµ ξ
∗
µ

+∞∫
0

r2 dr

∫
ψ∗
f(r) e

−ikr cosϑfγ
∂

∂r
ψi(r) dΩ. (3.9)

Тут вектор k — iмпульс фотона, що вказує напрямок його випромiнювання,

вектор r — радiус-вектор, що вказує положення центру мас легкого фра-

гмента вiдносно центру мас важкого фрагмента, θα−γ — кут мiж напрямком

nr = r/r руху (або тунелювання) легкого фрагмента i напрямком nph = k/k

випромiнювання фотона, k = |k| i r = |r|. Ei,f i ki,f — повна енергiя й хвильо-

вий вектор системи у початковому i-станi (тобто станi до випромiнювання

фотона) або в кiнцевому f -станi (тобто станi пiсля випромiнювання фото-

на), ψi(r) i ψf(r) — хвильовi функцiї системи у початковому i- i кiнцевому

f - станах, w = k =
∣∣k∣∣ — частота (енергiя) фотона, ξ−1 i ξ+1 — вектори
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кругової поляризацiї iз протилежними напрямками обертання. Ми викори-

стовуємо кулонiвське калiбрування, при якому вектори поляризацiї e(α) для

кожного фотона перпендикулярнi до його хвильового вектору k. У цьому

роздiлi ми будемо використовувати систему одиниць, при якiй h̄ = 1 i c = 1.

Такi позначення вiдповiднi до формалiзму [56, 57, 58, 59]. N0 — коефiцiєнт,

що визначається як (див. роботу [61])

N0 =
Z2
effe

2

(2π)4m
, (3.10)

де Zeff i m — ефективний заряд i наведена маса складеної системи, де

Zeff = (ZfAd − ZdAf) / (Af + Ad) (iндекс f або d позначає легкий або важ-

кий фрагмент, вiдповiдно).

У сферично симетричному наближеннi ядра, що дiлиться, матричний

елемент (3.9) можна записати в такому виглядi:

p(w, ϑ) = −
√

1

3

+∞∑
l=0

il(−1)l (2l + 1) Pl(cosϑ)
∑

µ=−1,1

hµJmf
(l, w),

h± = ∓ 1√
2
(1± i).

(3.11)

Тут Jmf
(l, w) — радiальний iнтеграл, що не залежить вiд кута ϑ

Jmf
(l, w) =

+∞∫
0

r2R∗
f(r, Ef)

∂Ri(r, Ei)

∂r
jl(kr) dr, (3.12)

де Ri(r) i Rf(r) — радiальнi компоненти хвильових функцiй ψi(r) i ψf(r)

системи у початковому i- i кiнцевому f - станах, jl(kr) — сферична функцiя

Беселя порядку l (див. Додаток A.2, стор. 384), Pl(θ) — полiном Лежандра

порядку l (див. Додаток A.1, стор. 382). Для квантових чисел l i m маємо

правила вiдбору:

i-стан до випромiнювання фотона: li = 0, mi = 0;

f -стан пiсля випромiнювання фотона: lf = 1, mf = −µ = ±1.
(3.13)

Щоб обчислити спектри, слiд знати хвильовi функцiї у початковому й кiнце-

вому станах. Радiальнi компоненти χi,f(r) знаходяться чисельно, вирiшуючи
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рiвняння Шредiнгера для заданого потенцiалу (χi,f(r) = r ·Ri,f(r)) при гра-

ничних умовах: до випромiнювання фотона ми маємо систему з вильотом

фрагмента, тому хвильова функцiя системи у початковому i-станi вiдповiдає

розбiжнiй сферичнiй хвилi на нескiнченностi; пiсля випромiнювання фото-

на стан системи може змiнитися (за рахунок випромiнювання), тому бiльш

зручно використовувати хвильову функцiю розсiювання фрагмента на ядрi:

початковий i-стан: χi(r → +∞) → G(r) + if(r),

кiнцевий f -стан: χf(r = 0) = 0,
(3.14)

де F i G — кулонiвськi функцiї.

3.3.4. Розрахунок радiальних iнтегралiв у далекiй асимптотичнiй

областi й наближення провiдної гармонiки

Важкi фрагменти, що формуються у подiлi, та високi енергiї фотонiв ви-

магають ретельного врахування колосально бiльшої кiлькостi осциляцiй пi-

дiнтегральних функцiй, нiж у розрахунках спектрiв випромiнювання при α-

розпадi [58, 60, 59, 57, 56]. Як виявилося, технiки й комп’ютернi коди, розро-

бленi попередньо для визначення спектрiв випромiнювання при α-розпадi, що

успiшно себе виправдали у тiй задачi, виявилися зовсiм не працездатними для

досягнення хочаб мiнiмальної задовiльненої збiжностi розрахункiв спектрiв

випромiнювання при подiлi. Таким чином, перед нами встала серйозна про-

блема розрахунку спектрiв випромiнювання фотонiв при подiлi1. Однак, було

знайдено, що гарнi збiжнiсть та точнiсть у розрахунках матричних елементiв

досягаються у зацiкавлених областях мас фрагментiв i енергiй фотонiв, якщо
1Ця проблема є однiєю iз ключових, чому за довгий перiод вивчення подiлу ядер (бiльш нiж 50 рокiв),

де працювало багато дослiдникiв, практично не було отримано оцiнок спектрiв гальмiвного випромiнюва-

ння у квантовому пiдходi, у бiльш наближених пiдходах робiт дуже небагато. На перший погляд це дивно,

оскiльки вже давно iснував добре розроблений формалiзм оптичної моделi, розраховувалися спектри ви-

промiнювання для ядерних зiткнень, тому повинно було б накопичено багато теоретичного матерiалу й

кодiв для рiшення задачi гальмiвного випромiнювання при подiлi.
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застосувати у асимптотичнiй областi таку процедуру. Спочатку, слiд роздi-

лити пiдiнтегральну функцiю у радiальному iнтегралi на гармонiки. Потiм,

усi гармонiки слiд проiнтегрувати незалежно й, у завершеннi, просумувати

їх. Так, використовуючи вираз (3.12) для радiального iнтеграла, у асимпто-

тичнiй областi (починаючи вiд значення Ras) ми маємо наступнi хвильовi

функцiї α-розпадаючої системи у початковому i-станi й кiнцевому f -станi:

ψi (r) = Ri, l=0 Y00(n
i
r) = Ni ·

Gi, l=0 (r) + i Fi, l=0 (r)

r
,

ψf (r) = Rf, l=1

∑
m

Y1mf
(nfr ) =

= Nf ·
Af Gf, l=1 (r) +Bf Ff, l=1 (r)

r

∑
mf

Y1mf
(nfr ),

(3.15)

де F (r) i G (r) — кулонiвськi функцiї, i ми використовуємо таке нормування:

Ni =

√
m

ki
, Nf =

2√
A2
f +B2

f

. (3.16)

Отже, асимптотичну частину iнтеграла (3.12) можна записати у виглядi

Jas(n) = NiNf

∫
Ras

Rmax

[
Af Gf(r) +Bf Ff(r)

]
· d
dr

Gi(r) + i Fi(r)

r
· jn(kphr) r dr.

(3.17)

У далекiй асимптотичнiй областi прийнято використовувати два рiзнi пред-

ставлення кулонiвських функцiй. Якщо для бiльш швидких розрахункiв мо-

жна використовувати наступний їх вигляд:

Fl,η(r) = sin θl,η, Gl,η(r) = cos θl,η, θl,η(ρ) = ρ− η log(2ρ)− lπ/2 + σl(η),

(3.18)

але для акуратних розрахункiв краще скористатися наступним:

Fl,η(r) = g cos θl,η + f sin θl,η, Gl,η(r) = f cos θl,η − g sin θl,η, (3.19)

де функцiї f i g мають досить слабку залежнiсть вiд змiнної r i в першому

наближеннi їх уважають постiйними.
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На Рис. 3.6 (а) показана пiдiнтегральна функцiя iнтеграла (3.17).

Видно, що вигляд цiєї функцiї надзвичайно складний. При ретельному ана-
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Рис.3.6 (а) Пiдiнтегральна функцiя (її дiйсна частина) для iнтеграла (3.17) для 115Rh, що

вилiтає при спонтанному подiлi 252Cf; (б) Форма цiєї функцiї у межах iнтервалу 1 фм (вiд 890 до

891 фм): функцiя має 8 осциляцiй; (в) Пiдiнтегральна функцiя iнтегралу (3.22), що являє собою

провiдну гармонiчну основу пiдiнтегральної функцiї оригiнального iнтеграла (3.17).

лiзi вiдразу виявляється величезне число осциляцiй, що мають гармонiчну

основу. На Рис. 3.6 (б) представлена форма цiєї функцiї для радiального iн-

тервала у межах 1 фм (тобто вiд 890 до 891 фм для фрагмента 115Rh при

енергiї випромененого фотона 300 кеВ). Функцiя має близько 8 осциляцiй,

тому в областi вiд 25 до 2225 фм вона мiстить близько 17600 осциляцiй!

Iнтеграл (3.17) можна роздiлити на iнтеграли з рiзними гармонiками:

Jas(n) =
NiNfki

2

{
−(Af − i Bf) J

+
1 − (Af + i Bf) J

−
1 +

+ i (Af − i Bf) J
+
2 + i (Af + i Bf) J

−
2

}
+
NiNf (i− ηi)

2
×

×
{
−(Af − i Bf) J

+
3 − (Af + i Bf) J

−
3 + i (Af − i Bf) J

+
4 + i (Af + i Bf) J

−
4

}
,

(3.20)

де

J±
1 (n) =

Rmax∫
Ras

sin (θi ± θf)jn(kphr) dr, J±
2 (n) =

Rmax∫
Ras

cos (θi ± θf)jn(kphr) dr,

J±
3 (n) =

Rmax∫
Ras

sin (θi ± θf)
jn(kphr)

r
dr, J±

4 (n) =

Rmax∫
Ras

cos (θi ± θf)
jn(kphr)

r
dr.

(3.21)
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Щоб з’ясувати, у яких iнтегралах пiдiнтегральна функцiя має най-

бiльший перiод осциляцiй, слiд шукати гармонiки з найменшим аргументом,

тобто ми отримаємо θi−θf i невiдомi iнтеграли J−
1 , J−

2 , J−
3 , J−

4 . Пiдiнтеграль-

нi функцiї у J−
3 i J−

4 убувають бiльш сильно зi зростанням r у порiвняннi з

функцiями у J−
1 i J−

2 . Отже, J−
3 i J−

4 дають менший внесок у повний iнтеграл

(3.20). Тому формула (3.20) може бути переписана як

J−
as(n)

∼=
NiNf ki

2
· (Af + i Bf) ·

{
−J−

1 (n) + i J−
2 (n)

}
. (3.22)

На Рис. 3.6 (в) показана пiдiнтегральна функцiя у iнтегралi. З її порiвняння

з пiдiнтегральною функцiєю повного iнтеграла на Рис. 3.6 (а) можна пере-

конатися в тому, що ця пiдiнтегральна функцiя вiд J−
as несе у собi основну

тенденцiю оригiнальної функцiї, але вона вже очищена вiд величезного числа

осциляцiй! Отже, iнтеграл (3.22) — найбiльш вдале наближення попереднього

iнтеграла. Назвемо такий пiдхiд наближенням провiдної гармонiки.

Зокрема, усерединi областi вiд 25 до 2225 фм iснує тiльки 6 осциляцiй

для основного iнтеграла J−
as(0), у порiвняннi з 17600 осциляцiями, якi мiстить

попереднiй iнтеграл Jas(0)! Наступнi два iнтеграли J+
3 i J+

4 являють собою

залишок вiд неврахованих осциляцiй. Тому знайдемо iнтеграл

J+
as(n)

∼=
NiNf ki

2
· (Af − i Bf) ·

{
−J+

1 (n) + i J+
2 (n)

}
. (3.23)

З метою врахувати корекцiю, запишемо

Jas(r)(n) ∼=
NiNf ki

2

[
(Af + i Bf)

{
−J−

3 (n) + i J−
4 (n)

}
+

+ (Af − i Bf)
{
−J+

3 (n) + i J+
4 (n)

}]
.

(3.24)

Звичайно, сума iнтегралiв дає точно iнтеграл (3.20). Розрахунки спектрiв

випромiнювання для рiзних важких фрагментiв показали, що корекцiя при

включеннi J+
as(n) i Jas(r)(n) дуже мала. Тому наближення провiдної гармонiки

дає досить гарну точнiсть при визначеннi спектрiв.
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Щоб включити внесок випромiнювання з областi при r > Rmax у роз-

рахунки спектру, то слiд удосконалити технiку визначення радiального iнте-

грала. Можна скористатися наближеними формулами:
+∞∫

Rmax

cos α r dr

r
=

sin α r

α r

∣∣∣+∞

Rmax

+

+∞∫
Rmax

sin α r dr

α r2
≃ − sin αRmax

αRmax
+O (R−2

max),

+∞∫
Rmax

sin α r dr

r
= −cos α r

α r

∣∣∣+∞

Rmax

−
+∞∫

Rmax

cos α r dr

α r2
≃ cos αRmax

αRmax
+O (R−2

max),

(3.25)

якi мають точнiсть до R−2
max. Для першого n = 0 ми одержуємо

J−
1, rest(0) ≃

NiNf ki
4 kph

[
(Af + i Bf)

sin (θi − θf − kphr)

(ki − kf − kph) r
−

− (Af + i Bf)
sin (θi − θf + kphr)

(ki − kf + kph) r
+ (Bf − i Af)

cos (θi − θf − kphr)

(ki − kf − kph) r
−

− (Bf − i Af)
cos (θi − θf + kphr)

(ki − kf + kph) r

]∣∣∣∣
r=Rmax

+ O (R−2
max).

(3.26)

Так можна отримати iнтеграли при наступних значеннях n. Однак, оцiнки

виявили малу роль таких iнтегралiв Ji, rest±(n), якщо провiдний iнтеграл J−
as

визначати за формулою (3.22), де коректно обирати значення Rmax.

3.4. Випромiнювання фотонiв, що формується легкими

та середнiми фрагментами при подiлi 252Cf

Перед тим, як виконувати складнi розрахунки спектрiв фотонiв при подi-

лi 252Cf, спочатку отримаємо бiльш легкi оцiнки: знайдемо випромiнювання

фотонiв вiд вильоту легкого фрагмента з довiльними масовим i зарядовим

числами A i Z при подiлi. Розподiл Q-значень для фрагментiв з масовими

числами вiд A = 4 до A = 125 показано на Рис. 3.7, якi приймають участь у

подiлi ядра 252Cf. Кожний фрагменти формує власне випромiнювання, тому

зрозумiло, що визначення сумарного спектра при подiлi є складною задачею.
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Рис.3.7 Розподiл Q-значень фрагментiв вiдносно їх масового числа A, що беруть участь у про-

цесi спонтанного подiлу 252Cf (показано бiльш нiж 2000 фрагментiв).

По перш, виберемо такий легкий фрагмент та знайдемо спектр фото-

нiв, для яких ця теорiя добре перевiрена. Так, для α-частинки маємо добре

вивчений α-розпад та вiдповiдну гарну модель (див. Роздiли 1 та 2, робо-

ти [59, 58, 56, 57, 60]). Отже, почнемо розрахунки з вильоту α-частинки з
252Cf.

На Рис. 3.8 (а) показано спектри, отриманi при ϑ = 90◦ i l = 0. Для

порiвняння, у малюнок включено результати [58] для α-розпаду ядер 214Po i
226Ra. На Рис. 3.8 (б) показано спектри фотонiв при вильотi фрагментiв се-

редньої маси 9Be, 12C i 24Mg у порiвняннi зi спектром фотонiв при α-розпадi

того ж ядра. Видно, що ймовiрностi випромiнювання вище для важких фра-

гментiв, якi мають бiльш великi Q-значення й ефективнi заряди. Для ви-

льоту 9Be з ядра 252Cf ймовiрнiсть випромiнювання менше нiж для вильоту

α-частинки. Це пояснюється близькими величинами Q-значення й ефектив-

ного заряду [Q(9Be) = 6.927 МеВ, Q(4He) = 6.217 МеВ, i Zeff(
9Be) = 0.5,

Zeff(
4He) = 0.444], тодi як бар’єр i область тунелювання суттєво бiльше. Ця

умова для 9Be зменшує випромiнювання фотонiв у порiвняннi з випромiню-

ванням вiд α-частинки. Для важкого фрагмента 24Mg ймовiрнiсть випромi-

нювання бiльше, нiж для легших фрагментiв.
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Рис.3.8 Ймовiрностi випромiнювання для легких i середнiх фрагментiв, що вилiтають у подiлi
252Cf: спектр при вильотi α-частинки з 252Cf (суцiльна лiнiя, Q = 6.217 МеВ) у порiвняннi зi

спектрами при α-розпадi 214Po (штрихова лiнiя, Q = 7.7 МеВ) i 226Ra (штрих-пунктирна лiнiя,

Q = 4.8 МеВ) [58] (а); спектри вiд вильоту фрагментiв 9Be (пунктирна лiнiя, Q = 6.927 МеВ), 12C

(штрих-пунктирна лiнiя, Q = 23.318 МеВ) i 24Mg (штрихова лiнiя, Q = 54.583 МеВ) з ядра 252Cf

у порiвняннi зi спектром вiд α-частинки (суцiльна лiнiя, Q = 6.217 МеВ) з того-ж ядра 252Cf (б).

3.5. Випромiнювання, що формується важкими фра-

гментами, i повний спектр випромiнювання при

спонтанному подiлi 252Cf

Розрахунки ймовiрностей випромiнювання фотонiв при вильотi важких ядер

є найбiльш складними. Фрагменти з важкими масами мають найбiльш ве-

ликi Q-значення. Щоб досягти стабiльностi у розрахунках, необхiдно врахо-

вувати колосальне число осциляцiй пiдiнтегральної функцiї при iнтегруваннi

iнтегралiв, що визначають матричний елемент випромiнювання. Високi енер-

гiї фотонiв (слiд врахувати дiапазон вiд сотень кеВ до десяткiв i навiть со-

тень МеВ) значно ускладнюють цi труднощi при визначеннi достовiрних спе-

ктрiв. Але, пiсля iнтегрування в асимптотичнiй областi за формулою (3.18),

вдається досягти збiжностi обчислень i одержати стiйкi спектри ймовiрностей

випромiнювання для окремих важких фрагментiв. Результати таких розра-

хункiв для фрагментiв в областi мас A = 95− 115 показано на Рис. 3.9.
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Щоб знайти повний спектр фотонiв при спонтанному подiлi 252Cf, слiд

виконати усереднення за всiма ймовiрностями випромiнювання вiд окремих

фрагментiв. Внесок випромiнювання фотонiв при вильотi кожного фрагмен-

ту у спектр визначається через ймовiрнiсть проходження подiлу з вильотом

такого фрагменту. Визначимо ймовiрнiсть випромiнювання фотонiв як

dP (w, ϑ)

deγ
=
∑
i

ai
dPi(w, ϑ)

deγ

(
за умови

∑
i

ai = 1
)
, (3.27)

де ai — вагова амплiтуда вильоту фрагмента з масовим номером i, пiдсумову-

вання виконується у межах усiєї областi мас. Щоб визначити амплiтуди для

фрагментiв, скористаємося iнформацiєю про розподiл мас фрагментiв при

подiлi 252Cf у роботi [131] у порiвняннi з експериментальними даними [132].

Оскiльки основний внесок у подiл несуть фрагменти у масовому дiапазонi

95–115 (остаточне ядро попадає у масовий дiапазон 137–157), то при розра-

хунках сумарної ймовiрностi випромiнювання обмежимося саме цими значен-

нями мас. Так, на Рис. 3.9 (а) показано ймовiрностi випромiнювання фотонiв

при спонтанному подiлi 252Cf вiд вильоту 7 фрагментiв (вiд 95Zr до 115Rh).

Окремi внески випромiнювання у спектр виявляються чутливими до ефектив-

ного заряду й Q-значення кожного фрагмента. На Рис. 3.9 (б) показано повну

ймовiрнiсть фотонiв, що отримано за такою процедурою усереднення (3.27).
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Рис.3.9 (а) Ймовiрностi гальмiвного випромiнювання фотонiв, що формується при вильотi важ-

ких фрагментiв при спонтанному подiлi ядра 252Cf, коли легкий фрагмент знаходиться у масово-

му дiапазонi вiд A = 95 до A = 115 (суцiльна лiнiя — для легкого фрагмента 95Zr:Q = 202.36 МеВ,

Zeff = 3.055; штрихова лiнiя — для 97Nb: Q = 200.43 МеВ, Zeff = 3.277; пунктирна лiнiя — для
100Mo: Q = 204.81 МеВ, Zeff = 3.111; штрих-пунктирна лiнiя — для 103Tc: Q = 204.47 МеВ,

Zeff = 2.944; штрих-двiчi пунктирна лiнiя — для 105Ru: Q = 205.22 МеВ, Zeff = 3.166; коротка

штрихова лiнiя — для 110Rh: Q = 214.53 МеВ, Zeff = 2.222; коротка пунктирна лiнiя — для 115Rh:

Q = 226.74 МеВ, Zeff = 0.277). (б) Повна (сумарна) ймовiрнiсть гальмiвного випромiнювання

фотонiв при спонтанному подiлi ядра 252Cf: теоретичний спектр (суцiльна лiнiя), отриманий на

основi усереднення внескiв випромiнювання вiд усiх фрагментiв, розглянутих на попередньому

малюнку; експериментальнi данi (квадрати — з роботи [12], трикутники — з роботи [8], ромби —

з роботи [9] and зiрочки — з роботи [11], кола — з роботи [14]).
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3.6. Головнi результати i висновки до Роздiлу 3

У роздiлi сформульовано нову модель гальмiвного випромiнювання фотонiв,

яке супроводжує спонтанний подiл ядер [63]. Ця модель уперше була пред-

ставлена у роботах [63, 86], та вона є подальшим розвитком теорiї гальмiвного

випромiнювання в ядерних реакцiях [57, 58, 60, 59]. При визначеннi хвильової

функцiї фотонiв застосовується розкладання за сферичними хвилями (див.

також [84]). Для практичних розрахункiв було обране ядро 252Cf. Результати

обчислень порiвняються з iснуючими у лiтературi експериментальними да-

ними [12, 7, 8, 9, 13] по вимiрах ймовiрностей гальмiвного випромiнювання

фотонiв при спонтанному подiлi 252Cf. Результати по визначенню спектрiв

випромiнювання фотонiв високих енергiй при спонтанному подiлi 252Cf по

цiй моделi виявляються у гарнiй згодi з цими експериментальними даними.

Оцiнено внески випромiнювання фотонiв, що виникає при вильотi легких,

середнiх i важких фрагментiв, що формуються при подiлi 252Cf. Спостерi-

гається взаємозв’язок мiж внесками випромiнювання вiд кожного окремого

фрагмента i його Q-значенням та ефективним зарядом, якi визначають хви-

льову функцiю системи подiлу й ймовiрнiсть гальмiвного випромiнювання.

При визначеннi хвильових функцiй побудовано потенцiал взаємодiї мiж фра-

гментом з довiльним масовим i зарядовим числами та залишковим ядром

на основi стандартної фолдинг-процедури. Одну з головних труднощiв при

рiшеннi задачi являє собою розрахунок радiальних iнтегралiв, якi форму-

ють матричний елемент випромiнювання. Iз цiєю метою, розроблено нову

процедуру, яка дозволяє суттєво пiдвищити точнiсть обчислень радiального

iнтеграла у далекiй асимптотичнiй областi (див. Роздiл 3.3.4). Ця процеду-

ра виявилася ключовим пунктом, що вiдкриває можливiсть уперше вивчати

випромiнювання гальмiвних фотонiв у задачi подiлу у повнiстю квантовому

пiдходi. Її було названо наближенням провiдної гармонiки [63].
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РОЗДIЛ 4

ГАЛЬМIВНЕ ВИПРОМIНЮВАННЯ ФОТОНIВ, ЩО

СУПРОВОДЖУЄ ПОТРIЙНИЙ ПОДIЛ ЯДРА 252Cf

4.1. Вступ

Ядерний подiл з додатковим вильотом легких ядерних фрагментiв [що має

назву потрiйного подiлу (ternary fission)] вже достатньо широко дослiджує-

ться [133, 134, 135, 136, 137]. Iнтерес до такого процесу пов’язаний з отриман-

ням нової додаткової iнформацiї про геометрiю та динамiку подiлу. Вивчення

гальмiвного випромiнювання фотонiв, яке супроводжує потрiйний подiл, вiд-

криває новi та бiльш багатi можливостi у зрозумiннi такого процесу. Таке

питання ще нiколи ранiше не було дослiджено. У даному Роздiлi викладено

новий пiдхiд до опису гальмiвного випромiнювання у потрiйному подiлi [87].

Для розрахункiв та аналiзу обрано ядро 252Cf.

4.2. Модель для опису гальмiвного випромiнювання при

потрiйному подiлi ядра

З метою узагальнити модель, розглянуту вище, для опису випромiнювання

гальмiвних фотонiв при потрiйному подiлi, сформулюємо основнi пункти, якi

потрiбно реалiзувати. Слiд зробити наступне:

1. Визначити геометрiю поверхнi ядерної системи у процессi потрiйного

подiлу;

2. Визначити та розрахувати потенцiал взаємодiї мiж α-частинкою та дво-

ма фрагментами, на якi розпадається остаточне ядро;
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3. Розрахувати матричний елемент випромiнювання фотонiв, з врахуван-

ням вiдносного руху двох фрагментiв вiд остаточного ядра;

4. Отримати спектри випромiнювання, якi повиннi бути без розбiжностей

(тобто стабiльнi) як для легких, так i для важких фрагментiв вiд оста-

точного ядра, для рiзних геометрiй подiлу.

4.2.1. Геометрiя подiлу ядерної системи та потенцiал взаємодiї

На першому етапi ми визначаємо геометрiю поверхнi ядра, яка дiлиться на

три уламки (фрагменти), один з яких є α-частинкою. Далi ми будемо нази-

вати остаточне ядро як бiнарну ядерну систему (або бiнарне ядро), з метою

пiдкреслити його розпад на два ядернi фрагменти. На Рис. 4.1 (а) показано

параметри, якi ми використовуємо для визначення поверхнi ядра.

Рис.4.1 Геометрiя форми ядерної системи при потрiйному подiлi: (а) роздiлення ядра на три

уламки (фрагменти); (б) перехiд до фiктивного заряду Zeff на великих вiдстанях.

Використовуючи визначену таким чином поверхню подiлу ядра, ми

обчислюємо потенцiал взаємодiї мiж α-частинкою та бiнарною ядерною си-

стемою. Тут ми використовуємо стандартну фолдинг-процедуру. У результатi

новий потенцiал Vtotal вже має залежнiсть вiд геометрiї вiдносного положення

двох фрагментiв та α-частинки. Але у якостi основного параметра, нас буде

цiкавити вiдносна вiдстань R12 мiж центрами мас двох фрагментiв. Таким
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чином, ми записуємо повний потенцiал як

Vtotal(r,R12) = VN(r,R12) + VC(r,R12) + Vso(r,R12), (4.1)

де ядерна компонента VN(r) та кулонiвська компонента VC(r) мають вигляд

VN(r,R12) = VN, nucleus(r,R12)− EN, fragment,

VC(r,R12) = VC, nucleus(r,R12)− EC, fragment.
(4.2)

Тут, VN, nucleus(r,R12) та VC, nucleus(r,R12) — ядерна та кулонiвська енергiї пов-

ної остаточної ядерної системи пiсля подiлу, EN, fragment(r) та EC, fragment(r) —

ядерна та кулонiвська енергiї вiдокремлених фрагментiв, що визначаються

так:

VN,nucleus(r,R12) = −λN
∫

V (R12)

dr3

1 + exp(r− r′)
,

EN, fragment = −λN
∫
V

dr3

1 + exp(r)
,

VC, nucleus(r,R12) = λC

∫
V (R12), r̸=r′

dr′3

|r′ − r|
,

EC, fragment = λC

∫
V, r ̸=0

dr3

|r|
.

(4.3)

4.2.2. Розрахунки кулонiвської компоненти потенцiалу на великих

вiдстанях

За допомогою процедури, описаної вище, можна обчислити хвильовi функцiї

та ймовiрностi гальмiвного випромiнювання. Однак у практичнiй реалiзацiї

такого напрямку вирiшення задачi ми зустрiлися зi наступною проблемою:

час розрахунку спектрiв на основi фолдинг-процедури виявляється дуже ве-

ликим, та складно досягти збiжностi у розрахунках i отримати стабiльнi

значення спектрiв. Це можна пояснити тим, що для досягнення збiжностi

нам необхiдно отримати хвильовi функцiї з достатньо гарною точнiстю на
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просторових вiдстанях, починаючи вiд немалих значень фолдинг-потенцiалу

та акуратно враховуючи достатньо далекi асимптотичнi вiдстанi вiд ядра.

З цiєї причини, з метою знайти кулонiвську компоненту потенцiалу

взаємодiї на далеких вiдстанях, ми замiнемо два фрагменти (що знаходяться

на вiдстанях R1α та R2α вiдносно α-частинки) на новий ефективний фра-

гмент, який має заряд Zeff , знаходиться вiд α-частинки на вiдстанi Reff , та

має такий саме вплив на α-частинку, як i два оригiнальних фрагменти [див.

Рис. 4.1 (б), тут у якостi змiнної r у формулах (4.1)–(4.3) ми використовуємо

Reff , та фiксуємо кутову геометрiю]. Ми визначаємо такий ефективний заряд

з наступної умови:

Zeff(Reff) = Reff

{
Z1

R1α
+

Z2

R2α

}
, (4.4)

де Reff = |Reff |, R1α = |R1α|, R2α = |R2α|. Виявляється, що така iдея дозволяє

нам досягти стабiльностi у розрахунках спектрiв гальмiвного випромiнюва-

ння, що збiгаються. Iнший важливий результат такого пiдходу — це те, що

спектри випромiнювання стають чутливими до обраної геометрiї подiлу ядер-

ної системи.

4.2.3. Розрахунки спектрiв випромiнювання при потрiйному подiлi

ядра 252Cf

Тепер давайте перейдемо до розрахункiв. Ми почнемо з найпростiшого ви-

падку — тобто α-розпаду ядра 252Cf. На Рис. 4.2 (а) представлено резуль-

тати розрахунку гальмiвного випромiнювання фотонiв, що спричиняється α-

частинкою, коли бiнарне ядро не роздiляється. З рисунку видно, що такий

спектр має такий же порядок, як i нашi попереднi результати для спектрiв

для α-розпаду ядер 214Po та 226Ra. На Рис. 4.2 (б) представлено новi розра-

хунки випромiнювання фотонiв, що спричиняються з вильоту α-частинки з

того ж самого ядра 252Cf, але коли бiнарне ядро дiлиться на два фрагменти

(ми маємо iнше значення енергiї α-частинки Eα = 16 МеВ, взяте нами з лiте-
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Рис.4.2 Ймовiрностi гальмiвного випромiнювання, яке виникає за рахунок руху α-частинки

при її вильотi з ядра 252Cf: (а) спектр, що визваний вильотом α-частинки з ядра (синя суцiльна

лiнiя), у порiвняннi зi спектрами вiд α-розпаду ядер 214Po i 226Ra (червона штрих-пунктирна

та зелена штрихова лiнiї, вiдповiдно); (б) спектри вiд вильоту α-частинки у випадку, коли ми

враховуємо додатково подiл бiнарного ядра на два фрагменти, представленi для рiзних варiантiв

фрагментацiї та при фiксованiй довжинi шийки 7 фм [A1 = 120, Z1 = 45 (штрих-двiчi пунктирна

лiнiя); A1 = 80, Z1 = 30 (штрих-пунктирна лiнiя); A1 = 40, Z1 = 15 (штрихова лiнiя); A1 = 8,

Z1 = 4 (пунктирна лiнiя)]. Ми також додаємо спектр випромiнювання, що супроводжує α-розпад

(суцiльна лiнiя), що було представлено на лiвому малюнку для випадку, коли бiнарне ядро не

дiлиться.
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ратури). Звiдси видно, що рiзниця мiж спектрами є суттєвою, що пояснюється

за рахунок бiльш високої енергiї Eα α-частинки.

На Рис. 4.3 представлено результати розрахункiв спектрiв на основi

пiдходу, викладеного вище, у порiвняннi з експериментальними даними [139].

Пiсля порiвняння таких експериментальних даних з розрахунками, ми при-

ходимо до наступних висновкiв: (1) загальна тенденцiя розрахованих спе-

ктрiв є подiбною до експериментальних даних; (2) iснує деяке неузгодження

мiж розрахунками спектрiв та експериментальними даними у областi енер-

гiй 200–400 кеВ випромiнених фотонiв. На такiй основi ми ставимо наступне

запитання: якi саме удосконалення теорiї могли б призвести до покращення

iснуючого опису експериментальних даних?
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Рис.4.3 Ймовiрностi гальмiвного випромiнювання при потрiйному подiлi ядра 252Cf: спектри,

розрахованi для рiзних роздiлень бiнарної ядерної системи на два фрагменти (на рисунку позна-

чено параметри легшого фрагмента), та експериментальнi данi [139].
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4.3. Удосконалення моделi

З метою вирiшити це питання, випишемо всi аспекти моделi, якi можуть дати

немалий вплив на спектр випромiнювання.

1. У розрахунках ймовiрностей гальмiвного випромiнювання фотонiв пiд

час потрiйного подiлу ядра ми розглядаємо:

(a) Рiзнi варiанти роздiлення однiєї й тiєї-ж бiнарної ядерної системи на

два фрагменти;

(b) Геометрiю подiлу ядерної системи;

(c) Шийку бiнарної ядерної системи, як область старту вильоту α-

частинки;

(d) Динамiку вiдносного руху α-частинки вiдносно фрагментiв бiнарної

ядерної системи;

(e) Кут мiж напрямками випромiнювання фотона та вильоту фрагмен-

та.

2. Два фрагменти бiнарної ядерної системи, якi мають власнi електричнi

заряди, рухаються пiд час подiлу та по тiй причинi спричиняють власний

додатковий внесок випромiнювання у повний спектр.

Як виявляється, останнiй пункт дає найбiльш вагомий вплив на спектр ви-

промiнювання фотонiв. Саме по такiй причинi, нам необхiдно проаналiзувати

саме цей пункт.

4.3.1. Внесок випромiнювання, що спричинений розльотом фра-

гментiв бiнарної ядерної системи

Розглянемо оператор випромiнювання повної ядерної системи (α-частинка та

бiнарна ядерна система), де як α-частинка, так i бiнарне ядро складаються з
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нуклонiв (ми будемо нумерувати нуклони α-частинки iндексом i, а нуклони

бiнарної ядерної системи — iндексом j):

Ĥγ = − e

√
2πh̄

w

∑
α=1,2

e(α),∗
{ 4∑

i=1

Zi
mi

e−ikri p̂i +
A∑
j=1

Zj
mj

e−ikrj p̂j

}
. (4.5)

Ми переходимо до нових змiнних, якi враховують центри мас α-частинки та

двох фрагментiв бiнарного ядра. Ми визначаємо координати центрiв масс α-

частинки через rα, бiнарної ядерної системи — через RA, та повної ядерної

системи — через R:

rα =
1

mα

4∑
i=1

mi rαi, RA =
1

mA

A∑
j=1

mj rAj, R =
mARA +mαrα
mA +mα

. (4.6)

Вводячи новi вiдноснi координати ραi, ρAj та r як

ri = rα + ραi, rj = RA + ρAj, r = rα −RA (4.7)

ми отримаємо

ri = R+
mA

mA +mα
r+ ραi, rj = R− mα

mA +mα
r+ ρAj. (4.8)

У результатi ми отримаємо матричний елемент у наступному виглядi [див.

(Г.15), Додаток Г, стор. 447]:

⟨f | Ĥγ| i⟩ = −e
√

2πh̄

w

∑
α=1,2

e(α),∗ δ(Kf − k)×

×
{⟨

fA, fα

∣∣∣∣Zeff(r) e
−ikr p

∣∣∣∣ iA, iα⟩+

+

⟨
fα

∣∣∣∣∣ eikr
mα

mA +mα

⟨
fA|ZA(k)pAj| iA

⟩ ∣∣∣∣∣ iα
⟩}

,

(4.9)

де s = i або f [iндекси i та f означають початковий стан (тобто стан перед ви-

промiнюванням фотона) та кiнцевий стан (тобто стан пiсля випромiнювання

фотона)], Ks — iмпульс повної ядерної системи, |sA⟩ — хвильова функцiя, що

описує внутрiшнi стани бiнарної ядерної системи, |sα⟩ — хвильова функцiя,
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що описує вiдносний рух (з можливим тунелюванням) α-частинки вiдносно

бiнарної ядерної системи. Тут, Zeff(r), Zα(k) та ZA(k) — ефективний заряд

системи, що складається з α-частинки та бiнарної ядерної системи, зарядо-

вий форм-фактор α-частинки та зарядовий форм-фактор бiнарної ядерної

системи, що визначенi у Додатку Г.

Розрахунки рiзних внескiв випромiнювання представлено на

Рис. 4.4 (а) (без нормування на експериментальнi данi). З метою про-

аналiзувати, наскiльки сильно вони впливають на спектр випромiнювання,

ми обрали розрахунки для однакового роздiлення бiнарної ядерної системи

на два фрагменти (ми обрали випадок, коли один з фрагментiв має A1 = 120

та Z1 = 45) та пронормували отриманi спектри на експериментальнi данi.

Такi розрахунки представлено на Рис. 4.4 (б). Можна бачити, що компо-

нента випромiнювання, що спричиняється фрагментами бiнарної ядерної

системи, суттєво краще описує експериментальнi данi для енергiй вище нiж

300 кеВ, тодi як при низьких енергiях випромiнювання головним чином

спричиняється за рахунок руху α-частинки у полi бiнарної ядерної системи.

4.3.2. Випромiнювання вiд α-бiнарної ядерної системи

Як було отримано вище, повний матричний елемент випромiнювання можна

записати як сумму двох доданкiв:

⟨
f |Ĥν|i

⟩
=
⟨
f |Ĥν|i

⟩
α
+
⟨
f |Ĥν|i

⟩
binary

. (4.10)

Тут другий доданок представляє собою випромiнювання фотонiв, що виникає

за рахунок вiдносного руху двох фрагментiв бiнарної ядерної системи, яке
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Рис.4.4 Панель (а): Ймовiрностi гальмiвного випромiнювання, що спричиняються розльотом

ядерної системи, яка складається з α-частинки та бiнарного ядра з двох фрагментiв (див. нижнi

лiнiї) у порiвняннi з експериментальнi данi [139] [спектри визначаються на основi матричного еле-

мента (4.9) ]. Тут суцiльна синя лiнiя — розрахунки для A1 = 80 та Z1 = 30; червона штрихова

лiнiя — для A1 = 120, Z1 = 45; синя штрихова лiнiя — для A1 = 40, Z1 = 15; червона пунктирна

лiнiя — для A1 = 8, Z1 = 4. На цьому ж рисунку (див. верхнi лiнiї) додаються власнi внески випро-

мiнювання фотонiв у наслiдок розльоту лише двох фрагментiв бiнарного ядра, якi були вказанi

вище [вони визначаються на основi матричного елемента (4.11) при припущеннi (4.12)]. Панель

(б): Тi ж самi спектри, як i на попередньому рисунку, спричиненi вильотом α-частинки при обра-

ному лише одному роздiленнi бiнарного ядра (де один з фрагментiв має A1 = 120 та Z1 = 45),

показано синьою суцiльною лiнiєю. Спектр випромiнювання для довжини шийки 7 фм показано

червоною штриховою лiнiєю, пiсля нормування обох лiнiй на експериментальнi данi [139].
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може бути записано так:⟨
f |Ĥγ|i

⟩
binary

=

= −e
√

2πh̄

w

∑
α=1,2

e(α),∗
⟨
f

∣∣∣∣ eikr
mα

mA +mα

⟨
fA|Zeff,A(ρ)pρ|iA

⟩∣∣∣∣i⟩ =

= − e

√
2πh̄

w

∑
α=1,2

e(α),∗

⟨
f

∣∣∣∣∣∣ e
ikr

mα

mA +mα

∣∣∣∣∣∣ i
⟩ ⟨

fA|Zeff,A(ρ)pρ|iA
⟩
.

(4.11)

У цьому виразi розрахунки першого матричного елемента⟨
f | exp

[
ikr

mα

mA +mα

]
|i
⟩

являють собою основну складнiсть. З метою

оцiнити його, ми обрали наступне припущення у якостi першого наближен-

ня: ⟨
f

∣∣∣∣∣∣ e
ikr

mα

mA +mα

∣∣∣∣∣∣ i
⟩

≃ N 2
i =

µ

ki
, (4.12)

де Ni — фактор нормування хвильової функцiї для стану перед випромiню-

ванням фотона (див. роботи [56, 57, 59, 58, 60] для пояснень). Застосовуючи

таке наближення, ми отримаємо спектри для внескiв вiд бiнарної ядерної си-

стеми, що представленi на Рис. 4.4 (а) за допомогою лiнiй, що розташованi

вище експериментальних даних.

Щоб знайти корекцiю до наближення (4.12), слiд врахувати залежнiсть

матричного елемента вiд хвильового вектору k фотона, та вiд кута мiж ве-

кторами k (що вказує напрямок випромiнювання фотона) та r (що вказує

напрямок руху α-частинки). Тобто запишемо наближення як⟨
f

∣∣∣∣∣∣ e
ikr

mα

mA +mα

∣∣∣∣∣∣ i
⟩

≃ µ

ki
· F [k, cos(k, r)]. (4.13)

де F [k, cos(k, r)] — нова невiдома функцiя. Будемо шукати цю функцiю так,

щоб вона вiдповiдала найкращому опису експериментальних даних при низь-

ких енергiях з випромiнюванням вiд α-бiнарної системи та при високих енер-

гiях через внесок випромiнювання вiд бiнарної системи. А саме, така ситуацiя

виникає у наступному сценарiї динамiки потрiйного подiлу:
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1. На початковiй стадiї потрiйного подiлу, α-частинка покидає область

ядерної системи. Вона рухається та випромiнює фотони при низьких

енергiях. Фрагменти бiнарної ядерної системи рухаються повiльно та

спричиняють мале випромiнювання (яким можна знехтувати).

2. Пiсля деякого часу, два фрагмента бiнарної ядерної системи починають

розлiтатися з вiдносним прискоренням. Це формує не мале випромiню-

вання фотонiв при бiльш високих енергiях, що стає домiнуючим.

Ми шукаємо функцiю F [k, cos(k, r)] у виглядi F = 1 − f0 / [1 +

exp((w − w0)/w1)]. За допомогою фiттiнг-процедури знаходимо параметри

[ми отримуємо f0 = 1+exp(−w0/w1), w0 = w1·ln(exp(w2/w1)− 2), w1 = 0.057,

w2 := 0.24, w — енергiя фотона].

Результати розрахункiв спектрiв на основi такої логiки представлено

на Рис. 4.5 (а). Звiдси видно, що новий спектр (представлений суцiльною зе-

леною лiнiєю), який отримано на основi другого наближення (4.13) та функцiї

F [k, cos(k, r)], виявляється розташованим до експериментальних даних сут-

тєво ближче. Таким чином, використовуючи сценарiй динамiки потрiйного

подiлу, можна досягти достатньо непоганої згоди мiж теорiєю та експеримен-

тальними даними [139] для ядра 252Cf.

Вiдповiдно до такої логiки, при бiльш високих енергiях (вище нiж

300 кеВ) випромiнювання фотонiв головним чином формується за раху-

нок внеску вiд бiнарної ядерної системи. Таким чином, при бiльш низьких

енергiях ми маємо головним чином випромiнювання, що спричиняється α-

частинкою у полi бiнарної ядерної системи. Iншими словами, при енергiях,

менших нiж 300 кеВ, аналiз залежностi спектра вiд довжини шийки виявляє-

ться працездатним. Такi розрахунки представлено на наступному Рис. 4.5 (б),

звiдки ми отримаємо оптимальне значення для довжини шийки, що дорiвнює

11 фм. Для такого значення довжини шийки розрахунковий спектр виявляє-

ться розташованим найближче до експериментальних даних (при роздiленнi
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Рис.4.5 Розрахунки ймовiрностей гальмiвного випромiнювання при потрiйному подiлi ядра
252Cf та експериментальнi данi [139] [параметри розрахункiв: матричний елемент визначено за

формулою (4.10) при уточненнi (4.13); для аналiзу обрано однаковий роздiл бiнарної ядерної

системи на два фрагменти з A1 = 120, Z1 = 45 та A2 = 128, Z2 = 51]: (а) повний спектр

випромiнювання вiд α-частинки у полi бiнарного ядра та внесок випромiнювання вiд розльоту

фрагментiв бiнарного ядра; (б) спектри, визначенi вiдносно рiзних значень довжини шийки мiж

двома фрагментами бiнарного ядра (у розрахунках такi значення довжини шийки визначено у

момент вiдриву α-частинки вiд поверхнi бiнарного ядра).

бiнарної ядерної системи на два фрагменти з массовими та зарядовими чи-

слами A1 = 120, Z1 = 45 та A2 = 128, Z2 = 51).
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4.4. Головнi результати i висновки до Роздiлу 4

У Роздiлi викладено нову модель, що описує випромiнювання гальмiвних фо-

тонiв при потрiйному подiлi важких ядер. Теоретичнi дослiдження випромi-

нювання гальмiвних фотонiв при потрiйному подiлi ядер ще нiколи не дослi-

джувались iншими авторами. Пiдхiд, представлений у даному роздiлi, уперше

був представлений у роботi [87], та вiн є подальшим розвитком моделi галь-

мiвного випромiнювання при подiлi ядер [63, 86]. Для розрахункiв та аналiзу

обрано ядро 252Cf. Досягнуто непоганої згоди мiж розрахованими спектрами

фотонiв та експериментальними даними [139] для енергiй фотонiв до 500 кеВ

(див. Рис. 4.3). Однак, iснує неспiвпадiння мiж теорiєю та експериментом у

областi енергiй 200–400 кеВ фотонiв. Щоб покращити опис експерименталь-

них даних, запропоновано наступний сценарiй динамiки потрiйного подiлу:

1. На першiй стадiї, коли α-частинка покидає просторову область ядра,

бiнарне ядро дiлиться на фрагменти повiльно, тому воно формує малi

внески випромiнювання фотонiв у повний спектр.

2. На цiй стадiї α-частинка рухається швидко та спричиняє випромiнюва-

ння фотонiв головним чином при низьких енергiях.

3. Потiм бiнарне ядро починає дiлитися суттєво бiльш швидко, фрагмен-

ти розлiтаються з прискоренням, кожний фрагмент спричиняє власне

немале випромiнювання фотонiв при бiльш високих енергiях.

Такий сценарiй краще описує експериментальнi данi випромiнювання. З по-

рiвняння розрахункiв з експериментальними даними виявлено, що (1) най-

бiльш ймовiрне вiддiлення α-частинки виникає при довжинi шийки мiж важ-

кими фрагментами 11 фм, (2) роздiл бiнарного ядра на два однакових фра-

гменти є найбiльш ймовiрним.
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РОЗДIЛ 5

ВИПРОМIНЮВАННЯ У ПРОТОННОМУ РОЗПАДI ЯДЕР ТА

РОЗСIЯННI ПРОТОНIВ НА ЯДРАХ ВIД БIЛЯНУЛЬОВИХ ДО

ПРОМIЖНИХ ЕНЕРГIЙ

5.1. Втуп

В опублiкованих роботах вважається, що для вдалого опису зiткнень про-

тонiв з ядрами важливою є взаємодiя мiж двома нуклонами, яка з ростом

енергiй поступово здобуває лiдируючої ролi. Тому у релятивiстських моде-

лях протон-ядерних зiткнень в основу покладено взаємодiю мiж двома до-

вiльними нуклонами (тобто нуклон-нуклонну або двонуклонну взаємодiю), з

застосуванням формалiзму дiаграм Фейнмана. З iншого боку, розгляд ядра

як ядерного середовища дозволяє включити просторовий розподiл нуклонiв.

Такий шлях враховує нелокальнiсть квантової механiки (в просторовому опи-

сi нуклонiв). Виникає питання: що є бiльш важливим — крапкова взаємодiя

мiж окремими двома нуклонами ядерної системи або квантовi ефекти в реа-

кцiях? Наскiльки суттєвими є квантовi ефекти?

Вказiвку до вiдповiдi на такi запитаннi дають результати роботи [73]:

коректне врахування граничних i початкових умов розпаду змiнює перiод на-

пiврозпаду протонних емiтерiв до 200 разiв (на таку величину можуть бути

змiненi результати робiт [140, 141, 117, 142, 143, 144, 145, 146, 147], тодi як

заявлена помилка у цих роботах становила лише кiлька вiдсоткiв, де не вра-

ховано варiацiї початкових умов). Виходить, що нелокальнi ефекти дiйсно не

є малими та їх врахування суттєво змiнює результат.

Iншим аспектом є колективнi ефекти. Моделi з нуклон-нуклонною вза-

ємодiєю були б ефективними, якби колективнi ефекти мiж нуклонами ядерної
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системи були б достатньо малими. Але ми знаємо, що при малих енергiях це

не так. Можна було б думати, що багаточастинковi взаємодiї зникають зi зро-

станням енергiї взаємодiючих нуклонiв. Якщо розглянути гальмiвне випромi-

нювання, що супроводжує зiткнення протонiв я ядрами, то iснують вказiвки,

що двонуклоннi зiткнення дають найбiльшу iнтенсивнiсть випромiнювання.

Але, багатонуклоннi ефекти повиннi проявлятися й зростати з ростом енергiї

випроменених фотонiв.1 Пiдтвердження про iстотний вплив багаточастинко-

вих ефектiв на випромiнювання та усiєї важливостi їх вивчення ми знаходи-

мо у рядi робiт (наприклад, див. [31]; зокрема, двонуклоннi пiдходи не дають

вiдповiдi на запитання про природу жорстких фотонiв).

Iсторiя дослiджень гальмiвного випромiнювання при розсiяннi прото-

нiв на ядрах досить довга (див. огляд [25], також [97] для зiткнень важких

iонiв). Як правило, розглядається емiсiя фотонiв, де в якостi випромiнювача

в ядернiй системi можуть виступати як ядро у цiлому, так i окремi нуклони

у ньому. Сам процес випромiнювання вивчається в результатi гальмування

нуклонiв у середньому полi ядра або в наслiдок нуклон-нуклонних зiткнень.

Але неодноразово вказувалося [31], що гiрше всього вивчено ядерне гальмiв-

не випромiнювання, що супроводжує нуклон-ядернi i ядерно-ядернi зiткнення

(особливо в областi промiжних енергiй до 150 МеВ / нуклон). Це викликає iн-

терес до застосування оптичних потенцiалiв [148] i фолдинг-потенцiалiв [149]

при вивченнi гальмiвного випромiнювання в реакцiях протонiв з ядрами2. Бу-

ло б цiкаво створити модель, яка б дозволила описувати спектри у дiапазонi

енергiй вiд мiнiмальних до промiжних. Пiдсилює наш iнтерес до такого потен-

цiального пiдходу також те, що вiн дозволяє безпосередньо використовувати

нелокальнiсть квантової механiки при описi взаємодiй.
1Наприклад, у задачi α-розпаду, з ростом енергiї фотона для одержання стабiльного значення ймо-

вiрностi його випромiнювання необхiдно постiйно пiдвищувати верхню границю просторової областi, у

межах якої обчислюються iнтеграли. У задачi подiлу ця проблема проявляється суттєво сильнiше.
2Так, наприклад, такий потенцiальний пiдхiд до опису нуклон-ядерних взаємодiй при порiвняннi iз

двонуклонним робить його практично безальтернативним.
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У дослiдженнях гальмiвного випромiнювання, яке супроводжує α-

розпад ядер [32, 16, 98, 17, 18, 42, 99, 102, 100, 109, 150, 123, 122, 103, 104,

56, 57, 121, 151, 21, 101, 59, 58, 60, 61, 62], спонтанний подiл [152, 7, 8, 9,

153, 11, 12, 13, 63, 14, 154], потрiйний подiл [87], розсiяння протонiв на ядрах

[155, 156, 157, 31], iонiв i ядер на ядрах при нерелятивiстських енергiях [97],

не було враховане випромiнювання, пов’язане з магнiтним моментом ядер-

ного фрагмента. Така ситуацiя могла б бути виправданою, якщо магнiтне

випромiнювання мале при таких енергiях та їм слiд нехтувати (наприклад,

див. [31]). Але пiдтверджень такої думки (обґрунтованих розрахунками та

аналiзом експериментiв) не має. При описi взаємодiй такi моделi пов’язанi

з рiшенням рiвняння Шредiнгера. Потужний пiдхiд могли б дати багатону-

клоннi моделi [188, 189, 159, 160]. Але, магнiтне випромiнювання не вивчалося

у таких пiдходах.

Магнiтне випромiнювання пов’язано з магнiтним моментом i спином

фрагмента, взаємодiючого з ядром. Врахування цих аспектiв веде до матри-

чної форми рiвнянь (див. [161], стор. 32–35, 48–60). Магнiтний момент й спiн

включенi у релятивiстськi моделi зiткнень нуклонiв мiж собою та з ядрами

при промiжних енергiях. Вiдзначимо два напрямки дослiджень: [162, 163] i

[164, 165, 166, 167, 168, 169, 170, 171, 172, 173, 174, 175]. Однак, фокус у цих

роботах зроблено на побудову коректного релятивiстського опису взаємодiї

мiж двома нуклонами в iмпульсному представленнi. Бажано було б поєдна-

ти спiновий формалiзм взаємодiючих ядерних фрагментiв (з урахуванням

принципу Паулi, магнiтного моменту) i потенцiальний пiдхiд до розсiяння.

Найбiльш зручною є задача опису гальмiвного випромiнювання при

зiткненнi протонiв з ядрами або протонному розпадi. У роботi [64] вивчалося

гальмiвне випромiнювання у розпадах з вильотом протона (див. також [29]).

Однак, тут не було враховано магнiтне випромiнювання, що пов’язане з ма-

гнiтним моментом протона (але було враховано спiн-орбiтальний компонент
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у потенцiалi взаємодiї й оцiнено його вплив на спектр). Для бiльш глибокого

з’ясування його ролi, потрiбна модель, що включає такий аспект. Тому основ-

ною метою такого формалiзму у цьому Роздiлi є побудова такої моделi, де ми

обмежимося граничними умовами для протонного розпаду.

Отже, намiчена у цьому Роздiлi програма повинна використовувати

реалiстичнi потенцiали взаємодiї мiж протоном i ядром, якi визначаються

на основi аналiзу експериментальних перетинiв зiткнень цих двох об’єктiв.

Важливим пунктом формалiзму є уведення спину. Це ключовий пункт, що

дозволяє пов’язати формалiзм попереднiх моделей iз просторовим потенцi-

альним пiдходом до опису взаємодiй (наприклад, див. [64]) з релятивiстськи-

ми теорiями, що беруть в основу рiвняння Дiрака. Суттєво, що такий зв’язок

дозволяє застосувати ранiше розвиненi аналiтичнi методи й комп’ютернi коди

до рiшення задач випромiнювання фотонiв у релятивiстськiй теорiї.

Що цiкавого могла б дати така модель? Поставимо такi питання. На-

скiльки сильним є магнiтне випромiнювання i як змiнюється спектр при йо-

го врахуваннi? Чи iснують такi кути, при яких магнiтне випромiнювання є

найбiльш iнтенсивним? Чи iснують такi вiдстанi мiж протоном та ядром, де

магнiтне випромiнювання iстотно зростає вiдносно електричного? Як пово-

диться магнiтне випромiнювання з областi тунелювання? З погляду теорiї

цiкаво розiбратися в тому, як поводиться спектр випромiнювання при пря-

муваннi енергiї фотонiв до нуля. Зокрема, чи цей спектр необмежено зростає

або є скiнченим? Вiдзначимо, що у лiтературi iснує будь-якої iнформацiї по

цим питанням. Вiдповiдi на цi питання даються у даному Роздiлi.

5.2. Рiвняння Паулi багатонуклонної системи

Розглянемо узагальнення рiвняння Паулi для A + 1 нуклонiв, якi являють

собою систему протона i ядра, у лабораторнiй системi вiдлiку [отримано, як
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узагальнення формули (1.3.6) у [161], стор. 33]

ih̄
∂Ψ

∂t
= ĤΨ,

Ĥ =
A+1∑
i=1

{
1

2mi

(
pi −

zie

c
Ai

)2
+ zieAi,0 −

zieh̄

2mic
σ · rotAi

}
+ V (r1 . . . rA+1).

(5.1)

Тут Ψ — спiнорна хвильова функцiя протон-ядерної системи, mi i zi — маса й

заряд нуклона з номером i, Ai — компонента потенцiалу електромагнiтного

поля, яке сформовано цим нуклоном (що описує народження гальмiвних фо-

тонiв, викликане саме цим нуклоном), σ — матрицi Паулi, A — масове число

ядра, V (r1 . . . rA+1) — потенцiал (як ядерних, так i електромагнiтних) вза-

ємодiй мiж усiма нуклонами3. Ми переходимо у систему центру мас, у якiй

вiдносна вiдстань мiж протоном розсiяння та центром мас ядра описується за

допомогою вектору r (наприклад, див. Додаток А у роботi [87], також [31]).

Тодi можна представити цей гамiльтонiан як Ĥ = Ĥ0+ Ŵ , де Ŵ включає усi

компоненти електромагнiтного поля, який ми визначимо як оператор випро-

мiнювання гальмiвного фотона, викликаного повною ядерною системою, i Ĥ0

— залишковий гамiльтонiан без включення випроменених фотонiв. Зневажа-

ючи вiдносним рухом нуклонiв ядра вiдносно його центру мас у розрахунку

Ŵ , ми одержимо

Ŵ = Ŵel + Ŵmag,

Ŵel = −Zeff
e

2mc
(p̂A+Ap̂) + ea0 + Z2

eff

e2

2mc2
A2,

Ŵmag = −Zeff
eh̄

2mc
σ · rotA,

(5.2)

3Вiдповiдно до [161] (див. стор. 32 у цiй книзi), рiвняння (5.1) може бути використано, якщо енергiя

εi довiльного нуклона з номером i досить близька до його маси mi, тобто при |εi − mi| ≪ mi (c = 1).

Звiдси можна одержати високоенергетичне граничне значення для енергiї протона: εp ≪ 2mp ≃ 1. 86 Гэв.

Виходить, у межах областi енергiй до εp рiвняння (5.1) включає всi релятивiстськi властивостi, якi дає

нам рiвняння Дiрака. Зокрема, ця межа виявляється значно вищою, нiж промiжнi енергiї протон-ядерних

зiткнень, розглянутi у цьому роздiлi.
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де Zeff i m — ефективний заряд i наведена маса протон-ядерної системи, p̂ —

оператор iмпульсу вiдносно до радiус-вектору r.

5.3. Оператор випромiнювання

Нехтуючи доданками при e2A2/c2 i A0, оператор випромiнювання (5.2) при

кулонiвському калiбруваннi можна представити як

Ŵ = −Zeff
e

mc
Ap̂− Zeff

eh̄

2mc
σ · rotA = −Zeff

e

mc

(
Ap̂+

1

2
σ · rotA

)
.

(5.3)

Вiдповiдно до теорiї квантової електродинамiки, виберемо векторний потен-

цiал електромагнiтного поля у виглядi:

A =
∑
α=1,2

√
2πh̄c2

wph
e(α), ∗e−ikphr, (5.4)

де e(α) — одиничнi вектори поляризацiї фотона (e(α),∗ = e(α)), kph — хвильовий

вектор фотона й wph = kphc =
∣∣kph

∣∣c. Вектори e(α) перпендикулярнi до kph

у кулонiвському калiбруваннi. Ми маємо два незалежнi вектори поляризацiї

e(1) i e(2) для фотона з iмпульсом kph (α = 1, 2). Можна було б розвивати

формалiзм далi у системi одиниць, де h̄ = 1 i c = 1, але для повноти картини

ми будемо виписувати сталi h̄ i c явно (у цьому роздiлi). Пiдставляючи вектор

A в формулу (5.3) для оператора збурення, одержимо

Ŵ = −Zeff
e

mc

√
2πh̄c2

w

∑
α=1,2

(
e(α) e−ikphr p̂+

1

2
σ · rot e(α)e−ikphr

)
. (5.5)

Враховуючи явний вигляд оператора iмпульсу, одержимо далi:

Ŵ = Zeff
e

mc

√
2πh̄c2

w

∑
α=1,2

(
i e(α) e−ikphr∇− 1

2
σ ·
[
∇× e(α)

]
e−ikphr

)
.

(5.6)

Урахувавши властивiсть:

∂

∂r
e−ikphr = e−ikphr

(
−ikph +

∂

∂r

)
, (5.7)
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перепишемо оператор випромiнювання так:

Ŵ = Zeff
e

mc

√
2πh̄c2

wph

∑
α=1,2

e−ikphr ×

×
(
i e(α)∇− 1

2
σ ·
[
∇× e(α)

]
+ i

1

2
σ ·
[
kph × e(α)

])
.

(5.8)

Випишемо явно векторнi добутки:[
kph × e(1)

]
= kph e

(2),
[
kph × e(2)

]
= − kph e

(1). (5.9)

Знайдемо суму: ∑
α=1,2

[
kph × e(α)

]
= kph (e

(2) − e(1)). (5.10)

5.4. Матричний елемент випромiнювання

Розглянемо матричний елемент у виглядi:

Ffi ≡
⟨
kf

∣∣∣ Ŵ ∣∣∣ ki⟩ =

∫
ψ∗
f(r) Ŵ ψi(r) dr, (5.11)

де ψi(r) = |ki
⟩

i ψf(r) = |kf
⟩

— стацiонарнi хвильовi функцiї протон-ядерної

системи в початковому i-станi (тобто станi до випромiнювання фотона) i кiн-

цевому f -станi (тобто станi пiсля випромiнювання фотона). Пiдставляючи

оператор випромiнювання (5.8) у формулу (5.11), отримаємо

Ffi =
⟨
kf
∣∣ Ŵ ∣∣ ki⟩ =

= Zeff
e

mc

√
2πh̄c2

w

{
i
∑
α=1,2

e(α)
⟨
kf

∣∣∣ e−ikr ∇ ∣∣∣ ki⟩ −

− 1

2

∑
α=1,2

⟨
kf

∣∣∣e−ikrσ ·
[
e(α) ×∇

]∣∣∣ki⟩+ i
1

2

∑
α=1,2

[
k× e(α)

] ⟨
kf

∣∣∣e−ikrσ∣∣∣ki⟩}
або

Ffi =
⟨
kf
∣∣ Ŵ ∣∣ ki⟩ = Zeff

e

mc

√
2πh̄c2

w

{
pel + pmag,1 + pmag,2

}
, (5.12)
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де

pel = i
∑
α=1,2

e(α)
⟨
kf

∣∣∣ e−ikr ∇ ∣∣∣ ki⟩,
pmag,1 =

1

2

∑
α=1,2

⟨
kf

∣∣∣ e−ikr σ ·
[
e(α) ×∇

] ∣∣∣ ki⟩,
pmag,2 = −i 1

2

∑
α=1,2

[
k× e(α)

] ⟨
kf

∣∣∣ e−ikr σ ∣∣∣ ki⟩.
(5.13)

Таке визначення Ffi повнiстю узгодиться з позначеннями, використовувани-

ми у роботах [56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 87]:

Ffi = Zeff
e

m

√
2πh̄

w
· p (ki, kf),

p (ki, kf) =
∑
α=1,2

e(α),∗ p (ki, kf) =
∑

µ=−1,1

hµ ξ
∗
µ p (ki, kf),

p (ki, kf) =

⟨
kf

∣∣∣∣ e−ikr ∂∂r
∣∣∣∣ ki⟩ =

∫
ψ∗
f(r) e

−ikr ∂

∂r
ψi(r) dr.

(5.14)

Для квадрата матричного елемента випромiнювання одержуємо

|afi|2 = 2π T |Ffi|2 · δ(wf − wi + w). (5.15)

Використовуючи мультипольне розкладання векторного потенцiалу

електромагнiтного поля A, розрахуємо матричнi елементи (5.13) для сфе-

ричного ядра. Розрахунки таких матричних елементiв та їх диференцiйних

значень (по куту) достатньо складнi та їх приведено у Додатках Д.1– Д.4

[див. стор. 448–464]. Випишемо рiшення матричних елементiв [див. (Д.45),
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стор. 460]:

pel =

√
π

2

∑
lph

(−i)lph
√

2lph + 1 ×

×
∑
mi,mf

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi

[
i p

Mmimf

lph
+ p

Emimf

lph

]
,

pmag,1 = − 1

2

√
π

2

∑
lph

(−i)lph
√
2lph + 1 ·

∑
mi,mf

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

×

× CjiMi

limi1/2µi

∑
µ=±1

hµ

[
i p

Mmimf

lphµ
+ µ p

Emimf

lphµ

]
,

pmag,2 = −
√
π

8
k
∑
lph

(−i)lph
√
2lph + 1 ·

∑
mi,mf

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

×

× CjiMi

limi1/2µi

[
−1 + i

{
δµi,+1/2 − δµi,−1/2

}]
·
[
i p̃Mlph + p̃Elph

]
.

(5.16)

5.5. Кутова ймовiрнiсть випромiнювання фотонiв з iм-

пульсом kph

Вiдповiдно до (1.41) [див. стор. 49], визначимо диференцiальнi вiдносну й

абсолютну ймовiрностi випромiнювання так:

d2W (θf)

dwph d cos θf
=

Z2
eff h̄ e

2

2π c3

wph

m2

{
p (ki, kf)

d p∗(ki, kf , θf)

d cos θf
+ c. c.

}
, (5.17)

dP (θf)

dwph
=

d2W (θf)

dwph d cos θf
· Ei

h̄ c2 ki
=

=
Z2
eff e

2

2π c5
wphEi

m2 ki

{
p (ki, kf)

d p∗(ki, kf , θf)

d cos θf
+ c. c.

}
,

(5.18)

де c. c.— позначення комплексного спряження. На основi формули (5.12) роз-

пишемо (5.18), роздiливши рiзнi компоненти випромiнювання:

dP (θf)

dwph
=

dPel(θf)

wph
+
dPmag,1(θf)

wph
+
dPmag,2(θf)

wph
+
dPinterference(θf)

wph
,

(5.19)
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де

dPel(θf)

wph
=

Z2
eff e

2

2π c5
wphEi

m2 ki

{
pel (ki, kf)

d p∗el(ki, kf , θf)

d cos θf
+ c. c.

}
,

d Pmag,1(θf)

wph
=

Z2
eff e

2

2π c5
wphEi

m2 ki

{
pmag,1 (ki, kf)

d p∗mag,1(ki, kf , θf)

d cos θf
+ c. c.

}
,

d Pmag,2(θf)

wph
=

Z2
eff e

2

2π c5
wphEi

m2 ki

{
pmag,2 (ki, kf)

d p∗mag,2(ki, kf , θf)

d cos θf
+ c. c.

}
,

d Pinterference(θf)

wph
=

Z2
eff e

2

2π c5
wphEi

m2 ki
×

×
{
pel (ki, kf)

d
[
p∗mag,1(ki, kf , θf) + p∗mag,2(ki, kf , θf)

]
d cos θf

+

+ pmag,1 (ki, kf)
d
[
p∗el(ki, kf , θf) + p∗mag,2(ki, kf , θf)

]
d cos θf

+

+ pmag,2 (ki, kf)
d
[
p∗el(ki, kf , θf) + p∗mag,1(ki, kf , θf)

]
d cos θf

+ c. c.

}
.

(5.20)

Назвемо dPel електричною компонентою випромiнювання, dPmag,1 — магнi-

тною компонентою випромiнювання, dPmag,2 — корекцiєю магнiтної компо-

ненти випромiнювання, dPinterference — iнтерференцiйною компонентою ви-

промiнювання. Iнколи змiннi φf i θf у дужках цих функцiй будемо опускати.

Для опису гальмiвного випромiнювання, яке супроводжує зiткнення

протонiв на ядрах, будемо розглядати нормованi перерiзи

d2 σ

dwph d cos θf
= N0wph ·

{
p (ki, kf)

d p∗(ki, kf , θf)

d cos θf
+ c. c.

}
, (5.21)

де N0 — фактор нормування (нормуємо розрахунковий спектр на одне зна-

чення експериментальних даних) та в розрахунках матричних елементiв ми

будемо використовувати граничну умову для протон-ядерної хвильової фун-

кцiї пружного розсiювання до випромiнювання фотона.
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5.6. Протон-ядерний потенцiал

Для опису протон-ядерної взаємодiї ми використовуємо потенцiал V (r) =

vc(r) + vN(r) + vso(r) + vl(r), де vc(r), vN(r), vso(r) та vl(r) — кулонiвська,

ядерна, спiн-орбiтальна та вiдцентрова компоненти, що мають вигляд [148]:

vN(r) = − VR

1 + exp

{
r −RR

aR

} , vl(r) = l (l + 1)

2mr2
,

vso(r) = Vso q · l λ
2
π

r

d

dr

[
1 + exp

(r −Rso

aso

)]−1

,

vc(r) =


Ze2

r
, приr ≥ Rc,

Ze2

2Rc

{
3− r2

R2
c

}
, приr < Rc.

(5.22)

Вiзьмемо параметризацiю, введену Бечеттi (Becchetti) та Грiнлесом

(Greenlees) у роботi [148], що була протестована у великiй кiлькостi робiт:

VR = 54.0− 0.32E + 0.4Z/A1/3 + 24.0 I, Vso = 6.2,

RR = rRA
1/3, Rc = rcA

1/3, Rso = rsoA
1/3,

rso = 1.01 fm, aR = 0.75 fm, aso = 0.75 fm.

(5.23)

Тут I = (N −Z)/A, A та Z — числа нуклонiв та протонiв ядра, E — енергiя

протона у лабораторнiй системi, VR та Vso — сила ядерної та спiн-орбiтальної

компонент, визначенi у одиницях МеВ, Rc та RR — кулонiвський та ядерний

радiуси ядра, aR та aso — параметри дифузностi.

5.7. Результати

Проаналiзуємо, яку ймовiрнiсть гальмiвного випромiнювання фотонiв дає мо-

дель протонного розпаду ядер. Ймовiрнiсть випромiнювання визначається за

формулою (5.18). Потенцiал взаємодiї мiж протоном i ядром визначається

за формулами (5.22) з параметрами, що обчислюються за формулами (5.23).
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Хвильовi функцiї протон-ядерної системи у станах до й пiсля випромiнювання

фотона визначаються вiдносно такого потенцiалу у сферично симетричному

наближеннi. Граничнi умови й умова нормування визначаються, вiдповiдно

до (B.1)–(B.9) у [64]. При пiдборi протонних емiтерiв для розрахункiв та ана-

лiзу ми скористалися систематикою, що наведена у роботi [117] (див. Таблицю

II у цiй статтi). Так, у [64] були вiдiбранi ядра 157Ta, 161Re, 167Ir, 185Bi, що роз-

падаються зi стану 2s1/2 (при li = 0), ядра 109
53 I56, 112

55Cs57, що розпадаються

зi стану 1d5/2, i ядра 146
69 Tm77, 151

71 Lu80, що розпадаються зi стану 0h11/2 (при

li ̸= 0). Але у цьому роздiлi ми обмежимося одним ядром (виберемо 146
69 Tm77)

при li ̸= 0 (оскiльки такi розрахунки суттєво бiльш складнi, нiж для ядер

при li = 0), з метою зосередити свою увагу на пошук та вивчення нових фi-

зичних ефектiв, якi може дати ця модель (i вважаючи, що для iнших ядер

такi знайденi ефекти будуть подiбними). Для обраного ядра 146
69 Tm77 маємо

li = 5, lf = 4, Q = 1.140 МеВ (узято з [64]).

5.7.1. Електричне, магнiтне випромiнювання та кутовi спектри

Ми з’ясуємо, наскiльки є помiтним магнiтне випромiнювання на фонi повного

спектра (щоб зрозумiти, чи має сенс взагалi втрачати зусилля на його вивче-

ння). Результати розрахунку ймовiрностей випромiнювання при протонному

розпадi ядра 146Tm (при обраному кутi θ = 90◦ мiж напрямками руху протона

(з його тунелюванням пiд бар’єром) i випромiнювання фотона) представле-

нi на Рис. 5.1. На цих малюнках додано електричну i магнiтну компоненти

випромiнювання. Звiдси можна бачити, що магнiтне випромiнювання мен-

ше електричного. Але воно дає внесок близько 28 вiдсоткiв у повний спектр

[див. Рис. 5.1 (б)], тобто не є настiльки малим (щоб їм можна було нехтува-

ти) i його слiд ураховувати у подальших оцiнках спектрiв у розпадах ядер

з вильотом заряджених фрагментiв з ненульовим спiном. Однак, включення

магнiтної компоненти послаблює повну ймовiрнiсть випромiнювання: вiдпо-
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Рис.5.1 Повний спектр гальмiвного випромiнювання, електрична й магнiтна компоненти ви-

промiнювання, що визначаються за формулами (5.20) (при θ = 90◦): (а) повний спектр (суцiль-

на лiнiя), електрична компонента dpel (пунктирна лiнiя) i магнiтна компонента dpmag,1 (штрих-

пунктирна лiнiя), (б) вiдношення компонент до повного спектра (суцiльна лiнiя — вiдношення

dpel/dpfull, штрихова лiнiя — вiдношення dpmag,1/dpfull). Можна бачити, що магнiтне випромiню-

вання дає внесок близько 28 вiдсоткiв у дiапазонi енергiй 50–300 кеВ.

вiдно до Рис. 5.1 (б) (див. суцiльну синю лiнiю), включення магнiтної ком-

поненти у розрахунок визначається величиною Pel/Pfull ≃ 1.14, яка бiльше

одиницi. Цей ефект зменшення випромiнювання можна пояснити наявнiстю

чималої деструктивної iнтерференцiї мiж електричною i магнiтною компонен-

тами у всьому розглянутому дiапазонi енергiй випромiнювання. Вiдповiдно

до Рис. 5.1 (б), вiдноснi частини електричної й магнiтної компонент повного

спектра не змiнюються у залежностi вiд енергiї випромiненого фотона. За на-

шими оцiнками, корекцiя магнiтної компоненти dpmag,2 менше вiд електричної

й магнiтної компонентiв у 106 разiв (тому далi ми будемо нехтувати таким

випромiнюванням).

З’ясуємо, чи можливо суттєве зростання магнiтного випромiнювання

вiдносно електричного при деяких значеннях кута θ мiж напрямком випро-

мiнення фотона, та напрямком вильоту протона. На Рис. 5.2 представленi

кутовi розподiли електричного i магнiтного випромiнювання при протонно-

му розпадi 146Tm. Звiдси можна бачити, що з ростом значення кута електри-
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Рис.5.2 Кутовi розподiли гальмiвного випромiнювання фотонiв при протонному розпадi ядра
146Tm: (а) електрична компонента випромiнювання dpel, обчислена при рiзних енергiях випро-

менених фотонiв; (б) електрична компонента dpel (суцiльна лiнiя) i магнiтна компонента dpmag,1

(штрихова лiнiя) для обраної енергiї фотона 200 кеВ. Можна бачити, що обидва спектра пропор-

цiйно зростають з ростом кута.

чна й магнiтна компоненти зростають пропорцiйно. З Табл. 5.1 ясно видно,

що видiлити значення кута, при яких магнiтне випромiнювання максимальне

сильно проявляється на фонi електричного, не вдається.

5.7.2. Як саме змiнюються електричне й магнiтне випромiнювання

у залежностi вiд вiдстанi мiж протоном i дочiрнiм ядром?

У релятивiстських моделях випромiнювання у зiткненнях нуклонiв мiж со-

бою та з ядрами (при промiжних енергiях) розрахунки переважно виконую-

ться у iмпульсному представленнi. Такi пiдходи практично втрачають iнфор-

мацiю про те, наскiльки сильним є випромiнювання у залежностi вiд вiдстанi

мiж центрами мас двох ядерних фрагментiв. Однак, iстотно думати, що фо-

тони випромiнюються з рiзною iнтенсивнiстю у залежностi вiд цiєї вiдстанi.

Можна припустити, що електричнi й магнiтнi фотони випромiнюються по-

рiзному у залежностi вiд вiдстанi. Поставимо наступнi запитання:

1. Може магнiтне випромiнювання бути сильнiшим вiд електричного?

2. Як змiнюються електричне й магнiтне випромiнювання у залежностi вiд
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Ймовiрнiсть випромiнювання

Кут Електрична Магнiтна dpmag,1/dpel

θ компонента dpel компонента dpmag,1

10◦ 1.704 · 10−14 4.198 · 10−15 0.24630

20◦ 2.580 · 10−13 6.357 · 10−14 0.24636

30◦ 1.192 · 10−12 2.940 · 10−13 0.24647

40◦ 3.329 · 10−12 8.212 · 10−13 0.24665

50◦ 6.952 · 10−12 1.716 · 10−12 0.24692

60◦ 1.188 · 10−11 2.939 · 10−12 0.24730

70◦ 1.727 · 10−11 4.281 · 10−12 0.24779

80◦ 2.158 · 10−11 5.361 · 10−12 0.24841

90◦ 2.319 · 10−11 5.779 · 10−12 0.24916

Табл. 5.1. Електрична й магнiтна компоненти випромiнювання у залежностi

вiд кута θ мiж напрямками вильоту протона i випромiнювання фотона при

енергiї фотона 200 кеВ. Можна бачити, що вiдношення магнiтного випро-

мiнювання до електричного практично не змiнюється при змiнi цього кута.
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вiдстанi мiж протоном i ядром?

3. Яке електричне i магнiтне випромiнювання з областi тунелювання?

Введемо новi визначення ймовiрностей випромiнювання гальмiвних

фотонiв з обраної просторової областi. У представленому формалiзмi випро-

мiнювання у залежностi вiд вiдстанi визначається за радiальними iнтегра-

лами J1 (li, lf , n), J2 (li, lf , n) i J3 (li, lf , n) у (Д.49) i (Д.51) [див. стор. 461],

де iнтегрування виконується по всьому просторовому дiапазону. Тому, щоб

одержати випромiнювання лише з довiльно обраного iнтервалу r ∈ [r1, r2],

ми розглянемо iнтеграл вигляду

Jm(li, lf , n; r1, r2) =

∫
r1

r2fm(r) dr, (5.24)

деm = 1, 2, 3 i fm(r) — пiдiнтегральна функцiя вiдповiдного радiального iнте-

грала Jm (li, lf , n), визначеного у (Д.49) або (Д.51). Зокрема, Jm (li, lf , n; r1, r2)

переходить у Jm (li, lf , n) при r1 → 0 i r2 → +∞. Тепер, щоб розглянути ви-

промiнювання з достатньо малої областi ∆r при обранiй вiдстанi r, одержимо

Jm (li, lf , n; r, r +∆r) =

∫
r

r +∆rfm(r
′) dr′. (5.25)

Звiдси визначимо амплiтуду ймовiрностi випромiнювання вiд вiдстанi r

Jm(li, lf , n; r) = lim
∆r→0

Jm(li, lf , n; r, r +∆r)

∆r
= lim

∆r→0

1

∆r

∫
r

r +∆rfm(r
′)dr′ =

= lim
∆r→0

1

∆r
fm(r)

∫
r

r +∆rdr′ = fm(r) lim
∆r→0

1

∆r
∆r = fm(r).

(5.26)

Далi, матричнi елементи й ймовiрнiсть випромiнювання з вже включеною за-

лежнiстю вiд вiдстанi r ми визначимо так, як i ранiше, де замiсть радiальних

iнтегралiв Jm (li, lf , n) скористаємося введеними Jm (li, lf , n; r). Для позначе-

ння нових величин, що вже залежать вiд вiдстанi r, ми будемо включати

змiнну r у дужки вiдповiдних символiв.
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На Рис. 5.3 та Рис. 5.6 показана поведiнка магнiтної компоненти

dpmag,1(r) на фонi електричної dpel(r) у залежностi вiд вiдстанi r. Видно,

що поведiнка обох функцiй є подiбною: у зовнiшнiй областi вони осцилюють

(маючи максимуми i ями у близьких просторових областях), тодi як в областi

тунелювання мають монотонний характер з можливою однiєї ямою. У цiлому,

магнiтне випромiнювання подавлює повне випромiнювання на всiй просторо-

вiй областi. Випромiнювання iз внутрiшньої областi до бар’єра є найбiльш

слабким, а iз зовнiшньої областi — найбiльш сильним.
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Рис.5.3 Поведiнка магнiтної компоненти dpmag,1(r) i електричної компоненти dpmag,1(r) випро-

мiнювання у залежностi вiд вiдстанi r мiж протоном та центром мас дочiрнього ядра при енергiї

200 кеВ випромiненого фотона (при θ = 90◦). (а) Магнiтна компонента dpmag,1(r) (штрихова лi-

нiя) i електрична компонента dpel(r) (суцiльна лiнiя) в областi до 250 фм. Видно, що на зовнiшнiй

областi за бар’єром обидвi функцiї осцилюють однаково, тодi як в областi тунелювання вони зна-

чно менше. (б) Магнiтна компонента dpmag,1(r) (штрихова лiнiя) i електрична компонента dpel(r)

(суцiльна лiнiя) в областi тунелювання (до 80 фм). Видно, що в цiй областi обидвi функцiї мають

монотонну поведiнку (з можливою однiєї ямою, але без єдиної осциляцiї). При виходi за межi

бар’єра в зовнiшню область починається перша осциляцiя з наступним рiзким зростаючим пi-

ком (що вказує на бiльш сильне випромiнювання iз зовнiшньої областi в порiвняннi з областю

тунелювання, тобто при тунелюваннi випромiнювання слабкiше). Також видно, що при виходi з

областi бар’єра у внутрiшню область (близько 12 фм) починається сильний спад обох функцiй (з

осциляцiями) — це вказує на надзвичайно мале випромiнювання iз просторової областi ядра.

Змiна корекцiї магнiтної компоненти dpmag,2(r) на фонi електричної

dpel(r) у залежностi вiд вiдстанi r показана на Рис. 5.5. У цiлому, вона ви-
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Рис.5.4 Вiдношення магнiтної компоненти до електричної dpmag,1(r) / dpel(r) (суцiльна лiнiя).

Видно, що це спiввiдношення зберiгається у всьому дiапазонi вiдстаней, однаково як в областi

тунелювання, так i в зовнiшнiй областi.

являється суттєво слабкiшою. Цiкаво вiдзначити, що в областi тунелювання

вона постiйно зростає, на вiдмiну вiд електричної й магнiтної компонент (див.

Рис. 5.6). Це викликає рiзкий пiк функцiї dpmag,2(r) / dpel(r) при виходi з обла-

стi бар’єра, як показано на Рис. 5.5 (б). Цей пiк мiг би викликати iнтерес,

оскiльки вiн виникає близ другої точки повороту, тобто указує на зовнiшню

просторову границю бар’єра. Але, на жаль, цей пiк надзвичайно слабкий (на

фонi повного спектра), для того щоб можна було далi шукати якi-небудь мо-

жливi способи його експериментального виявлення.

5.7.3. Спектри випромiнювання при енергiї фотонiв поблизу нуля

З’ясуємо, як саме веде себе спектр, коли енергiя фотонiв прямує до нуля. Чи

спектр безмежно зростає або прямує до деякої скiнченої величини?

Для фотонiв низьких енергiй прийнято видiляти два основнi пiдходи.

Перший пiдхiд починається з вiдомої роботи [176], написаної Лоу (Low), та вiн

заснований на застосуваннi теореми для м’яких фотонiв (soft-photon theorem)

на всi процеси ядерного гальмiвного випромiнювання. Другий пiдхiд засно-

ваний на застосуваннi наближення Фешбаха й Эннi [177], яке є бiльш ефе-
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Рис.5.5 Поведiнка корекцiї магнiтної компоненти випромiнювання dpmag,2(r) у залежностi вiд

вiдстанi r мiж протоном та центром мас дочiрнього ядра при енергiї 200 кеВ випромiненого

фотона (при θ = 90◦). (а) Корекцiя магнiтної компоненти dpmag,2(r)× 106 (штрихова лiнiя) i еле-

ктрична компонента dpel(r) (суцiльна лiнiя) в областi до 250 фм. Видно, що на зовнiшнiй областi

за бар’єром обидвi функцiї осцилюють однаково, тодi як в областi тунелювання (до 80 фм) вони

значно менше. (б) Вiдношення корекцiї магнiтної компоненти до електричної dpmag,2(r) / dpel(r).

Можна бачити, що спостерiгається рiзкий пiк близько до 80 фм (що вiдповiдає зовнiшнiй точцi

повороту).
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Рис.5.6 Корекцiя магнiтної компоненти dpmag,2(r) × 105 (штрихова лiнiя) i електрична компо-

нента dpel(r) (суцiльна лiнiя) в областi тунелювання. Видно, що в областi тунелювання цi двi

функцiї поводяться принципово по рiзному. Цим можна пояснити наявнiсть пiка у кривiй на

попередньому рисунку 5.6 (б).
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ктивним поблизу резонансiв (див. також [25]). Однак, як було вiдзначено у

[25] (див. стор. 376), iснує й iнший шлях розвитку цiєї теорiї — потенцiальний,

до якого можна вiднести й нашу модель. Вiдповiдно до теорiї квантової еле-

ктродинамiки, при прямуваннi енергiї фотонiв до нуля виникає розбiжнiсть у

розрахунку матричного елемента (вiдома у лiтературi за назвою “iнфрачер-

вона катастрофа”, див. стор. 258–273 у [161]; стор. 194–200 у [178]; стор. 194,

225, 231 у [113]). Однак, у нашому пiдходi ми одержуємо збiжнi iнтеграли й

кiнцеве значення ймовiрностi гальмiвного випромiнювання. Тобто нiякої iн-

фрачервоної катастрофи не iснує у нашому пiдходi. Наприклад, розглянемо

перший iнтеграл у (Д.49) [див. стор. 461] при n = 0 та wph → 0:

lim
wph→0

J1 (li, lf , n = 0) = lim
wph→0

R0=1/k∫
0

dri(r, li)

dr
R∗
f(lf , r) j0(kr) r

2dr +

+ lim
wph→0

+∞∫
R0=1/k

dri(r, li)

dr
R∗
f(lf , r) j0(kr) r

2dr.

(5.27)

При wph → 0 маємо j0(kr) = sin(kr)/(kr) → 1 (k = wph/c). Перший доданок

збiгається (вiдповiдно до обраних граничних умов, χf(r) = 0 при r = 0, де

Rf(r) = χf(r)/r). Другий доданок не включає малi енергiї фотона (k > 1/R0)

i тому є звичайним iнтегралом у розрахунках, тобто збiгається. Аналогiчний

результат отримується при довiльному n i для J2(li, lf , n), J̃ (li, lf , n). На цiй

основi, усi матричнi елементи pel, pmag,1 i pmag,2 (i кутовi матричнi елементи)

збiгаються при довiльному виборi квантових чисел li, lf . Вiдповiдно до (5.18),

маємо

lim
wph→0

dP (φf , θf)

dΩph d cos θf
= lim

wph→0

Z2
eff e

2

2π c5
wphEi

m2 ki

{
p (ki, kf)

d p∗(ki, kf ,Ωf)

d cos θf
+ c. c.

}
= 0.

(5.28)

На Рис. 5.7 показано спектри фотонiв до 2.5 кеВ. При прямуваннi енергiї

фотонiв до нуля ймовiрнiсть випромiнювання зростає, плавно досягаючи ма-

ксимуму, потiм знижується (dp → 0 при w → 0). Скiнчений максимум при
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Рис.5.7 Спектри фотонiв бiлянульових енергiй (до 2.5 кеВ): (а) повний спектр (суцiльна лiнiя),

електрична компонента dpel (штрихова лiнiя) i магнiтна компонента dpmag,1 (штрих-пунктирна

лiнiя) при θ = 90◦; (б) повний спектр у залежностi вiд кута θ (суцiльна лiнiя — для θ = 90◦,

штрих-пунктирна лiнiя — для θ = 75◦, штрихова лiнiя — для θ = 60◦, коротка пунктирна лiнiя

— для θ = 45◦, коротка штрих-пунктирна лiнiя — для θ = 30◦, коротка штрихова лiнiя — для

θ = 15◦).

1,5 кеВ вказує на вiдсутнiсть iнфрачервоної катастрофи у цiй моделi.

5.7.4. Спектри у розсiяннi протонiв промiжних енергiй на ядрах

Проаналiзуємо розсiяння протонiв промiжних енергiй на ядрах. Будемо обчи-

слювати перерiз випромiнювання за формулою (5.21) [див. стор. 128], норму-

ємо спектр на одну точку експериментальних даних. Потенцiал взаємодiї мiж

протоном i ядром визначимо як для протонного розпаду ядер4. На Рис. 5.8

показано розрахунки для p +9 Be, p +12 C i p +208 Pb при енергiї протонiв

Tlab = 140 МеВ у порiвняннi з експериментальними даними й розрахунками

за iншими моделями. З Рис. 5.8 (а) видно, що модель у цьому Роздiлi не гiр-
4Труднощi у досягненнi збiжностi у комп’ютерних розрахунках є ключовою проблемою при отриманнi

достовiрних значень перерiзiв випромiнювання. На думку автора, ця проблема є одною з основних причин,

чому потенцiальнi пiдходи до визначення спектрiв випромiнювання при промiжних енергiях не розвиненi

на належному рiвнi дотепер. Щоб досягти збiжностi, при одержаннi спектрiв на Рис. 5.8 i 5.9 на радiальнiй

областi вiд Ras до Rmax був застосований пiдхiд, описаний у Додатку роботи [63]. Для бiльшої ясностi,

використано однаковi значення параметрiв: Ras = 0. 9×(RR+7aR), Rmax обране таким, щоб його подальше

збiльшення не мiняє спектр помiтно, RR i aR — параметри потенцiалу за формулою (29) у [64].
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Рис.5.8 Перерiзи випромiнювання у зiткненнях протонiв з ядрами у лабораторнiй системi вiд-

лiку при енергiї протонiв Tlab = 140 МеВ (обрано кут випромiнювання фотонiв ϑ = 90◦): (а)

Зiставлення розрахункiв для p+9Be на основi моделi, викладеної у цьому роздiлi (суцiльна лiнiя

— повний спектр, штрих-пунктирна лiнiя — електрична компонента випромiнювання, штрихо-

ва лiнiя — магнiтна компонента випромiнювання), з результатами роботи (Nakayama 1986: [179],

коротка штрихова лiнiя), результатами роботи (Nakayama 1989: [162], штрих-двiчi пунктирна лi-

нiя) i експериментальними даними (Edington 1966: [180]); (б, в) Зiставлення розрахункiв для

p+12 C i p+208 Pb на основi моделi, викладеної у цьому роздiлi (суцiльна лiнiя — повний спектр,

штрих-пунктирна лiнiя — електрична компонента випромiнювання, штрихова лiнiя — магнiтна

компонента випромiнювання) з обчисленнями Ремiнгтона, Блана й Бертча у роботi (Remington

1987: [181], штрих-двiчi пунктирна лiнiя — обчислення у формалiзмi майстер-рiвняння iз застосу-

ванням квазiкласичної формули для перерiзу гальмiвного випромiнювання, коротка пунктирна

лiнiя — перерiз, отриманий на основi квазiкласичної формули iз множенням на фактор 2 для

обмiну мезонами, i коротка штрихова лiнiя — квантовi розрахунки перерiзу гальмiвного випро-

мiнювання) i експериментальними даними (Edington 1966: [180]).
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ше описує експериментальнi данi [180] для p +9 Be для енергiй вiд 20 МеВ

до 120 МеВ у порiвняннi з результатами, отриманими Накаямою i Бертчем у

роботi [179], обчисленнями Накаями у роботi [162]. На малюнку (б) досягнуто

непоганої згоди мiж розрахунками та експериментальними даними [180] для

p+12C у порiвняннi з розрахунками Ремiнгтона (Remington), Блана (Blann) i

Бертча у роботi [181]. Порiвняння з розрахунками авторiв цiєї роботи (пред-

ставленими на Рис. 1 у тiй роботi) показує: для фотонiв аж до 90 МеВ на-

ша крива ближче розташована до спектра у формалiзмi майстер-рiвняння iз

застосуванням квазiкласичної формули для перерiзу випромiнювання (див.

штрих-двiчi пунктирну лiнiю на цьому малюнку), i спектра на основi квазi-

класичної формули iз множенням на множник 2 для обмiну мезонами (див.

коротку пунктирну лiнiю на малюнку). Вiд 90 до 120 МеВ досягнуто кращої

згоди з експериментом у порiвняннi з результатами [181]. Перевага резуль-

татiв моделi цього роздiлу iз квантовими розрахунками у роботi [181] (див.

коротку штрихову лiнiю на малюнку) пiдтверджується для високих енергiй.

На малюнку (в) зiставлено нашi розрахунки та результати роботи [181] для

p+208 Pb.

На Рис. 5.9 показано перерiзи випромiнювання по моделi для розсiя-

ння p +9 C, p +64 Cu i p +107 Ag у порiвняннi з експериментальними дани-

ми [182] при енергiї протонiв Tlab = 72 МеВ. Тут показано повний спектр

за формулою (5.21) i скоректований спектр за формулою (5.21) (вiдповiдно

до формули (13) у роботi [31]). Порiвняння iз квантовими розрахунками у

[31] (див. Рис. 1 у тiй роботi) вказує на бiльшу збiжнiсть обчислень на основi

моделi у цьому роздiлi. Роль мультипольних компонент у кутовому аналiзi є

iстотним продовженням таких дослiджень, що викладено у Додатку Д.5 [див.

стор. 464].
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Рис.5.9 Перерiзи випромiнювання у розсiяннi протонiв на ядрах при енергiї протонiв Tlab =

72 МеВ (у розрахунках обрано кут випромiнювання фотонiв ϑ = 90◦): Порiвняння для p +12 C

(а), p+64 Cu (б) i p+107 Ag (в) мiж повним перерiзом, отриманим за формулою (5.21) (штрихова

двiчi-пунктирна лiнiя), скоректованим перерiзом, отриманим за формулою (5.21), з роздiленням

на kf (суцiльна лiнiя) i експериментальними даними (Kwato 1988: [182]). На малюнках додано

електричну компоненту (штрих-пунктирна лiнiя) i магнiтну компоненту (штрихова лiнiя).
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5.8. Головнi результати i висновки до Роздiлу 5

У Роздiлi викладено нову модель гальмiвного випромiнювання фотонiв, що

супроводжує протонний розпад ядер i зiткнення протонiв з ядрами у дiапа-

зонi вiд бiлянульових до промiжних енергiй [65]. Модель включає спiновий

формалiзм, потенцiальний пiдхiд до опису взаємодiї протонiв з ядрами, а опе-

ратор випромiнювання включає компоненту магнiтного випромiнювання. За

допомогою цiєї моделi дослiджено роль магнiтного випромiнювання, що вхо-

дить у повний спектр випромiнювання при протонному розпадi. Для таких

дослiджень обрано ядро 146Tm. Вперше отримано наступне.

1. Для фотонiв вiд 50 до 300 кеВ магнiтне випромiнювання дає внесок близ

28 вiдсоткiв у спектр (див. Рис. 5.1), тобто виявляється не малим та

його слiд враховувати в оцiнках спектрiв випромiнювання в розпадах

ядер з вильотом заряджених фрагментiв з ненульовим спiном. Однак,

включення магнiтної компоненти у розрахунок подавлює повну ймовiр-

нiсть випромiнювання: таке послаблення випромiнювання визначається

величиною Pel/Pfull ≃ 1.14, що є бiльшою одиницi. Цей ефект послабле-

ння випромiнювання можна пояснити наявнiстю чималої деструктивної

iнтерференцiї мiж електричною та магнiтною компонентами в усьому

розглянутому дiапазонi енергiй випромiнювання. Вiдноснi частинки еле-

ктричної й магнiтної компонент у повному спектрi не змiнюються при

змiнi енергiї випромененого фотона. Корекцiя до магнiтної компоненти

dpmag,2 у 106 разiв менше нiж електрична та магнiтна компоненти.

2. З ростом кута θ мiж напрямками руху протона, що вилiтає, i випромiню-

вання фотона електрична й магнiтна компоненти зростають пропорцiйно

(див. Рис. 5.2), а вiдношення мiж ними зберiгається (див. Табл. 5.1). То-

му видiлити значення кута, при якому магнiтне випромiнювання значно

сильнiше проявляється на фонi електричного, не вдається.
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3. Магнiтна компонента dpmag,1(r) залежить вiд вiдстанi r мiж центрами

мас протона й ядра подiбно до електричної компоненти dpel(r) (їх вiдно-

шення не змiнюється на вiдстанi вiд 5 до 250 фм). У зовнiшнiй областi

магнiтна компонента dP̃mag,1 i електрична компонента dP̃el осцилюють

(маючи максимуми i ями у близьких радiальних координатах), в обла-

стi тунелювання вони мають монотонний характер з однiєї ямою (див.

Рис. 5.3). Магнiтне випромiнювання послаблює повне випромiнювання

на всiй просторовiй областi. Випромiнювання iз внутрiшньої областi до

бар’єра є найбiльш слабким, iз зовнiшньої областi — найбiльш сильним.

4. Змiна корекцiї магнiтної компоненти dpmag,2(r) суттєво менше електри-

чної dpel(r) (див. Рис. 5.5). В областi тунелювання вона монотонно зро-

стає, тодi як електрична i магнiтна компоненти мають рiзкий пiк функцiї

dpmag,2(r)/dpel(r) близ 80 фм при виходi з бар’єра.

5. При прямуваннi енергiї фотонiв до нуля ймовiрнiсть випромiнювання

зростає, досягаючи максимуму (при енергiї фотона менш 1,5 кеВ), потiм

монотонно знижується до нуля (див. Рис. 5.7). Кутовий розподiл випро-

мiнювання є подiбним до вивченого вище у дiапазонi вiд 50 до 350 кеВ.

Iнфрачервоної катастрофи у такому пiдходi не iснує.

Вiдзначимо, що модель у цьому Роздiлi успiшно описує випромiнювання фо-

тонiв промiжних енергiй при розсiяннi протонiв на ядрах 9Be, 12C i 208Pb

при енергiї протонiв Tlab = 140 МеВ (для енергiй фотонiв до 120 МеВ, див.

Рис. 5.8), та ядрах 9C, 64Cu i 107Ag при енергiї протонiв Tlab = 72 МеВ (для

енергiї фотонiв до 60 МеВ, див. Рис. 5.9).
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РОЗДIЛ 6

НОВИЙ МЕТОД ВИЗНАЧЕННЯ ПРОТОН-ЯДЕРНОЇ

ВЗАЄМОДIЇ З АНАЛIЗУ ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИХ

СПЕКТРIВ ГАЛЬМIВНОГО ВИПРОМIНЮВАННЯ

6.1. Вступ

Оптична модель грає суттєву роль у теорiї ядерних реакцiй. Усi фiзичнi аспе-

кти повиннi бути врахованi при побудовi цiєї теорiї, з метою досягти опису

експериментальних даних найкращим чином, включаючи взаємодiю мiж ну-

клонами, динамiку реакцiй, нелокальнi квантовi властивостi тощо. Важли-

вим є обрання численних методiв, наближень, граничних умов, що застосо-

вуються у розрахунках перерiзiв. Однак, iнодi застосування рiзних вхiдних

параметрiв можуть призвести до близьких або навiть однакових перерiзiв.

Такi невизначеностi виявляються також у параметрах потенцiалiв взаємодiї.

У такiй ситуацiї аналiз гальмiвного випромiнювання вiдкриває неза-

лежний шлях до здобуття нової iнформацiї про потенцiали взаємодiї. Тут,

випромiнюванню фотонiв при розсiяннi протонiв на ядрах вже було придiле-

но достатньо уваги. За тривалий час вимiрювалися перерiзи випромiнювання

фотонiв у реакцiях з протонами [180, 183, 182, 2, 3, 4, 25, 97, 184, 5, 6], та

розроблялися моделi з метою визначити фотони [179, 162, 185, 186, 163, 164,

165, 166, 167, 168, 169, 170, 171, 172, 173, 174, 175, 64, 29]. Зокрема, спектри

фотонiв залежать вiд динамiки розсiяння протона на ядрi, яка визначається

взаємодiєю мiж протоном i ядром. Однак, отримати iнформацiю про таку

взаємодiю з аналiзу спектрiв випромiнювання ще не вдавалося.

Проблема полягає у тому, що щоб отримати достовiрнi значення пара-

метрiв потенцiалу взаємодiї, необхiдно досягти надвисоку точнiсть визначе-
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ння спектрiв; але збiжнiсть розрахункiв дуже слабка. Таку проблему вiдзна-

чали дослiдники (див., наприклад, роботу [31]), хто виконував розрахунки з

реалiстичними потенцiалами взаємодiї. Додаткова вказiвка — це вiдсутнiсть

будь-якої ясної iнформацiї у лiтературi про визначення параметрiв потен-

цiалiв саме таким шляхом в той час, коли iсторiя дослiджень гальмiвного

випромiнювання у ядернiй фiзицi є дуже тривалою. У Роздiлi представлено

новий пiдхiд до вирiшення такої проблеми для розсiяння протонiв на ядрах.

У даному Роздiлi аналiз починається з реакцiї p + 208Pb, яку ранi-

ше було вивчено декiлькома групами дослiдникiв (див., роботи [180, 184, 4]).

Так, автори робiт [184, 4] спостерiгали плато у виглядi горбу округлої форми

(hump-shaped plateau) у експериментальних даних при малих енергiях фото-

нiв, що суттєво вiдрiзняється вiд традицiйної форми спектра експоненцiаль-

ного характеру для гальмiвного випромiнювання, яке ранiше було експерiмен-

тально виявлено Едiнгтоном (Edington) та Росом (Rose) у роботi [180]. Бiльш

ретельнi вимiри випромiнювання фотонiв при розсiяннi протонiв на ядрах

було проведено колаборацiєю TAPS [6], результати яких ясно пiдтвердили

iснування такого плато у спектрах. З метою з’ясувати таку незвичайну пове-

дiнку спектра випромiнювання при малих енергiях фотонiв, виникла гiпотеза

врахувати внутрiшню динамiку нуклонiв та зiткнення мiж ними. У такому

напрямку ранiше Накаяма (Nakayama) та Бертч (Bertsch) визначили суттєву

роль нуклон-нуклонної взаємодiї у гальмiвному випромiнюваннi при протон-

ядерному розсiяннi [179, 162, 185]. Однак, вимiри випромiнювання гальмiвних

фотонiв при α-розпадi вказують на вiдсутнiсть такого плато округлої форми

у спектрах [21, 187]. Спiвiснування двох принципово рiзних типiв випромi-

нювання фотонiв вимагає бiльш глибокого дослiдження внутрiшньо-ядерних

процесiв у ядрах, що можуть формувати випромiнювання фотонiв. З метою

з’ясувати цi питання, у даному Роздiлi розвивається новий багато-нуклонний

формалiзм, якого не враховано у Роздiлi 5.
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6.2. Модель

6.2.1. Узагальнене рiвняння Паулi для багатонуклонної системи

Вiдповiдно до (5.1) Роздiлу 5 (див. стор. 123), гамiльтонiан розсiяння протона

на ядрi, що складається з A нуклонiв, можна записати так:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥγ, (6.1)

де

Ĥ0 =
A+1∑
i=1

1

2mi
p2
i + V (r1 . . . rA+1),

Ĥγ =
A+1∑
i=1

{
− zie

mic
pi ·Ai +

z2i e
2

2mic2
A2
i −

zieh̄

2mic
σ · rotAi + zieAi,0

}
.

(6.2)

Тут mi та zi — маса та електричний заряд нуклона з номером i, pi =

−ih̄d/dri — оператор iмпульсу для нуклона з номером i, V (r1 . . . rA+1) — за-

гальна форма потенцiалу взаємодiї мiж нуклонами, σ — матрицi Паулi, Ai =

(Ai, Ai,0) — потенцiал електромагнiтного поля, що формується нуклоном з

номером i. Введемо координати центрiв мас для ядра RA =
∑A

j=1mj rAj/mA,

координати центра мас повної системи R = (mARA +mprp)/(mA +mp), вiд-

носнi координати ρAj = rj −RA та r = rp −RA. Отримаємо новi незалежнi

змiннi R, r та ρAj (j = 1 . . . A− 1)

R =
1

mA +mp

{
A∑
j=1

mAj rAj +mp rp

}
,

r = rp −
1

mA

A∑
j=1

mAj rAj,

ρAj = rAj −
1

mA

A∑
k=1

mAk rAk,

(6.3)
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та знаходимо оператори вiдповiдних iмпульсiв

pp = −ih̄ d

drp
=

mp

mA +mp
P+ p,

pAj = −ih̄ d

drAj
=

=
mAj

mA +mp
P− mAj

mA
p+

mA −mAj

mA
p̃Aj −

mAj

mA

A−1∑
k=1,k ̸=j

p̃Ak,

(6.4)

де P = −ih̄d/dR, p = −ih̄d/dr, p̃Aj = −i h̄d/dρAj, mp та mA — маси

протона, що розсiюється на ядрi, та ядра. Ми знаходимо кiнетичну енергiю

незбуреного гамiльтонiана (при наближеннi
A∑
j=1

mAj = mA):

A+1∑
i=1

1

2mi
p2
i =

1

2 (mA +mp)
P2 +

mA +mp

2mpmA
p2 + T̂nucl. (6.5)

Перший член у правiй частинi отриманого рiвняння являє собою кiнетичну

енергiю руху повної протон-ядерної системи, другий член — кiнетичну енер-

гiю вiдносного руху протона вiдносно ядра, та останнiй член T̂nucl — кiнетичну

енергiю внутрiшнього руху нуклонiв у ядрi, що має вигляд:

T̂nucl =
A−1∑
j=1

1

2mAj
p̃2
Aj −

1

2mA

{
A−1∑
k=1

p̃Ak

}2

. (6.6)

Будемо вивчати оператор випромiнювання для системи, що складає-

ться з протона та ядра у лабораторнiй системi, що дає найбiльш вагомий

внесок у повний спектр випромiнювання:

Ĥγ = − zp e

mpc
A(rp, t) · p̂p −

A∑
j=1

zj e

mjc
A(rj, t) · p̂j. (6.7)

Тут векторний потенцiал A(rs, t) описує випромiнювання фотона, яке фор-

мується нуклоном з номером s (s = p — для протона, s = j — для нуклонiв

ядра). Використовуючи його представлення (5.4) [також див. (5) з роботи [65],
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для оператора випромiнювання ми отримаємо:

Ĥγ = − e

√
2πh̄

wph

∑
α=1,2

e(α),∗ e
−ik·
[
R−

mp

M +mp
r
]{

1

M +mp

[
e−ik·r zp +

A∑
j=1

zAj e
−ik·ρAj

]
P +

+

[
e−ik·r zp

mp
− 1

M

A∑
j=1

zAj e
−ik·ρAj

]
p+

A−1∑
j=1

zAj

mAj
e−ik·ρAj p̃Aj − 1

M

[ A∑
j=1

zAj e
−ik·ρAj

] A−1∑
k=1

p̃Ak

}
,

(6.8)

де зiрочка означає комплексне спряження, e(α) — одиничнi вектори поляри-

зацiї випромiненого фотона (e(α),∗ = e(α)), k — хвильовий вектор фотона, та

wph = k c =
∣∣k∣∣ c. Вектори e(α) перпендикулярнi до k у кулонiвському калi-

бруваннi [див. властивостi цих векторiв у попередньому Роздiлi 5.3, стор. 124].

6.2.2. Хвильова функцiя багатонуклонної системи

Перейдемо до бiльш загального представлення хвильової функцiї протон-

ядерної системи, нiж було введено у Роздiлi 5. Гальмiвне випромiнювання

фотонiв у реакцiях при описi ядер на багатонуклонному рiвнi було дослiдже-

но (наприклад, див. роботи [159, 160, 188, 189, 194, 190, 191, 192, 193]). Але

такий формалiзм був сфокусований на опис ядерних систем з малою кiлькi-

стю нуклонiв. Для дослiджень середнiх та важких ядер легше буде викори-

стати нашi попереднi розробки (де було досягнуто найбiльш гарної згоди в

описi iснуючої експериментальної iнформацiї для протон-ядерного розсiяння

у порiвняннi з iншими вiдомими пiдходами, див. [65]).

Випромiнювання гальмiвних фотонiв виникає у наслiдок вiдносного

руху нуклонiв повної ядерної системи. Однак, ми вважаємо, що найбiльш

iнтенсивне випромiнювання фотонiв формується у наслiдок вiдносного руху

протона вiдносно ядра. Тобто, перш за все, має сенс представити повну хви-

льову функцiю через координати вiдносного руху цих об’єктiв. Ми визначимо

хвильову функцiю повної ядерної системи як

Ψs = Φs(R) · Φp−nucl,s(r) · ψnucl,s(βA), Φs(R) = Ns e
−iKs·R, (6.9)
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де s = i або f (iндекси i та f означають початковий стан, тобто стан перед

випромiнюванням фотона, та кiнцевий стан, тобто стан пiсля випромiнюва-

ння фотона), Ks — повний iмпульс протон–ядерної системи (у лабораторнiй

системi), Φs(R) — хвильова функцiя, що описує еволюцiю центру мас повної

ядерної системi у лабораторнiй системi, Φp−nucl,s(r) — функцiя, що описує вiд-

носний рух (з можливим тунелюванням при пiдбар’єрних енергiях) протона

вiдносно ядра (без опису внутрiшнього вiдносного руху (еволюцiї) нуклонiв

у ядрi), ψnucl,s(β) — багатонуклонна функцiя, що описує внутрiшнi стани ну-

клонiв у ядрi (вона визначає просторовi стани на основi вiдносних вiдстаней

ρ1 . . .ρA нуклонiв ядра вiдносно центру мас ядра, та спiн-iзоспiновi стани та-

кож), βA — множина номерiв 1 . . . A нуклонiв ядра. Ns — фактор нормування,

який буде визначено далi.

Вiдносний рух нуклонiв ядра не повинен давати суттєвого впливу

на стани розсiяння протона вiдносно ядра як цiлого об’єкта, та тому таке

представлення повної хвильової функцiї можна розглянути як наближення.

Однак, внутрiшнiй рух нуклонiв вiдносно один одного в ядрi дає власний вне-

сок у повний спектр випромiнювання та його можна оцiнити. Ми включимо

багатонуклонну структуру у хвильову функцiю ψnucl,s(βA) ядра, та будемо

припускати, що хвильова функцiя вiдносного руху ψp−nucl,s(r) визначається

без такої структури, але з максимальною орiєнтацiєю на протон-ядерний по-

тенцiал, який ранiше було визначено на основi аналiзу експериментальних

даних розсiяння протонiв на ядрах (багатонуклоннi корекцiї можна буде вра-

хувати далi, як наступний крок у цьому напрямку дослiджень). Такий на-

прямок дозволяє нам зберiгати точнiсть хвильової функцiї вiдносного руху,

що забезпечує найбiльш вагомий внесок випромiнювання у повний спектр,

тодi як роль багатонуклонної структури ядра можна буди оцiнити потiм (ми

робимо таке припущення пiсля досягнення гарної згоди мiж теорiєю та експе-

риментом для α-розпаду, якої було досягнуто без врахування багатонуклонної
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структури у роботах [56, 59, 57, 58, 60, 61, 62]).

Нерелятивiстський гамiльтонiан системи, що складається з A нуклонiв

з дво-нуклонною взаємодiєю, можна записати як

Ĥ = T̂ − T̂0 +
A∑

i>j=1

V̂ (ij) +
Z∑

i>j=1

e2

|ri − rj|
, (6.10)

де T̂ — оператор кiнетичної енергiї всiх нуклонiв у лабораторнiй системi, T̂0 —

оператор кiнетичної енергiї центру мас системи, що складається з усiх нукло-

нiв, у лабораторнiй системi, член зi першою сумою описує ядерну взаємодiю

мiж двома нуклонами, член зi другою сумою — двонуклонна кулонiвська

взаємодiя. Використаємо багатонуклонну функцiю ядерної системи у виглядi

детермiнанта Слетера1

ψnucl,s(βA) ≡ ψnucl,s(1 . . . A) =
1√
A!

∑
p

(−1)εpψλ1(1)ψλ2(2) . . . ψλA(A). (6.11)

Тут сумування виконується за всiми можливими перестановками A! коорди-

нат та станiв нуклонiв, εp — число перестановок у формалiзмi детермiнантних

хвильових функцiй. Однонуклонна функцiя ψλs(s) = φns(rs)
∣∣σ(s)τ (s)⟩ являє

собою добуток просторової та спiн-iзоспiнової функцiй, де φns — просторова

функцiя нуклону з номером s, ns — номер стану просторової функцiї нукло-

ну з номером s,
∣∣ σ(s)τ (s)⟩ — вiдповiдна спiн-iзоспiнова функцiя. Ми будемо

вивчати випромiнювання фотонiв як збурення ядерної системи, що визначає-

ться через оператор випромiнювання Ĥγ. Для опису випромiнювання фотонiв

ми будемо розраховувати матричний елемент, що записується через комбiна-

1Наприклад, див. роботи [195] для огляду основних положень моделi деформованих осциляторних обо-

лонок, роботу [196] для моделi бiнарних кластерних конфiгурацiй легких ядер, пов’язаних у колективних

(монопольних та квадрупольних) каналах, дисертацiю [197] та роботи [198, 199, 200, 201] для трикластер-

них структур у ядрах та реакцiях.
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цiю однонуклонних хвильових функцiй у виглядi:

⟨ψnucl,f(1 . . . A) |Ĥγ|ψnucl,i(1 . . . A)⟩ =

=
1

A (A− 1)

A∑
k=1

A∑
m=1,m ̸=k

{
⟨ψk(i)ψm(j)|Ĥγ|ψk(i)ψm(j)⟩ −

− ⟨ψk(i)ψm(j)|Ĥγ|ψm(i)ψk(j)⟩
}
.

(6.12)

6.2.3. Матричний елемент випромiнювання

Знайдемо матричний елемент на основi оператора випромiнювання (6.8) та

хвильової функцiї (6.9). Запишемо:

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩ = −NiNf e

√
2πh̄

wph

∑
α=1,2

e(α),∗ {F1 + F2 + F3 + F4}, (6.13)

де

F1 =

⟨
Ψf

∣∣∣∣∣ ei (Ki−Kf−k)·R e
ik·r

mp

mA +mp

mA +mp

[
e−ik·r zp +

A∑
j=1

zAj e
−ik·ρAj

]
P

∣∣∣∣∣Ψi

⟩
,

F2 =

⟨
Ψf

∣∣∣∣∣ ei (Ki−Kf−k)·R e
ik·r

mp

mA +mp

[
e−ik·r zp

mp
−

A∑
j=1

zAj

mA
e−ik·ρAj

]
p

∣∣∣∣∣Ψi

⟩
,

F3 =

⟨
Ψf

∣∣∣∣∣ ei (Ki−Kf−k)·R e
ik·r

mp

mA +mp

[
A−1∑
j=1

zAj

mAj
e−ik·ρAj p̃Aj

] ∣∣∣∣∣Ψi

⟩
,

F4 = −

⟨
Ψf

∣∣∣∣∣ ei (Ki−Kf−k)·R e
ik·r

mp

mA +mp
1

mA

[
A∑

j=1

zAj e
−ik·ρAj

A−1∑
k=1

p̃Ak

] ∣∣∣∣∣Ψi

⟩ }
.

(6.14)

Перший доданок у цих формулах описує випромiнювання фотонiв, що ви-

никає за рахунок руху повної ядерної системи у лабораторнiй системi. Ми

будемо аналiзувати випромiнювання, спричинене вiдносним рухом нуклонiв

ядерної системи, тому ми будемо нехтувати першим доданком. Другий до-

данок описує випромiнювання фотона, що виникає за рахунок руху протона

вiдносно ядра, як цiлого об’єкта. Такий доданок дає найбiльш суттєвий вне-

сок у повний спектр випромiнювання. Третiй та четвертий доданки описують
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випромiнювання фотона, що виникає за рахунок руху кожного нуклона ядра

вiдносно iнших нуклонiв (наприклад, деформацiя ядра при розсiяннi протона

та випромiнювання фотона пов’язана з такими доданками).

Розрахунки матричного елемента випромiнювання достатньо складнi,

їх викладено у Додатку Е [див. стор. 470–477]. Отримаємо:

p1 + p3 + p4 =

√
π

2

∑
lph=1

(−i)lph
√
2lph + 1 ×

×
∑
µ=±1

∑
mi,mf

∑
µi, µf=±1/2

C
jf ,M=mf+µf , ∗
lfmf1/2µf

Cji,M=mi+µi

limi1/2µi
hµ g,

(6.15)

де

g = i µ
(
Z

(dip,0)
eff p

Mmimf

lphµ
+ p̆

Mmimf

lphµ

)
+
(
Z

(dip,0)
eff p

Emimf

lphµ
+ p̆

Emimf

lphµ

)
+

+ f
h̄mk

4
ZA(k)

(
i µ p̃Mlphµ + p̃Elphµ

)
.

(6.16)

Тут введено новий фактор f , щоб з’ясувати, наскiльки iнтенсивним є випро-

мiнювання, що формується за рахунок динамiки нуклонiв ядра та визначає-

ться внеском (Е.29) [див. стор. 477, що виникає за рахунок другого доданку

у операторi випромiнювання (Е.19) на стор. 474], на фонi повного спектра

випромiнювання. Виявляється, що спектри чутливi до цього коефiцiєнта, та

його можна знайти з порiвняння розрахункiв з експериментальними даними.

Вiн характеризує випромiнювання за рахунок динамiки нуклонiв ядра.

6.2.4. Ймовiрнiсть гальмiвного випромiнювання

Ми визначаємо перерiз випромiнювання гальмiвних фотонiв на основi ма-

тричного елемента (6.13) (у який включено оператор випромiнювання (Е.19)

без останнього доданку, що дає найменший внесок у повний спектр, див. ро-

боту [65] для подробиць), вiдповiдно до формалiзму роботи [65]. Радiальнi

хвильовi функцiї Rl(r) розраховуються чисельно вiдповiдно до обраного по-

тенцiалу взаємодiї мiж протоном та сферично симетричним ядром. Потенцiал
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взаємодiї мiж протоном i ядром визначається за формулами (5.22) з параме-

трами, що обчислюються за формулами (5.23) [див. стор. 129]. Критерiй для

фiтингу теоретичної кривої обрано таким, щоб виконувалася умова мiнiмуму

наступної функцiї

ε =
1

nmax

nmax∑
n=1

∣∣∣σ(theor)(En)− σ(exp)(En)
∣∣∣, (6.17)

де σ(theor)(En) та σ(exp)(En) — теоретичнi та експериментальнi значення перерi-

зiв гальмiвного випромiнювання для обраного ядра при енергiї En та сумува-

ння виконується за всiми значеннями експериментальних даних. Ми будемо

шукати такi значення параметрiв rR (для перших розрахункiв ми обмежи-

мося наближенням rc = rR), при яких похибка (6.17) набуває мiнiмального

значення (для простоти, будемо називати такий пiдхiд методом мiнiмiзацiї).

Виявляється, що спектр випромiнювання бiльш чутливий до VR нiж до rR.

Тому ми будемо вивчати вплив параметра rR на спектр випромiнювання при

фiксованому VR, що дано формулою (6.17).

6.3. Аналiз

Почнемо аналiз з реакцiї p + 208Pb, яку було дослiджено достатньо глибо-

ко рiзними експериментальними групами та, саме тому, для неї накопичено

достатньо багатий експериментальний матерiал [180, 184, 4]. Однак, автори

робiт [180, 184] спостерiгали принципово суттєве вiдхилення своїх експери-

ментальних даних вiд типової експоненцiальної форми спектра гальмiвного

випромiнювання, що ранiше було отримано Едiнгтоном та Розом у роботi

[180]. Це у свiй час стало предметом активних дискусiй та могло б бути по-

яснено через пiдтвердження новими розрахунками. Вiдзначимо, що новий

пiдхiд, описаний у цьому роздiлi, може бути застосованим для виконання

такого аналiзу (тобто цей пiдхiд спроможний здобути нової iнформацiї про

радiус-параметр rR протон-ядерного потенцiалу) навiть конфлiктуючих мiж
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собою експериментальних даних. Таким чином, для аналiзу ми оберемо два

набiра експериментальних даних: а саме, данi [180] та [184, 4] при вiдповiднiй

енергiї протонiв 140 МеВ та 145 МеВ, та для куту мiж напрямками випромi-

нювання фотонiв та налiтаючих протонiв, що дорiвнює 90◦.

Поперш, з’ясуємо, чи змiнюються розрахованi спектри у залежностi

вiд варiацiї параметра rR (ми застосовуємо апроксимацiю для параметра

rC = rR). Почнемо з розрахункiв перерiзiв на основi першого матричного

елемента p1, що визначено за формулою (Е.21). Результати таких розрахун-

кiв при енергiї протонiв 140 МеВ у порiвняннi з експериментальними дани-

ми [180] представлено на Рис. 6.1 (а). Можна бачити, що спектри слабко
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Рис.6.1 (а) Перерiзи гальмiвного випромiнювання для реакцiї p+ 208Pb, розрахованi на основi

першого матричного елемента p1 у (Е.21) при енергiї розсiяних протонiв 140 МеВ у залежностi

вiд параметра rR у порiвняннi з експериментальними даними Едiнгтона та Роза [180] при кутi

θ = 90◦. Можна бачити слабку чутливiсть розрахованих спектрiв вiд параметра rR. А саме, така

чутливiсть повинна бути присутньою пiсля нормування розрахованих спектрiв вiдносно експери-

ментальних даних. (б) Похибки, отриманi за допомогою метода мiнiмiзацiї за формулою (6.17)

у залежностi вiд параметра rR. Можна бачити, що iснує ясний стабiльний мiнiмум, який вка-

зує на iснування певних оптимальних значень параметра rR, при яких згода мiж розрахованими

спектрами та експериментальними даними є найкращою.

спадають у залежностi вiд цього параметра. З метою визначити параметр

бiльш ретельно, ми порiвняємо розрахунковий спектр з експериментальними

даними та визначимо похибку за формулою (6.17). Пронормуємо кожну роз-
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раховану криву на одну й ту ж точку експериментальних даних (ми обираємо

експериментальнi данi 643 nb/(sr ·MeV) при енергiї 45 МеВ та кутi 90◦, якi

взятi з Таблицi 8 з роботи [180], див. стор. 544). На наступному Рис. 6.1 (б)

можна бачити наявнiсть мiнiмуму у поведiнцi функцiї похибок. Цей факт

ясно пiдтверджує стабiльнiсть у визначеннi мiнiмального значення похибки

за допомогою цього методу, та ми отримаємо параметр rR, для якого збiг мiж

теорiєю та експериментом повинен бути найбiльш близьким.

Результати аналiзу гальмiвного випромiнювання при розсiяннi p+208Pb

при енергiї протонiв 145 MeV у порiвняннi з експериментальними дани-

ми [184, 4] представлено на Рис. 6.2. Ми спостеригаємо чутливiсть розра-

хованого спектра вiд параметра rR [див. Рис. 6.2(a)], та знаходимо ясний

мiнiмум у залежностi функцiї ε, визначеної за формулою (6.17) для rR [див.

Рис. 6.2(б)]. Пiсля порiвняння розрахункiв з експериментальними даними, ми
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Рис.6.2 (а) Перерiзи гальмiвного випромiнювання для реакцiї p+ 208Pb, розрахованi на основi

першого матричного елемента p1 у (Е.21) при енергiї розсiяних протонiв 145 МеВ у залежностi вiд

параметра rR у порiвняннi з експериментальними даними Клайтона (Clayton) та iн. [184, 4] при

кутi θ = 90◦. Ми знов отримали слабку чутливiсть спектрiв вiд параметра rR. Можна бачити ясну

рiзницю мiж логарифмiчною формою розрахованих спектрiв та поведiнкою експериментальних

даних у виглядi опуклого плато. (б) Похибки, отриманi за допомогою метода мiнiмiзацiї, у зале-

жностi вiд параметра rR. Можна бачити, що iснує мiнiмум, який вказує на iснування оптимальних

значень для rR, при яких згода мiж теорiєю та експериментальними даними є найкращою.

спостерiгаємо рiзницю мiж їх формами. А саме, у розрахункових спектрах ми
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отримаємо форму логарифмiчного типу, що є типовою для гальмiвного ви-

промiнювання при α-розпадi та подiлi (де саме нами було досягнуто найбiльш

гарної згоди мiж розрахунками та iснуючими експериментальними даними,

див. роботи [57, 59, 58] та [63] для подробиць). У той-же час, експерименталь-

нi данi [180, 184, 4] мають декiлька iншу поведiнку з малим горбом опуклого

типу у областi енергiй фотонiв 60–100 МеВ [ця яма видна найбiльш ясно на

Рис. 6.2(а)]. Звiдси ми робимо висновок про те, що експериментальнi данi для

протон–ядерного розсiяння та для α-розпаду i подiлу мають рiзну поведiнку,

що повинно бути пов’язаним з якимись фiзичними причинами, якi невiдомi.

Нашi розрахунки спектрiв гальмiвного випромiнювання для p+ 208Pb

при 140 МеВ на основi другого матричного елемента p(dip)2 у (Е.22) та третьо-

го матричного елемента p3 у (Е.23) дають подiбнi результати (див. Рис. 6.3

та 6.4). Ми отримаємо подiбнi форми логарифмiчного типу для всiх розра-
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Рис.6.3 (а) Перерiзи гальмiвного випромiнювання для реакцiї p + 208Pb при 140 МеВ, розра-

хованi на основi другого матричного елемента p2 у (Е.22) при рiзних значеннях параметра rR у

порiвняннi з експериментальними даними Едiнгтона та Роза [180] при кутi θ = 90◦. (б) Похибки,

отриманi за допомогою метода мiнiмiзацiї, у залежностi вiд параметра rR.

хованих спектрiв. Такi ж результати ми отримаємо у розрахунках спектрiв

при енергiї 145 МеВ. Стає ясним, що всi такi розрахованi спектри не опи-

сують (та не пояснюють) плато з опуклим горбом у експериментальних да-

них [180, 184] (див. Рис. 6.2). Похибки для всiх нових розрахункiв виявля-
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Рис.6.4 (а) Перерiзи гальмiвного випромiнювання для реакцiї p+ 208Pb при 140 МеВ, розрахо-

ванi на основi третього матричного елемента p3 у (Е.23) при рiзних значеннях параметра rR, у

порiвняннi з експериментальними даними Едiнгтона та Роза [180] при кутi θ = 90◦. (б) Похибки,

отриманi за допомогою метода мiнiмiзацiї, у залежностi вiд параметра rR.

Матричний елемент pi у Аналiз даних [180] Аналiз даних [184, 4]

розрахунках перерiзiв параметр pR, фм похибка ε параметр pR, фм похибка ε

Матричний елемент p1 0.97 134 1.15 74.5

Матричний елемент p(dip)2 0.93 261 1.16 95.5

Матричний елемент p3 0.90 223 1.17 83.5

Табл. 6.1. Значення параметра pR, отриманi за допомогою метода мiнiмiзацiї,

та вiдповiднi похибки.

ються трохи бiльшими, нiж для розрахункiв на основi першого матричного

елемента p1. Однак, рiзниця мiж значеннями для параметра rR для кожно-

го випадку, отриманого за допомогою метода мiнiмiзацiї, є суттєво меншою

(див. Таблицю 6.1).

Уключення останнього матричного елемента p4 у формулi (Е.29) до

розрахункiв змiнює спектр гальмiвного випромiнювання суттєво. А саме,

основна частина спектра перетворюється з логарифмичної форми на фор-

му горбу опуклого виду. Така цiкава картина спостерiгається бiльш прозоро

у експериментальних даних [184, 4]. Однак, загальна тенденцiя розраховано-

го спектра та його наклiн є чутливими до вiдносного внеску вiд доданку p3
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у (Е.23) у повний матричний елемент p4 (який ми визначаємо через фактор

f , див. формулу (6.16)). Такий внесок визначається ваговими амплiтудами

протон–ядерної хвильової функцiї у рiзних станах з рiзними квантовими чи-

слами та їх iнтерференцiєю (див. роботу [65] для подробиць). Таким чином,

було б цiкавим проаналiзувати, як саме спектр випромiнювання змiнюється

у залежностi вiд такого внеску. Результати таких розрахункiв у порiвняннi з

експериментальними даними [4] представленi на Рис. 6.5. Звiдси ми досяга-
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Рис.6.5 Перерiзи гальмiвного випромiнювання для p + 208Pb при 145 МеВ енергiї протонiв,

розрахованi на основi останнього матричного елемента p4 у (6.15), у залежностi вiд параметра f

у порiвняннi з експериментальними даними групи Клайтона та iн. (Clayton 1992: [4]) при θ = 90◦.

Найкращої згоди мiж теорiєю та експериментальними даними отримано для фактора f = 0.00018

(використано наступнi параметри потенцiалу: rR = rC = 1.17 фм).

ємо дiйсно гарної згоди мiж нашими розрахунками та експериментальними

даними при f = 0.00018, яка спостерiгається практично у всiй областi енер-

гiй випромiнених фотонiв, де iснують експериментальнi данi (з мiнiмальним

винятком тiльки першої та третьої точок). Такi розрахунки суттєво покращу-

ють нашi попереднi результати в описi випромiнювання гальмiвних фотонiв

для реакцiї p+ 208Pb, отриманi у роботi [65], пiсля уключення розгляду ядра

як системи нуклонiв та їх динамiчних властивостей.

Звiдси виходить, що роль динамiки нуклонiв у ядрi та її зв’язок зi
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спiновими властивостями розсiяного протона є суттєвими. Тепер стає зро-

зумiлим, що при вивченнi гальмiвного випромiнювання при α-розпадi ми не

отримували такого спектру з горбом опуклої форми: тому-що α-частинка має

нульовий спiн та, тому, вiдповiдний внесок дорiвнює нулю. Таким чином, рi-

зниця мiж експериментальними спектрами для протон–ядерного розсiяння

та α-розпаду пояснюється на такiй фiзичнiй основi.

Детальний розгляд отриманого спектра показує на iснування слабко

спадаючого плато з горбом опуклої форми вiд 40 до 120 МеВ енергiй ви-

промiнених фотонiв. Однак, у областi мiнiмальних енергiй фотонiв спектр

(нижче нiж 40 МеВ) має логарифмiчну форму. Таке роздiлення може бути

пояснено тим, що фотони при низьких енергiях випромiнюються за рахунок

когерентних процесiв (тобто випромiнювання саме таких фотонiв формується

у наслiдок взаємодiї мiж розсiяним протоном та ядром як цiлим об’єктом, без

включення внутрiшнього розгляду багатьоїх нуклонiв ядра). Для бiльш ви-

соких енергiй, ми отримаємо спектр с горбом опуклої форми, який може бути

пояснений суттєвим проявом випромiнювання за рахунок взаємодiї мiж роз-

сiяним протоном та iмпульсами нуклонiв ядра (тобто ми маємо некогерентне

випромiнювання фотонiв).

Бiльш ретельнi вимiри випромiнювання гальмiвних фотонiв при

протон–ядерному розсiянню виконанi колаборацiєю TAPS [6] та тому необ-

хiдно уключити результати таких дослiджень у наш аналiз. На Рис. 6.6 ми

представляємо результати наших розрахункiв спектрiв гальмiвного випромi-

нювання для p + 12C (а) та p + 197Au (б) при Ep = 190 МеВ у порiвняннi з

цими експериментальними даними (див. Рис. 2 та 3 у роботi [6]). На Рис. 6.7

додамо розрахунки спектрiв випромiнювання для p + 58Ni (а) та p + 107Ag

(б) при Ep = 190 МеВ у порiвняннi з експериментальними даними [6], що

нормованi на перерiз випромiнювання σr = 1.44 πA2/3 fm2, де A — масове чи-

сло ядра (див. Рис. 1 у роботi [6]). Можна бачити, що уключення внеску, що
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Рис.6.6 Перерiзи гальмiвного випромiнювання для p+12C (а) та p+197Au (б) при 190 МеВ єнергiї

протонiв розсiяння, розрахованi на основi останнього матричного елемента p4 у формулi (6.15),

у залежностi вiд параметра f у порiвняннi з експериментальними даними М. Дж. ван Гоесема

(M. J. van Goethem) та iн. [6] при θ = 75◦ (розрахованi спектри нормованi на другу точку

експериментальних даних, використано параметри потенцiалу rR = rC = 0.95 фм). Спектри

виявляються чутливими до параметра f , що характеризує внесок випромiнювання за рахунок

динамiки нуклонiв ядра. Найкраща згода мiж теорiєю та експериментом спостерiгається для

p + 12C при факторi f = 0.01 [див. пурпурну суцiльну лiнiю 5 на Рис. (а)] та p + 197Au при

факторi f = 0.0007 [див. синю суцiльну лiнiю 5 на Рис. (б)]. Такий результат демонструє, що

включення динамiки нуклонiв та їх звязок зi спiновими властивостями розсiяного протона у

модель дозволяє описати (та пояснити) iснування плато у спектрах випромiнювання фотонiв.
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Рис.6.7 Перерiзи випромiнювання для p + 58Ni (а) та p + 107Ag (б) при 190 МеВ протонiв,

розрахованi на основi матричного елемента p4 у формулi (6.15), у залежностi вiд параметра f

у порiвняннi з експериментальними даними М. Дж. ван Гоесема та iн. [6] при θ = 75◦ (екс-

периментальнi данi нормованi на геометричний перерiз, розрахунки нормованi на другу точку

експериментальних даних, параметри потенцiалу — rR = rC = 0.95 фм, на рисунках використано

фактор нормування h = f × 104). Найкраща згода мiж теорiєю та експериментальними даними

спостерiгається для p+58Ni при факторi f = 0.002 [див. пурпурну суцiльну лiнiю 5 на рисунку (a)]

та p+ 107Ag при факторi f = 0.0012 [див. пурпурну суцiльну лiнiю 7 на рисунку (б)].

виникає за рахунок врахування динамiки нуклонiв ядра в моделi та розрахун-

ках, дозволяє описати цi експериментальнi данi достатньо добре практично в

усьому дослiджуємому iнтервалi енергiй випромiнених фотонiв (з можливим

виключенням першої точки даних для деяких реакцiй).

Згода мiж розрахунками та експериментальними даними для всiх ядер

вказує, що внесок у повний спектр вiд фотонiв при врахуваннi зв’язку мiж

iмпульсами нуклонiв ядра та спiном розсiяного протона є суттєвим. На цiй

пiдставi ми будемо розглядувати таке випромiнювання фотонiв як новий тип,

якому дамо назву гальмiвного випромiнювання за рахунок взаємодiї мiж

спiном розсiяного протона та iмпульсами нуклонiв ядра. Уведення такого

випромiнювання дозволяє вперше пояснити походження плато у виглядi опу-

клого горбу у спектрi при протон-ядерному розсiяннi та вiдсутнiсть саме тако-

го плато у спектрах при α-розпадi (див. експериментальнi даннi у [21, 187] та

[57, 59, 58]). Оптична модель не включає такого типу взаємодiї при розсiяннi
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протонiв на ядрах. Тому, представленi результати по вивченню випромiнюва-

ння фотонiв при протон-ядерному розсiяннi є першою вказiвкою узагальнити

оптичну модель через уключення спiн-iмпульсної взаємодiї.

Оцiнимо, наскiльки сильнiше некогерентне випромiнювання (що фор-

мується за рахунок взаємодiї мiж розсiяним протоном та iмпульсами нуклонiв

ядра) вiдносно когерентного (що формується за рахунок взаємодiї мiж розсi-

яним протоном та ядром, як цiлим об’єктом без багатонуклонної структури).

На Рис. 6.8 (а) показано вiдношення мiж квадратами вiдповiдних матричних

елементiв |f · p4|2/ |p1|2 для p + 197Au. Можна бачити, що когерентне випро-
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Рис.6.8 (а) Вiдношення мiж некогерентним випромiнюванням dσ1/dEγ та когерентним випро-

мiнюванням dσ2/dEγ у залежностi вiд енергiї фотонiв для p+ 197Au при Ep = 190 МеВ та θ = 75◦

[параметри потенцiалу — rR = rC = 0.95 фм; f = 0.0007, згiдно до результатiв на Рис. 6.6 (б)]. (б)

Кутовий розподiл фотонiв для p+ 197Au при Ep = 190 МеВ у порiвняннi з експериментальними

даними М. Дж. ван Гоесема та iн. [6] при θ = 75◦ [f = 0.0007].

мiнювання фотонiв менш нiж 30 МеВ є бiльш iнтенсивним. Але при зростан-

нi енергiї фотонiв iнтенсивнiсть некогерентного випромiнювання зростає, що

стає домiнуючим. Подiбна ситуацiя є для iнших реакцiй. На Рис. 6.8 (б) по-

казано кутовий розподiл фотонiв для p+ 197Au при Ep = 190 МеВ.
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6.4. Головнi результати i висновки до Роздiлу 6

У Роздiлi сформульовано нову модель гальмiвного випромiнювання фотонiв

при розсiяннi протонiв на ядрах при низьких та промiжних енергiях фото-

нiв. Її опублiкований у роботi [66], та вiн є подальшим розвитком теорiї галь-

мiвного випромiнювання у ядерних реакцiях, розвинутої у попереднiх робо-

тах [64, 65, 56, 57, 59, 58, 61, 62, 60, 63, 86]. На основi моделi проаналiзовано

властивостi випромiнювання для p + 208Pb при енергiях протонiв Ep = 140

та 145 МеВ, p + 12C, p + 58Ni, p + 107Ag та p + 197Au при енергiї протонiв

Ep = 190 МеВ. Зроблено фокус на побудову формалiзму та здобуття нової

iнформацiї про протон–ядерну взаємодiю з аналiзу експериментальних даних

випромiнювання [180, 184, 4, 6]. Вiдзначимо наступне:

• Розрахунки на основi першого, другого та третього матричних елемен-

тiв p1, p
(dip)
2 та p3, визначених за формулами (Е.21), (Е.22) та (Е.23),

дають подiбнi спектри логарифмiчного типу. Такi розрахунки є у не-

поганiй згодi з експериментальними даними [180] для p + 208Pb при

Ep = 140 МеВ. Але вони є у протирiччi з експериментальними дани-

ми [184, 4] для p + 208Pb при Ep = 145 МеВ та даними [6] для p + 12C,

p+ 58Ni, p+ 107Ag та p+ 197Au при Ep = 190 МеВ.

• Включення матричного елемента p4 у (Е.29) у розрахунки принципово

змiнює спектр, в якому з’являється плато опуклої форми для середнiх

енергiй, що спадає до кiнематичної межи енергiй фотонiв. При низьких

енергiях фотонiв, спектр має логарифмiчну форму. Роздiлення спектра

на два рiзних типи форм пояснюється тим, що при низьких енергiях

фотони випромiнюються за рахунок когерентних процесiв (тобто взає-

модiя мiж розсiяним протоном та ядром як цiлим об’єктом, без впливу

внутрiшньої багатонуклонної структури ядра), тодi як для високих енер-

гiях некогерентнi процеси мають бiльш важливу роль (тобто взаємодiя
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мiж розсiяним протоном та iмпульсами нуклонiв ядра). Так, згода роз-

рахункiв є гарною у практично всiй областi енергiй фотонiв (з можливим

виключенням першої точки експериментальних даних) з даними [184, 4]

для p + 208Pb при Ep = 145 МеВ та даними [6] для p + 12C, p + 58Ni,

p + 107Ag та p + 197Au при Ep = 190 МеВ. Такий результат покращує

розрахунки гальмiвних фотонiв для p + 208Pb, приведенi у попередньо-

му Роздiлi. Тобто, роль динамiки нуклонiв у ядрi та їх зв’язок зi спiном

розсiяного протона є суттєвими.

• При використаннi такого пiдходу, ми пояснюємо рiзницю мiж спектрами

гальмiвного випромiнювання у протон–ядерному розсiяннi та спектра-

ми гальмiвного випромiнювання при α-розпадi та реакцiй з важкими

iонами. Вiдзначимо, що спектри випромiнювання при α-розпадi, отрима-

нi нами ранiше, мали форму логарифмiчного типу без iснування плато

опуклої форми (тут ми досягли найбiльш акуратної згоди мiж наши-

ми розрахунками [57, 59, 58] та iснуючими експериментальними дани-

ми [21, 187, 59, 58], подiбна ситуацiя спостерiгається також для подi-

лу [65]). Тепер стає ясним, що вiдсутнiсть такого плато опуклої форми

у спектрах випромiнювання при α-розпадi пояснюється за рахунок ну-

льового спiну α-частинки, та вiдповiднi матричнi елементи у формулах

(Е.16) та (Е.22) дорiвнюють нулю. Рiзниця мiж тенденцiями у експе-

риментальних спектрах випромiнювання для протон–ядерного розсiян-

ня [184, 4] та α-розпаду [21, 187, 59, 58] пояснюється на основi фiзичних

мiркувань. При високих енергiях фотонiв (у порiвняннi з енергiями у

α-розпадах) у взаємодiї мiж α-частинкою та ядром (як при розсiяннi

α-частинок на ядрах) внутрiшня нуклонна структура α-частинки додає

немалий внесок некогерентного випромiнювання у спектр.

• Виявлено слабку залежнiсть спектрiв випромiнювання вiд радiус-
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параметра rR протон–ядерного потенцiалу. Аналiз показав наступне:

– Спектри слабко затухають зi зростанням цього параметра.

– З метою знайти радiус-параметр, оцiнено функцiю похибок ε за

допомогою формули (6.17) для кожної реакцiї. Отримана зале-

жнiсть функцiї похибок вiд радiус-параметра має ясний мiнiмум

(див. Рис. 6.1 (б), Рис. 6.2 (б)). Iснування такого мiнiмуму пiдтвер-

джує стабiльнiсть розрахункiв при отриманнi мiнiмального значен-

ня функцiї похибок. Ми знаходимо rR = 0.90 фм при аналiзi да-

них [180] при Ep = 140 МеВ та rR = 1.17 фм при аналiзi да-

них [184, 4] при Ep = 145 МеВ. Враховуючи найбiльш вдале спiвпадi-

ння мiж розрахунками та експериментальними даними [184, 4] (див.

Рис. 6.5) пiсля включення матричного елемента p4, ми обираємо зна-

чення rR = 1.17 фм (цей результат є у згодi з результатом [148], де

отримано rR = 1.17 фм та rc = 1.22 фм). З аналiзу даних [6] при

Ep = 190 МеВ знаходимо rR = 1.09 фм для p+12C, rR = 1.11 фм для

p+ 58Ni, rR = 1.12 фм для p+ 107Ag та rR = 1.08 фм для p+ 197Au.

• Модель оцiнює некогерентне випромiнювання фотонiв вiдносно когерен-

тного. Для p+ 197Au при Ep = 190 МеВ при θ = 75◦, для фотонiв з енер-

гiям менш 30 МеВ когерентне випромiнювання є переважним [вiдноше-

ння некогерентного випромiнювання до когерентного є меншим одиницi

на Рис. 6.8 (а)]. Але при бiльш високих енергiях фотонiв iнтенсивнiсть

некогерентного випромiнювання зростає [його вiдношення до когерен-

тного випромiнювання бiльше одиницi на Рис. 6.8 (а)], яке стає пере-

важним [вiдношення некогерентного випромiнювання до когерентного

досягає значення 336 на Рис. 6.8 (а)]. Подiбна ситуацiя спостерiгається

для iнших реакцiй. Звiдси випливає, що роль динамiки нуклонiв у ядрi

є суттєвою при високих енергiях випромiнювання у розсiяннi частинок з
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ненульовим спiном, та вона зростає при зростаннi енергiї фотонiв. Фор-

малiзм некогерентного випромiнювання у моделi має подiбним до метода

Накаями та Бертча [185].

• Представлено новi передбачення кутового розподiлу випромiнювання

фотонiв для p + 197Au при Ep = 190 МеВ [див. Рис. 6.8 (б)]. Оскiльки

рiзниця мiж спектрами при рiзних кутах є бiльшою нiж похибки у даних

при θ = 75◦ [6], то такi результати могли б бути використанi експеримен-

таторами для майбутнього тестування моделi та розрахункiв спектрiв. А

саме, такi вимiри кутового розподiлу фотонiв можливо було б виконати

на протонному циклотронi PROTEUS C-235 (який забезпечує пучок про-

тонiв з енергiями 70–230 МеВ) в iнститутi ядерної фiзики у Краковi (the

Henryk Niewodniczanski Institute of Nuclear Physics in Krakow) з викори-

станням детектора HECTOR (HECTOR array) для кутової регистрацiї

фотонiв [33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41].

• У попереднiх дослiдженнях [31] сформувалася не ясна картина вiдно-

сно того, чи має сенс розробляти потенцiальнi моделi гальмiвного ви-

промiнювання при протон-ядерному та ядерно-ядерному розсiяннях. Ре-

зультати у Роздiлi вiдкривають шлях до здобуття нової iнформацiї про

протон-ядерну взаємодiю через аналiз випромiнювання.

• У спектрiв вперше виявлено осциляцiї з малою амплiтудою. Такi осциля-

цiї можуть бути пов’язанi з менш помiтними ефектами та властивостями

розсiяння протонiв на ядрах. Нагадаємо про гiпотезу, висунуту Єрьомi-

ним, Ольховським та Джардiна (Giardina) багато рокiв назад, про мо-

жливий зв’язок таких осциляцiй у спектрах випромiнювання з часом

тунелювання крiзь бар’єр. Якщо повернутися до результатiв, то можна

зробити висновок, що таке явище є загальним для ядерних реакцiй.
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РОЗДIЛ 7

НОВИЙ ПIДХIД ДО ЗДОБУТТЯ IНФОРМАЦIЇ ПРО

БАГАТОНУКЛОННУ СТРУКТУРУ ЯДЕР ПРИ

АЛЬФА-РОЗПАДI З АНАЛIЗУ ГАЛЬМIВНОГО

ВИПРОМIНЮВАННЯ

7.1. Вступ

Не дивлячись на достатньо довгу iсторiю дослiджень гальмiвного випромiню-

вання у ядернiй фiзицi (наприклад, див. огляди [25, 97], книги [28, 26, 95]),

прогрес у вивченi взаємодiї мiж нуклонами та ядерних сил методами галь-

мiвного випромiнювання є обмеженим. На таку ситуацiю вказували ранiше

саме тi дослiдники, хто змiг використовувати реалiстичнi потенцiали взає-

модiї у розрахунках спектрiв гальмiвного випромiнювання (наприклад, див.

[31]). Це вiдбивається невеликою кiлькiстю публiкацiй, що пов’язанi з саме

цим питанням. Можна пояснити ситуацiю, що склалася, через суттєву вiд-

стань мiж (1) досягненнями у гарнiй згодi мiж експериментальними даними

та розрахунками та (2) побудовою формалiзму, який є дiйсно чутливим до

багатонуклонної взаємодiї та пояснював би експериментальнi данi.

Суттєвих зусиль було прикладено до зрозумiння властивостей випро-

мiнювання фотонiв у нуклон-нуклонному та нуклон-ядерному зiткненнях.

Але, в таких моделях переважною є iдея, що полягає у зведеннi взаємодiї

мiж ядрами до двонуклонної, та вважається, що така взаємодiя повинна бу-

ти переважною. Фокус направлено на побудову коректного релятивiстського

опису взаємодiї мiж двома нуклонами, де формалiзм розроблявся в iмпуль-

сному представленнi (вiдзначимо два напрямки дослiджень: [162, 163] та

[164, 165, 166, 167, 168, 169, 170, 171, 172, 173, 174, 175].
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Фотони, що випромiнюються у ядерних реакцiях з описом ядер

на багатонуклонному рiвнi, вивчаються тривалий час. Вiдзначимо прогрес

Бає (Baye), Десковемонтом (Descouvemont), Келлєром (Keller), Саувенсом

(Sauwens), Лiу (Liu), Тангом (Tang), Канадою (Kanada), Дохет-Ералi (Dohet-

Eraly) та колегами [202, 159, 188, 189, 160, 203, 191, 190, 194, 192, 193, 204, 205].

Для контроля параметрiв беруться данi нуклон-нуклонного розсiяння [данi

Нiджмегена (Nijmegen data set) [206]] та властивостi дейтрона. Цей пiдхiд

ґрунтується на методi резонуючих груп (resonating group method) [207, 208,

209] та методi генераторних координат (generator coordinate method) [210].

Вiдзначимо, що дослiдження на основi мiкроскопiчних кластерних мо-

делей було виконано з аналiзом експериментальних даних гальмiвного випро-

мiнювання головним чином для розсiяння p + α, α + α, 3H + α. Результати

було отримано у копланарнiй геометрiї (coplanar geometry), де спостерiгали-

ся максимуми у перерiзах гальмiвного випромiнювання при деяких енергiях.

Максимуми пояснювалися через iснування резонансних станiв ядерної систе-

ми. Тут використано кiнематичнi спiввiдношення мiж енергiєю випромiненого

фотона та енергiєю вiдносного руху двох ядер або ядра та нуклона.

У той-же час, iснує суттєво бiльш багатий об’єм експериментальної iн-

формацiї про гальмiвне випромiнювання, що супроводжує ядернi процеси та

не було проаналiзовано тими дослiдниками. А саме, це данi розсiяння прото-

нiв на ядрах 9Be, 9,12C, 64Cu, 107Ag, 208Pb (для енергiй розсiяних протонiв до

140 МеВ), альфа-розпад ядер 210,214Po, 226Ra and 244Cm, подiл, злиття. Тут

точнiсть експериментальних вимiрiв фотонiв суттєво вище. Для кожного ти-

пу реакцiї, перерiзи (або ймовiрностi) гальмiвного випромiнювання вимiряно

у широких дiапазонах енергiй фотонiв для однакової фiксованої енергiї ядер-

ного фрагменту (перед випромiнюванням фотона), що не описується кiне-

матичними спiввiдношеннями, вказаними вище. Такi перерiзи мають гладку

неперервну форми, в них не спостерiгається нiяких рiзких резонансних пiкiв.
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З такої точки зору було б цiкавим проаналiзувати такi експеримен-

тальнi данi на основi нашого формалiзму, який не передбачає необхiдностi

накладати додаткових кiнематичних обмежень, що вказанi вище. З метою

виконати багато-нуклонний аналiз, ми включаємо елементи мiкроскопiчної

теорiї у наш формалiзм. Як за мету для вибраного дослiдження, ми зроби-

мо фокус на побудову нового формалiзму випромiнювання фотонiв для ре-

акцiй з участю важких ядер, для яких iснує бiльш очевидностi (наприклад,

див. дослiдницькi роботи [180, 183, 182, 2, 3, 4], огляди [25, 97] та дисер-

тацiю (PhD thesis) [184] по дослiдженням гальмiвного випромiнювання при

розсiяннi протонiв на ядрах при низьких та промiжних енергiях фотонiв та

теоретичнi розробки [65, 66, 162, 179, 181], роботи [16, 17, 18, 21, 187, 59, 58]

по дослiдженням гальмiвного випромiнювання при α розпадi ядер та повнi-

стю квантовi розрахунки [57, 59, 58, 42, 123] i квазiкласичнi розрахунки [101],

роботу [60], сфокусовану на здобуття нової iнформацiї про ядернi деформа-

цiї α-розпадаючих ядер на основi аналiзу експериментальних спектрiв галь-

мiвного випромiнювання, роботи [12, 8, 9, 13, 11, 14, 154] по дослiдженням

гальмiвного випромiнювання при подiлi важких ядер, теоретичнi дослiдже-

ння [63] та [64] гальмiвного випромiнювання при протонному розпадi ядер з

наданими новими передбаченнями).

Перше запитання, що виникає та повинно бути з’ясоване, — це наскiль-

ки суттєво нуклонна структура ядра та взаємодiючого з ним iншого ядерного

фрагмента проявляється у спектрах випромiнювання. Може виявитися, що

включення багато-нуклонної структури у формалiзм не змiнить (помiтно)

розрахункових спектрiв випромiнювання для енергiй та параметрiв, якi вiд-

повiдають експериментам. Розробка мiкроскопiчного формалiзму з описом

випромiнювання гальмiвних фотонiв є достатньо складною задачею, що ви-

магає суттєвих зусиль. Саме тому, перед тим як розпочати працю над акура-

тним мiкроскопiчним формалiзмом, поперш було б корисним отримати першi
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оцiнки та з’ясувати таке питання.

Цей роздiл присвячений рiшенню саме такого питання, де у якостi

ядерного процесу обрано α-розпад. Вибiр такої реакцiї пояснимо наступним.

1. Для опису багато-нуклонної структури α-розпадаючих ядер може бути

застосований (розвинутий) мiкроскопiчний формалiзм (наприклад, див.

дослiдницькi роботи [211, 212, 213, 215, 214], огляди [215, 216, 217, 218] з

посиланнями на iншi дослiдження по цьому напрямку).

2. α-Розпадаючi ядра — це середнi, важкi та надважкi ядра.

3. На сьогоднi вже досягнуто прогрес у вивченнi взаємодiї мiж ядрами та

α-частинками, який вiдтестовано експериментально, що робить α-розпад

однiєю з найбiльш глибоко вивчених реакцiй у ядернiй фiзицi.

4. Вже побудовано багатий матерiал у теоретичному описi випромiнювання

фотонiв для даної реакцiї [32, 98, 17, 18, 42, 99, 102, 100, 109, 150, 123,

122, 103, 104, 56, 57, 121, 151, 101, 59, 58, 60, 61, 62].

5. У вивченнi випромiнювання фотонiв при α-розпадi досягнуто гарної зго-

ди мiж теорiєю та експериментом [17, 18, 59, 58, 16, 21, 187]. Найбiльш

точним виявився тут мультипольний метод у цих роботах.

Це є новим внеском у теорiю гальмiвного випромiнювання, який представлено

у даному Роздiлi.

7.2. Модель

7.2.1. Оператор випромiнювання α-ядерної системи

Почнемо з оператора випромiнювання фотона Ĥγ у (6.1)–(6.2) [див. стор. 147]

для ядерної системи, що включає у себе α-частинку з 4 нуклонiв та дочiрнє
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ядро, що складається з A нуклонiв, у лабораторнiй системi вiдлiку. Вико-

ристовуючи представлення векторного потенцiалу електромагнiтного поля у

виглядi (5) у роботi [65], отримаємо

Ĥγ = − e

√
2π

wph

∑
α=1,2

e(α),∗
{ 4∑

i=1

zi
mi

e−ikri pi +
A∑
j=1

zj
mj

e−ikrj pj

}
. (7.1)

Тут, зiрочка означає комплексне спряження, zs та ms — електричний заряд

та маса нуклона з номером s, ps = −ih̄d/drs — оператор iмпульсу нуклона

з номером s (s = i — для нуклона α-частинки та s = j — для нуклона

дочiрнього ядра; нумеруємо нуклони α-частинки через iндекс i, нуклони ядра

— через iндекс j). e(α) — одиничнi вектори поляризацiї фотона [e(α),∗ = e(α)], k

— хвильовий вектор фотона та wph = kc =
∣∣k∣∣c. Вектори e(α) перпендикулярнi

до k у кулонiвському калiбруваннi. Ми маємо двi незалежнi поляризацiї e(1)

та e(2) для фотона з iмпульсом k (α = 1, 2). У цьому роздiлi ми будемо

використовувати систему одиниць, де h̄ = 1 та c = 1.

Позначимо координати центрiв мас α-частинки як rα, дочiрнього

ядра як RA та повної системи як R, визначивши їх через формули rα =∑4
i=1mi rαi/mα, RA =

∑A
j=1mj rAj/mA, R = (mARA + mαrα)/(mA + mα),

де mα та mA — маси α-частинки та дочiрнього ядра. Ми введемо вiдноснi

координати ραi, ρAj та r як ri = rα + ραi, rj = RA + ρAj, r = rα − RA та

знаходимо вiдповiднi iмпульси pi = pα + p̃αi, pj = PA + p̃Aj, p = pα − PA,

де pα = − ih̄d/drα, p̃αi = − ih̄d/dραi, PA = − ih̄d/dRA, p̃Aj = −ih̄d/dρAj.

Ми отримаємо

RA = R− cα r, rα = R+ cA r, ri = R+ cA r+ ραi, rj = R− cα r+ ρAj,

(7.2)

де введенi масовi параметри cA = mA

mA+mα
та cα = mα

mA+mα
. Пiдставляючи такi
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вирази у формулу (7.1), знаходимо (mp — маса протона)1

Ĥγ = − e

√
2π

wph

∑
α=1,2

e(α),∗ e
−ik

[
R−cαr

]
·

{[
e−ikr

4∑
i=1

zi
mi

e−ikρ
αi +

A∑
j=1

zj
mj

e−ikρAj

]
P +

+
[
cA e

−ikr
4∑
i=1

zi
mi

e−ikραi − cα

A∑
j=1

zj
mj

e−ikρAj

]
p +

+ e−ikr
4∑
i=1

zi
mi

e−ikραi p̃αi +
A∑
j=1

zj
mj

e−ikρAj p̃Aj

}
.

(7.3)

7.2.2. Хвильова функцiя α-ядерної системи

Ми будемо розвивати далi формалiзм, представлений у Роздiлi 6 для протон-

ядерного розсiяння, де ми додамо новий формалiзм нуклонної структури

α-частинки. Це дозволяє врахувати акуратно найбiльш вагомий внесок вiд

хвильової функцiї вiдносного руху у розрахунках спектрiв, тодi як нуклон-

на структура α-частинки та ядра надає меншi корекцiї таких спектрiв (та-

ка оцiнка впливу багатонуклонної структури випливає з гарної згоди мiж

попереднiми розрахунками та експериментальними даними випромiнюван-

ня для α-розпаду без врахування багатонуклонної структури, див. робо-

ти [57, 59, 58, 60]). Перед тим як розробляти складний багатонуклонний фор-

малiзм, поперш з’ясуємо, чи може бути помiтною багатонуклонна структу-

ра α-ядерної системи у експериментальних спектрах випромiнювання. Тобто,

визначимо хвильову функцiю повної ядерної системи як

Ψ = Φ(R) · Φα−nucl(r) · ψnucl(βA) · ψα(βα), (7.4)

1Оскiльки ми маємо тiльки 3 незалежнi змiннi ραi та A− 1 незалежних змiнних ρAj , то формулу (7.3)

можна переписати без змiнних ρα4, ρAA та p̃α4, p̃AA.
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де

ψnucl(βA) = ψnucl(1 · · ·A) =
1√
A!

∑
pA

(−1)εpAψλ1(1)ψλ2(2) . . . ψλA(A),

ψα(βα) = ψα(1 · · · 4) =
1√
4!

∑
pα

(−1)εpαψλ1(1)ψλ2(2)ψλ3(3)ψλ4(4).
(7.5)

Тут βα — послiдовнiсть номерiв 1 · · · 4 нуклонiв α-частинки, βA — послiдов-

нiсть номерiв 1 · · ·A нуклонiв ядра, Φ(R) — функцiя, що описує рух центру

мас повної ядерної системи у лабораторнiй системi вiдлiку, Φα−nucl(r) — фун-

кцiя, що описує рух α-частинки вiдносно ядра (без вiдносного руху нукло-

нiв у α-частинцi та ядрi), ψα(βα) — багатонуклонна функцiя, що залежить

вiд нуклонiв α-частинки (вона визначає просторовi стани на основi вiдстаней

ρ1 · · ·ρ4 вiд нуклонiв α-частинки до її центру мас), ψnucl(βA) — багатонуклон-

на функцiя, що залежить вiд нуклонiв ядра. Сумування у (7.5) виконується

за всiма A! перестановками координат або станiв нуклонiв. Однонуклоннi

функцiї ψλs(s) являють собою перемноження функцiй станiв та iзоспiнiв як

ψλs(s) = φns(rs)
∣∣σ(s)τ (s)⟩, де φns — просторова функцiя нуклону з номером

s, ns — номер стану просторової функцiї нуклону з номером s,
∣∣σ(s)τ (s)⟩ —

спiн-iзоспiнова функцiя нуклону з номером s.

Ми включаємо багатонуклонну структуру у хвильовi функцiї ψnucl та

ψα ядра та α-частинки, тодi як хвильову функцiю вiдносного руху Φα−nucl(r)

шукаємо без їх, але з максимальною орiєнтацiєю на α-ядерний потенцiал, що

здобуто на основi аналiзу експериментальних даних α-розпаду, розсiяння α-

частинок на ядрах та α-захоплення. Тобто, ψα та ψnucl описують внутрiшнi

стани α-частинки та ядра. Вiдносний рух нуклонiв ядра не впливає на вну-

трiшнi стани α-частинки, тому таке представлення хвильової функцiї можна

розглядати як наближене. Однак, вiдноснi рухи нуклонiв α-частинки i ядра

дають власнi внески у повний спектр випромiнювання. Розрахуємо матри-

чний елемент випромiнювання по формулi (6.12) [див. стор. 152].
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7.2.3. Матричний елемент випромiнювання та ефективний заряд

Припустимо, що функцiя Φs̄(R) має вигляд Φs̄(R) = e−iKs̄·R, де s̄ = i або f

(iндекси i та f означають початковий стан тобто стан перед випромiнюванням

фотона, та кiнцевий стан тобто стан пiсля випромiнювання фотона), Ks —

iмпульс повної системи [31]. При Ki = 0 розраховуємо матричний елемент

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩ = − e

mp

√
2π

wph

∑
α=1,2

e(α),∗
{
M1 +M2 +M3 +M4

}
, (7.6)

де

M1 =

⟨
Ψf

∣∣∣∣ ei (Kf−k)·R ei cαkr
[
e−ikr

4∑
i=1

zi
mp

mi
e−ikραi +

+
A∑
j=1

zj
mp

mj
e−ikρAj

]
P

∣∣∣∣Ψi

⟩
,

M2 =

⟨
Ψf

∣∣∣∣ ei (Kf−k)·R ei cαkr
[
e−ikr cA

4∑
i=1

zi
mp

mi
e−ikραi −

− cα

A∑
j=1

zj
mp

mj
e−ikρAj

]
p

∣∣∣∣Ψi

⟩
,

M3 =

⟨
Ψf

∣∣∣∣ei(Kf−k)·R ei cαkre−ikr
4∑
i=1

zi
mp

mi
e−ikραi p̃αi

∣∣∣∣Ψi

⟩
,

M4 =

⟨
Ψf

∣∣∣∣ ei (Kf−k)·R ei cαkr
A∑
j=1

zj
mp

mj
e−ikρAj p̃Aj

∣∣∣∣Ψi

⟩
.

(7.7)

Ми не будемо використовувати перший доданок M1 (томущо ми будемо ви-

вчати розпад у системi центра мас), третiй доданок M3 (томущо ми будемо

нехтувати внесками випромiнювання фотонiв, що спричинено деформацiєю

α-частинки при її вильотi з ядра) та четвертий доданок M4 (томущо ми не

будемо вивчати внески випромiнювання фотонiв, що виникають за рахунок

деформацiї дочiрнього ядра при розпадi). На такiй пiдставi отримаємо:

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩ = − e

mp

√
2π

wph

∑
α=1,2

e(α),∗ δ(Kf − k) ×

×
⟨
Φf(r)

∣∣∣Zeff(r,k) e
−ikr p

∣∣∣Φi(r)
⟩
,

(7.8)
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де ми ввели ефективний заряд системи, що складається з α-частинки та до-

чiрнього ядра, та зарядовi форм-фактори α-частинки та ядра як

Zeff(r,k) = eikr
{
e−i cAkr cA Zα(k)− ei cαkr cα ZA(k)

}
, (7.9)

Zα(k) =
⟨
ψα,f

∣∣∣ 4∑
i=1

zi
mp

mi
e−ikραi

∣∣∣ψα,i⟩,
ZA(k) =

⟨
ψnucl,f

∣∣∣ A∑
j=1

zj
mp

mj
e−ikρAj

∣∣∣ψnucl,i

⟩
.

(7.10)

У першому наближеннi (що має назву дипольного) exp(ikr) → 1 ми маємо

Z
(dip)
eff (k) = cAZα(k)− cαZA(k), (7.11)

тобто ефективний заряд є незалежним вiд вiдстанi мiж центрами мас ядра та

α-частинки. У розрахунках обмежимося дипольним наближенням (7.11) ефе-

ктивного заряду, але матричний елемент випромiнювання будемо рахувати

без дипольного наближення, що дозволяє оцiнити мультипольнi корекцiї.

7.2.4. Електричнi форм-фактори α-частинки та дочiрнього ядра

Для розрахункiв форм-факторiв (7.10) потрiбно знати хвильовi функцiї перед

випромiнюванням фотона та пiсля випромiнювання. Цi функцiї визначаємо

за формулою (7.5), де однонуклоннi функцiї представлено через добуток про-

сторової та спiн-iзоспiнової функцiй. У цьому роздiлi ми будемо припускати,

що квадрат модуля просторової функцiї одного нуклона визначає ймовiр-

нiсть змiщення цього нуклона вiдносно до його найбiльш ймовiрного просто-

рового положення, що не сконцентровано у центрi мас ядерного фрагмента.

Введемо наступну iдею: положення найбiльш ймовiрного iснування нуклонiв

α-частинки у основному станi не спiвпадають з центром мас α-частинки. Тоб-

то вони являють собою вершини тетраедра, тодi як осциляторнi просторовi

функцiї перших чотирьох станiв дають максимальнi ймовiрностi у спiльному
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центрi. Такий розгляд iстотно поширюється на опис систем з бiльшим чи-

слом нуклонiв, де найбiльш ймовiрнi просторовi положення нуклонiв ядра у

основному станi повиннi бути зкорильованими з густиною ядерної речовини.

Передбачається, що iнформацiю про найбiльш ймовiрнi положення нуклонiв

слiд брати вiд iнших методiв. Тепер ми переформулюємо багатонуклонний

формалiзм моделi, яку було розроблено до опису гальмiвного випромiнюван-

ня при протон-ядерному розсiяннi у попередньому Роздiлi 6. Як буде показано

нижче, таке представлення просторової однонуклонної функцiї дозволяє ви-

конати аналiз залежностi спектрiв випромiнювання вiд розмiру α-частинки.

Перепишемо вектор нуклону з номером s вiд до центру мас фрагмента

ρs = ρ0,s + ρ̃s, (7.12)

де ρ0,s — радiус-вектор вiд центру мас фрагмента до точки найбiльш ймовiр-

ного положення нуклону з номером s, ρ̃s — змiщення нуклону вiдносно точки

найбiльш ймовiрного положення. Однонуклонна функцiя має вигляд:

ψλs(s) = φλs(ρs − ρs,0)
∣∣ σ(s)τ (s)⟩, (7.13)

де λs означає номер стану нуклона з номером s. Також ми будемо вважати,

що просторова функцiя нуклона нормована умовою:∫
|φλ(ρ̃s)|2 dρ̃s = 1. (7.14)

Звiдси ми знаходимо форм-фактор α-частинки [див. формули (Ж.9), (Ж.12),

(Ж.13) у Додатку Ж.1, стор. 494, 495]:

Zα(k) =
Zα
4

4∑
i=1

e−ikρi,0, (7.15)

тодi як форм-фактор дочiрнього ядра отримує наступного вигляду:

Zd(k) = 2 e− (a2k2x+b
2k2y+c

2k2z) /4 f1 (k, n1 · · ·nAd
) f2 (k, ρ1 · · · ρAd

), (7.16)
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де

f1 (k, n1 · · ·nAd
) =

nx+ny+nz≤N∑
nx,ny,nz=0

Lnx
[
a2k2x/2

]
Lny
[
b2k2y/2

]
Lnz
[
c2k2z/2

]
,

f2 (k, ρ1 · · · ρAd
) =

1

Ad

Ad∑
j=1

e−ikρj,0 .

(7.17)

Тут, функцiя f1 має сумування за всiма станами однонуклонної просторової

хвильової функцiї, а функцiя f2 описує просторовий розподiл нуклонiв у ядрi.

7.2.5. Ефективний заряд та ймовiрнiсть випромiнювання фотонiв

Пiдставляючи формули (7.15) та (7.16) форм-факторiв α-частинки та ядра у

формулу (7.11), знайдемо ефективний заряд у дипольному наближеннi:

Z
(dip)
eff (k) = 2 e− (a2k2x+b

2k2y+c
2k2z) /4

{
cA f2α (k, ρ1 · · · ρ4) −

− cα f1, d (k, n1 · · ·nAd
) f2, d (k, ρ1 · · · ρAd

)
}
.

(7.18)

Тепер ми перепишемо матричний елемент випромiнювання фотона як

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩ = − e

mp

√
2π

wph
· pfi δ(Kf − k), (7.19)

де

pfi = 2 e− (a2k2x+b
2k2y+c

2k2z) /4
∑
α=1,2

e(α),∗ ·
⟨
φf(r)

∣∣∣ Z̃dip
eff (k) e−ikr p

∣∣∣φi(r)⟩,
Z̃

(dip)
eff (k) = cAf2α(k, ρ1 · · · ρ4)− cαf1,d(k, n1 · · ·nAd

)f2,d(k, ρ1 · · · ρAd
).

(7.20)

Ми визначаємо ймовiрнiсть випромiнювання гальмiвних фотонiв на основi

матричного елемента (7.19) у рамках формалiзму, представленого у робо-

тi [65], який ми не повторюємо у цьому роздiлi:2

d2 P (θf)

dwph d cos θf
=

e2

2π c5
wphEi

m2
p ki

{
pfi

d p∗fi(θf)

d cos θf
+ c.c.

}
, (7.21)

2Ми отримаємо формулу (7.21) у залежностi вiд маси протона mp, тодi як у роботi [65] ми мали

ймовiрнiсть гальмiвного випромiнювання (49) у залежностi вiд зведеної маси µ. Така рiзниця пояснюється

тим, що у даному роздiлi ми розвиваємо формалiзм на основi оператора випромiнювання багатонуклонної

системи (7.1), тодi як у роботi [65] ми розвивали формалiзм на основi оператора випромiнювання (4)

протон-ядерної системи, визначений через зведену масу протона та ядра.
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де c. c. — позначення комплексного спряження, pfi пропорцiйно до еле-

ктричної компоненти pel у формулах (10) у роботi [65] [з додатковим

множником 2 e− (a2k2x+b
2k2y+c

2k2z) /4 та включеним ефективним зарядом Z̃
(dip)
eff ],

d pfi(θf) /d cos θf визначається також як d p (ki, kf , θf) /d cos θf у роботi [65].

7.3. Розрахунки та аналiз

Ми застосували метод, описаний вище, до розрахункiв спектрiв випромiню-

вання гальмiвних фотонiв при α-розпадi. Почали ми розрахунки з ядер 210Po,
214Po та 226Ra, для яких iснують експериментальнi данi гальмiвного випро-

мiнювання [17, 18, 59, 58, 16, 21, 187], а також розроблено наш попереднiй

формалiзм та його вiдтестовано [56, 57, 58, 59, 60, 61, 62]. Поперш за все, нас

цiкавило саме ядро 210Po, для якого отримано експериментальнi данi [21, 187]

з найбiльш високою точнiстю. Але, виявилося, що рiзниця мiж розрахунками

з включеною багатонуклонною структурою та розрахунками без такої стру-

ктури практично непомiтна [див. Рис. 7.1(а)]. Обидва отриманих спектри опи-

сують експериментальнi данi достатньо добре. Навiть виявилося, що для всiх

ядер, вказаних вище, для яких ми маємо експериментальну iнформацiю для

гальмiвного випромiнювання, уключення нуклонної структури α-частинки та

дочiрнього ядра практично не проявляється у спектрах гальмiвного випро-

мiнювання (змiнюється лише друга та наступнi цифри у розрахункових спе-

ктрах) у областi енергiй фотонiв нижче 1 МеВ (такий лiмiт дiапазону енергiй

фотонiв є найвищим у експериментальних даних). Однак, уключення бага-

тонуклонної структури пiдвищує ймовiрнiсть випромiнювання фотонiв для

кожного ядра. Це є першим висновком на основi моделi.

З ситуацiї, що склалася, виходить висновок, що необхiдно виконати
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Рис.7.1 Панель (а): Ймовiрностi гальмiвного випромiнювання фотонiв при α-розпадi ядра 210Po

у порiвняннi з експериментальними даними [21] [у розрахунках використано ρi,0 = 1.7 фм для

α-частинки та θf = 90◦, θf — кут мiж напрямком руху α-частинки (або її тунелювання) пiсля ви-

промiнювання фотона та напрямком випромiнювання фотона]. Тут експериментальнi данi, позна-

ченi бiлими кружечками, взятi з роботи (Boie 2007: [21]), суцiльна зелена лiнiя — розрахунки без

включення багатонуклонної структури, пунктирна синя лiнiя — розрахунки з включенням бага-

тонуклонної структури, штрих-пунктирна червона лiнiя — розрахунки для точкової α-частинки,

взятi з роботи (Maydanyuk 2006: [57], див. лiнiю 6 на Рис. 1 у тiй роботi). Спектр з включен-

ням багатонуклонної структури у розрахунки розташовано вище нiж спектр без включення такої

структури, але рiзниця мiж такими розрахунками виявляється дуже непомiтною. Панель (б): Рi-

зниця мiж функцiями похибок ∆ε(Ek), що визначаються за формулами (7.23) та отриманi пiсля

порiвняльного аналiзу мiж новими розрахунками з включенням багатонуклонної структури та

без включення неї та експериментальними даними, представленими на рисунку (а).
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бiльш ретельний аналiз. Введемо новi функцiї помилок

ε(s)(Ek) =

∣∣∣ln(σ(theor,s)(Ek)
)
− ln

(
σ(exp)(Ek)

)∣∣∣∣∣∣ln(σ(exp)(E1)
)∣∣∣ , (7.22)

та визначимо рiзницю мiж цими функцiями та знаходимо суму

∆ε(Ek) = ε(no−micro)(Ek)− ε(micro)(Ek), ∆ε̄ =
1

N

N∑
k=1

∆ε(Ek). (7.23)

Тут σ(theor,s)(Ek) та σ(exp)(Ek) — теоретичнi та експериментальнi ймовiрно-

стi випромiнювання при α-розпадi при енергiї Ek випромiненого фотона, s

— iндикатор включення багатонуклонної структури у модель та розрахунки

(позначимо такi розрахунки iндексом micro) або розрахунки без такої багато-

нуклонної структури (будемо використовувати iндекс no−micro для такого

випадку), та сумування виконується за всiм набором експериментальних да-

них. Такi визначення сформульованi на основi метода мiнiмiзацiї [75].

Щоб з’ясувати, чи включення багатонуклонної структури у модель i

розрахунки дає кращий опис експериментальних даних, потрiбно оцiнити рi-

зницю ∆ε(Ek) мiж функцiями ε(no−micro)(Ek) та ε(micro)(Ek). Результати таких

розрахункiв для ядра 210Po представлено на Рис. 7.1 (б). Можна бачити, що

функцiя є позитивною у всiй областi енергiй фотонiв. Це пiдтверджує, що

включення багатонуклонної структури у модель покращує опис експеримен-

тальних даних [21, 187]. Загальної оцiнки можна отримати через сумарнi ха-

рактеристики у формулами (7.23), та ми отримаємо ∆ε̄ = 0.00001015 (що є

позитивним також). На Рис. 7.1 (б) спостерiгається слабка осциляторна зале-

жнiсть кривої вiд енергiї фотона з перiодом бiля 200 кеВ у низькоенергетичнiй

частинi спектру. Однак, iнформацiя про такi осциляцiї є бiльш непомiтною,

нiж позитивнi значення функцiї ∆ε, тому вона вимагає бiльш високої точно-

стi розрахункiв спектрiв [вiдповiдно до Рис. 7.1 (б), слiд бути впевненим у

перших 3–5 цифрах у значеннях спектрiв для 210Po]3.
3Можна припустити, що форм-фактори мають дуже слабку осциляторну залежнiсть вiд енергiї фотона
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Рис.7.2 Ймовiрностi гальмiвного випромiнювання фотонiв при α-розпадi ядер 219Pa (а), 106Te

та 110Te (б) [у розрахунках ρi,0 = 1.7 фм для α-частинки та θf = 90◦, θf — кут мiж напрямком

руху α-частинки (або її тунелювання) пiсля випромiнювання фотона та напрямком випромiню-

вання фотона]. Панель а: штрихова червона лiнiя — розрахунки для 219Pa з включенням нуклон-

ної структури, суцiльна синя лiнiя — розрахунки для 219Pa без нуклонної структури, Панель

б: штрих-двiчi пунктирна червона лiнiя — розрахунки для 106Te з включенням нуклонної стру-

ктури, суцiльна синя лiнiя — розрахунки для 106Te без нуклонної структури, штрих-пунктирна

зелена лiнiя — розрахунки для 110Te з включенням нуклонної структури, штрихова коричнева

лiнiя — розрахунки для 110Te без нуклонної структури. Спектр для кожного ядра пiсля уключе-

ння нуклонної структури пiдвищується у порiвняннi з спектром без такої структури. Нуклонная

структура бiльш помiтна у спектрах для ядер з бiльшим Qα-значенням та меншим Z.
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Як наступний шаг, ми почали шукати iншi α-розпаднi ядра, для яких

вплив нуклонної структури на спектр випромiнювання мiг би виявитися по-

мiтним. При пiдборi ядер, ми обрали наступний базис:

1. Вимiри гальмiвних фотонiв мають меншi похибки для ядер з бiльш ви-

сокою ймовiрнiстю α-розпаду (при однакових енергiях фотонiв), що вiд-

повiдає бiльшим Qα-значенням.

2. Розрахунки спектрiв випромiнювання бiльш стабiльнi при бiльш високих

Qα-значеннях ядер та менших енергiях фотонiв.

Форм-фактори входять у визначення ефективного заряду Zeff , тому

вiн змiнює спектри випромiнювання пiсля включення нуклонної структури у

розрахунки. Але розрахунки вказують, що змiна спектрiв при варiацiях цих

параметрiв виявляється малою для рiзних ядер. Бiльш того, Qα-значення

впливає на ймовiрнiсть випромiнювання гальмiвних фотонiв. Чим бiльше

цей параметр, тим випромiнювання фотонiв є бiльш iнтенсивним. Звiдси мо-

жна зробити висновок про те, що нуклонна структура повинна бiльш сильно

проявлятися у спектрах випромiнювання для ядер з бiльш великими Qα-

значеннями. Ця iдея дозволяє виявити область ядер для пошуку, що стало

наступним кроком. Загалом, при зростаннi маси ядра Qα-значення постiй-

но зростає. Тобто, ми отримали ядра у напрямку бiльш важких, де нуклонна

(а саме, форм-фактор α-частинки (7.15) має гармонiчну поведiнку у залежностi вiд енергiї фотона; при

точковому наближеннi цей форм-фактор перетворюється у електричний заряд α-частинки та осцилятор-

на залежнiсть зникає; форм-фактор ядра у (7.16) має подiбну поведiнку). Таким чином, їх уключення у

розрахунки визиває появ малих осциляторних змiн спектру випромiнювання. Тодi з Рис. 7.1 (б) можна

б було припустити, що при деяких енергiях, розташованих на вiдстанях перiоду осциляцiй, розрахунки

з включеною нуклонною структурою опишуть експериментальнi данi бiльш вдало по цiй причинi (у по-

рiвняннi з розрахунками без включення такої структури). Слiд також врахувати, що експериментальнi

данi мають осциляцiї з мало помiтною амплiтудою, що не були врахованi у моделi, представленiй у цьому

роздiлi, та при деяких значеннях енергiї розрахунки з включеною нуклонною структурою виявляються у

найкращiй згодi з таким експериментом. У будь-якому випадку, такий шлях мiг би дозволити удоскона-

лити прояв розподiлу нуклонiв у α-частинцi та ядрi пiд час α-розпаду через аналiз спектрiв гальмiвного

випромiнювання, що є цiкавою задачею для наступних дослiджень.
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структура очiкується бути помiтною у спектрах випромiнювання. Однак, роз-

рахунки показали, що для важких та надважких ядер такий вплив нуклонної

структури виявляється не помiтним знов [див. Рис. 7.2 (а)].

Як виявляється, iснують iншi параметри, важливi у такому пошуку.

А саме, це кулонiвський бар’єр, що визначається на основi дочiрнього ядра.

Для легких ядер бар’єр менший та ймовiрнiсть випромiнювання фотонiв для

таких ядер повинна бути бiльшою. Пiсля аналiзу розподiлу Q-значень для

найлегших α-емiтерiв ми дiйшли до α-емiтерiв, що включають нейтронно-

дефiцiтнi iзотопи вiд телуру (Te, tellurium, Z = 52) до цезiя (cesium, Z = 55),

що дуже швидко розпадаються. Такi α-емiтери були предметом експеримен-

тальних [219, 220, 221] та теоретичних [222, 223] дослiджень. Було вимiряно

напiвперiоди α-розпаду ядер 110Xe та 106Te за допомогою мас-сепаратора у

центрi GSI (GSI on-line mass separator) (отримано T1/2 = 105+35
−25 мсек для 110Xe

та T1/2 = 70+20
−10 µсек для 106Te [220]). Автори дослiдження використали ту iн-

формацiю для оцiнки Г-ширин α-розпаду та аналiзу амплiтуд формування

α-кластерiв у емiтерах вище, нiж 100Sn. Q-Значення α-розпаду 4900(50) кеВ

та перiод напiврозпаду T1/2 = 0.70+0.25
−0.17 µсек нейтронно-дефiцитного нуклi-

да 105Te було вимiряно при використаннi кореляцiйної технiки (implantation-

decay correlation technique) у Аргонiвськiй Нацiональнiй Лаботарорiї (Argonne

National Laboratory) [221]. Вонг (Wang), Гу (Gu) та Хоу (Hou) провели си-

стематику дослiджень та вимiряних перiодiв напiврозпаду та Qα-значень по

рiзним каналам α-розпаду для iзотопiв близ N = Z = 50 (починаючи вiд

Z = 52 та доходячи до Z = 55), оцiнили фактори формування (preformation

factor) α-частинок для таких α-емiтерiв [222]. Мiсiцу (Misicu) та Рiзеа (Rizea)

показали зростання ймовiрностi тунелювання для α-розпаду 106Te пiд дiєю

лазера (ultra-intense laser field) для рiзних iнтенсивностей та частот [223].

З метою пiдтримати такi дослiдження, оцiнемо випромiнювання фото-

нiв при α-розпадi ядер 106Te та 110Te. Результати представлено на Рис. 7.2 (б).
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Видно, що помiтнi змiни у спектрах випромiнювання пiсля включення ну-

клонної структури у модель та розрахунки дiйсно вiдбуваються для ядра
106Te (Qα = 4.29 МеВ, T1/2=70 мксек) навiть для енергiй фотонiв нижче нiж

1 МеВ. Однак, для ядра 110Te з меншим Qα-значенням (Qα = 2.73 МеВ) по-

дiбна суттєва роль нуклонної структури у спектрах вже втрачається. Можна

запропонувати експериментаторам дослiдження ролi нуклонної структури у

спектрах випромiнювання при α-розпадi у зовнiшньому магнiтному полi.

На Рис. 7.1 та 7.2 показано, що спектри випромiнювання з багатону-

клонною структурою знаходяться вище, нiж спектри без такої структури.

Пояснюється це тим, що спектр змiнюється за рахунок ефективного заряду

Zeff(r,k) [див. формули (7.9) та (7.10)]. Ефективний заряд у (7.9) є не постiй-

ним, а залежить вiд iмпiльсу k фотона та форм-факторiв Zα(k) i ZA(k).

Якщо вважати α-частинку та ядро як точковi (тобто без багатонуклон-

ної структури), то ми отримаємо постiйнi форм-фактори у формулах (7.10),

що вiдповiдають електричним зарядам α-частинки та ядра. Тобто у диполь-

ному наближеннi залежнiсть ефективного заряду вiд iмпульсу фотона втра-

чається [див. формуду (7.11)]. Такий випадок продемонстровано на Рис. 7.2

за допомогою нижньої кривої [див. суцiльну синю лiнiю для 219Pa на рисун-

ку (а), суцiльну синю лiнiю для 106Te та штрихову коричневу лiнiю для 110Te

на рисунку (б)]. При неточкових α-частинцi та ядрi форм-фактори вносять

залежнiсть вiд iмпульсу фотонiв у ефективний заряд. Такий випадок проде-

монстровано на Рис. 7.2 за допомогою верхньої кривої [див. штрихову черво-

ну лiнiю для 219Pa на рисунку (а), штрих двiчи-пунктирну червону лiнiю для
106Te та штрих-пунктирну зелену лiнiю для 110Te на рисунку (б)].

Ми визначаємо взаємодiю мiж α-частинкою та ядром на основi α-

ядерного потенцiалу, що параметрiзований у роботах [112, 224, 225, 226] на

основi аналiзу експериментальної iнформацiї великої кiлькостi ядер. Тобто

такий потенцiал добре описує реалiстичну взаємодiю мiж α-частинками та
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ядрами. На основi такого потенцiалу чисельно розраховуються хвильовi фун-

кцiї Φα−nucl(r) [див. формулу (7.4)], та матричний елемент випромiнювання

(7.8). Тобто, ядро не розглядається як точкове у розрахунках хвильових фун-

кцiй, але можна включити або виключити багатонуклонний опис ядра та α-

частинки у ефективний заряд. Це змiнює спектри випромiнювання.

Спектр випромiнювання з багатонуклонною структурою знаходиться

вище спектра випромiнювання без такої структури для всiх ядер. Це поясню-

ється тим, що ефективний заряд Z̃(dip)
eff при включеннi багатонуклонної стру-

ктури зростає [див. формули (7.20)]. Для ясного зрозумiння такого аспекту,

на Рис. 7.3 показано вiдношення Z̃
(dip,micro)
eff / Z̃

(dip, no−micro)
eff мiж ефективними

зарядами, розрахованими з включенням багатонуклонної структури та без

неї. Можна бачити, що роль багатонуклонної структури при визначеннi ефе-
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Рис.7.3 Вiдношення Z̃
(dip,micro)
eff / Z̃

(dip, no−micro)
eff мiж ефективними зарядами, що розрахованi з

включенням багатонуклонної структури та без такої структури у залежностi вiд енергiї фотона

[Z̃(dip,micro)
eff — ефективний заряд з включеною багатонуклонною структурою, яка визначається

за формулою (7.20), Z̃(dip, no−micro)
eff — ефективний заряд без такої структури, тобто для точкових

α-частинки та ядра]. Можна бачити, що прояв нуклонної структури у розрахунках ефективно-

го заряду Z̃(dip,micro)
eff зростає з ростом енергiї фотона. Це пояснює, що спектри випромiнювання

з включенням багатонуклонної структури у розрахунки виявляються вищим, нiж спектри ви-

промiнювання без такої структури на Рис. 7.2 (а,б). Рiзниця зростає з ростом енергiї фотонiв.
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ктивного заряду зростає з ростом енергiї фотона 4.

4Експонента exp
[
−(a2k2x + b2k2y + c2k2z)/4

]
у матричному елементi pfi у (7.20) подавлює спектр ви-

промiнювання (вона має протилежний вплив на спектр, нiж ефективний заряд). Але її роль практи-

чно дуже мала для енергiй фотонiв, що випромiнюються при α-розпадi. Так, для α-частинки маємо

a, b, c ≤ 1.5 = 1.5 × 0.005−1 = 0.0075−1, kx, ky, kz ≤ k = Eph ≤ 8 МеВ та отримаємо akx ≤ 0.06 (у

чисельних розрахунках ми записуємо усi змiннi в одиницях МеВ та МеВ−1).
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7.4. Головнi результати i висновки до Роздiлу 7

У Роздiлi проведено дослiдження питання, чи можна побачити багатону-

клонну структуру α-розпадаючого ядра у експериментальних спектрах галь-

мiвного випромiнювання фотонiв, що супроводжує такий α-розпад. З ме-

тою отримати вiдповiдь на таке питання, розроблено нову модель галь-

мiвного випромiнювання, яка враховує розподiл нуклонiв у α-розпадаючiй

ядернiй системi. Пiдхiд, представлений у даному роздiлi, уперше був пред-

ставлений у роботi [67], та вiн є подальшим розвитком теорiї гальмiв-

ного випромiнювання у ядерних реакцiях, розвинутої у попереднiх робо-

тах [66, 65, 64, 65, 56, 57, 59, 58, 61, 62, 60, 63, 86]. Висновки з аналiзу на

основi такої моделi наступнi:

1. Пiсля включення формалiзму нуклонної структури у модель, розра-

хунковi спектри гальмiвного випромiнювання змiнюється дуже слаб-

ко для бiльшостi α-розпадних ядер [див. Рис. 7.2 (а) для α-розпаду

ядра 219Pa]. Однак, помiтнi змiни дiйсно вiдбуваються для ядра 106Te

(Qα = 4.29 МеВ, T1/2=70 мксек) навiть для енергiї випромiнених фото-

нiв до 1 МеВ [див. Рис. 7.2 (б)].

2. Включення формалiзму нуклонної структури у модель збiльшує ймовiр-

ностi гальмiвного випромiнювання фотонiв.

3. Виявлено наступнi тенденцiї для визначення ядер, для яких спектри

гальмiвного випромiнювання будуть бiльш чутливими до внутрiшньої

нуклонної структури: (а) напрямок до ядер з меншим числом Z, (б) на-

прямок до ядер з бiльшим Qα-значенням.

Пiдсумовуючи, вiдзначимо, що прояв багатонуклонних ефектiв у спе-

ктрах гальмiвного випромiнювання при α-розпадi є достатньо слабким. Але

у цьому роздiлi представлено новий пiдхiд, за допомогою якого такi ефекти
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можна виявити та їх вивчати, використовуючи аналiз гальмiвних фотонiв, що

випромiнюються у ядерних реакцiях. Саме по цiй причинi можна полягати,

що багатонуклонна структура ядер повинна бiльш ясно проявлятися у спе-

ктрах гальмiвного випромiнювання у кластерних розпадах, подiлу, розсiяннi

протонiв та легких ядер на ядрах (де енергiї повиннi бути суттєво вищи-

ми, нiж Q-значення α-розпадних ядер). Iнша галузь фiзики, де властивостi

багатонуклонної структури можна виявити за допомогою пiдходу, що пред-

ставлений у цьому роздiлi, — це ядернi реакцiї у астрофiзицi. На даний час,

iснують сер’йознi мотивацiї того, що у зiрках створюються протонно збага-

ченi iзотопи (proton rich isotopes) у процесах швидкого захоплення протонiв

ядрами (rapid proton capture process). Такi процеси супроводжуються випро-

мiнюванням гальмiвних фотонiв, та їх можна використати для дослiджень

властивостей багатонуклонної структури ядер. Враховуючи зростаючий iн-

терес до таких ядер та реакцiй з ними, додається аналiз у Додатку Ж.2, тодi

як бiльш ретельнi результати планується отримати у наслiдок нових бiльш

iнтенсивних та глибоких дослiджень у цьому напрямку. Цi iдеї можна роз-

глядати, як вказiвку на перспективу подальших дослiджень.
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РОЗДIЛ 8

МОДЕЛЬ ГАЛЬМIВНОГО ВИПРОМIНЮВАННЯ ФОТОНIВ

ПРИ РОЗСIЯННI ЗАРЯДЖЕНИХ π+-МЕЗОНIВ НА ЯДРАХ

8.1. Вступ

Природа взаємодiї мiж пiонами та ядрами в областi енергiй вiд 0 до 1 Гев є

предметом iнтенсивних теоретичних i експериментальних дослiджень [236].

Мотивацiєю таких дослiджень є використання пiонiв в ядерних реакцiях

у якостi зонда для здобуття бiльш глибокого розумiння структури ядра

[237, 238, 239]. Особливої уваги придiлено на розумiння дискретних i (низь-

колежачих) колективних станiв ядер у пружному, непружному та квазiупру-

жному розсiяннях, резонансному розсiянню (з поляризованими ядрами i без

них), реакцiях одно та двозарядного обмiну, реакцiях вибивання i поглинан-

ня. Крiм того, багато зусиль було прикладено на зрозумiння пiон-нуклонного

резонансу ∆3,3 (J = 3
2 , T = 3

2) та його ролi у пiон-ядернiй взаємодiї.

Експериментальнi вимiрювання було виконано на Синхроциклотронi у

ЦЕРН (CERN Synchro-cyclotron, див. [240]), на каналi пiонiв M13 при вико-

ристаннi квадруполь-квадруполь-дипольного спектрометра пiонiв (M13 pion

channel using the quadrupole-quadrupole-dipole pion spectrometer) у TRIUMF

[Ванкувер (Vancouver), див. [241], також див. детальний опис каналу i спе-

ктрометра у роботах [242, 243]], на 7 ГеВ протонному синхротронi NIMROD

(7 GeV proton synchrotron NIMROD) у Лабораторiї Резерфорда (Rutherford

Laboratory [244]), на пiонпому каналi i спектрометрi (EPICS) на фабрицi ме-

зонiв Клiнтона П. Андерсона LAMPF [pion channel and spectrometer (EPICS)

at Clinton P. Anderson Meson Physics Facility (LAMPF), Лос-Аламос, [244,

247, 246, 245]), на установцi спектрометру пiонiв у швейцарському Iнсти-
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тутi ядерних дослiджень [Swiss Institute for Nuclear Research (SIN), Швей-

царiя [249, 248]] Запропоновано експериментальну програму (для широкого

спектру експериментiв) для систематичного вивчення пiон-ядерної взаємодiї

(див. [250]). Насьогоднi ми маємо експериментальнi данi перерiзiв для 6,7Li,
9Be, 12C, 16O, 28Si, 32,34S, 40,42,44,48Ca, 54Fe, 90Zr, 208Pb, т.д. для енергiй налiтаю-

чих пiонiв Tπ вiд 30 МеВ до 860 МеВ [244, 245, 241, 247, 240, 248, 249, 246, 251].

Для аналiзу повних та диференцiйних перерiзiв вимiрювань (та отри-

мання передбачень у деяких випадках) було застосовано оптичну модель

[249, 245, 241, 252, 254, 253], α-кластерну модель [255], колективну модель

DWIA [249, 247, 246, 251], мiкроскопiчну модель форм-факторiв [246]. У

таких моделях за допомогою фiтинг-процедури було визначено параметри

пiон-ядерної взаємодiї. Було визначено середньоквадратичнi радiуси щiль-

ностi нейтронiв основного стану (для 40,42,44,48Ca та 54Fe) [251]. Було також

перевiрено експериментально мультипольнi матричнi елементи нейтронiв та

протонiв для збуджених станiв (для 42,44,48Ca, див. роботи [246]). Довжини

деформацiй у непружному розсiяннi було визнаено з експериментальних да-

них [довжини для станiв (2+; 4.44 МеВ) та (3−; 9.64 МеВ) для 12C [255], т.д.].

Такi характеристики пiдтверджують перспективи подальшого вивченнi пiон-

ядерної взаємодiї (у реакцiях) у випадках, коли електромагнiтнi вимiри не

iснують.

У теоретичному аспектi, на даний час, для опису взаємодiї мiж пiо-

нами та ядрами сформувалося два лiдируючих пiдходи. Перший пiдхiд був

запропонований Сатчлером (Satchler) у роботi [256], який був побудований у

рамках оптичної моделi в основi нерелятивiстського рiвняння Шродiнгера з

використанням феноменологiчного локального потенцiалу Вудса-Саксонської

форми (див. роботу [254]). Другий пiдхiд, якого було уведено Джонсоном

(Johnson) та Сатчлером у роботi [257] на основi рiвняння Клейн-Гордона, ви-

користовує нелокальний потенцiал типу Кiсслiнгера (Kisslinger-type potential)
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при низьких енергiях та енергiях близ резонансу. Однак, через перетворен-

ня Крелл-Ерiксона (Krell-Ericson transformation) останнiй формалiзм можна

звести до оптичної моделi з локальним потенцiалом та перетвореними хви-

льовими функцiями (див. роботи [252, 253]). Слiд вiдзначити, що ключовим

пунктом у ефективному описi пiон-ядерної взаємодiї є належне визначення

ядерної частини взаємодiї, яка iнтенсивно дослiджується та дискусується.

Гальмiвне випромiнювання фотонiв, що супроводжує ядернi реакцiї,

викликає великий iнтерес. Однак, природа випромiнювання жорстких фото-

нiв у ядерно-ядерних зiткненнях остається вiдкритим питанням, за рахунок

складних багатонуклонних процесiв. Через це, перш нiж намагатися вирiши-

ти повнiстю багатонуклонну задачу ядерного розсiювання з випромiнюван-

ням фотонiв, люди виконують бiльш простi розрахунки спектрiв гальмiвних

фотонiв, де у якостi одного з об’єктiв розсiяння обрано протон. Однак, навiть

для протон-ядерного розсiяння ясне зрозумiння впливу ядерної взаємодiї на

спектр фотонiв ще не отримано [31].

У цьому Роздiлi показано, що обчисленi спектри гальмiвного випромi-

нювання виявляються достатньо чутливими до форми цього типу потенцiалу.

Тобто, випромiнювання гальмiвних фотонiв може бути гарним iнструментом

для дослiдження некулонiвських взаємодiй (тобто ядерних сил, кулонiвських

поправок i т. д.) при розсiяннi позитивно заряджених пiонiв на ядрах. Однак,

гальмiвне випромiнювання при розсiяннi реальних (не вiртуальних) пiонiв на

ядрах ще нiколи не вивчалося теоретично i експериментально. Вiдзначимо,

що випромiнювання когерентних фотонiв вiртуальними пiонами, якi утворю-

ються в ядернiй матерiї при розсiяннi протонiв на ядрах, було проаналiзо-

вано [258] в областi енергiй ∆-резонансiв. Однак, у такому дослiдженнi при

утвореннi фотонiв у цiй реакцiї кулонiвськi сили за межами ядра-мiшенi (якi

дають найбiльший внесок у когерентне i некогерентне гальмiвне випромiню-
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вання при пiон-ядерному розсiяннi) не були включенi до аналiзу1. У цьому

Роздiлi виконано аналiз вищевказаного питання. Тут показано, що ядерна

взаємодiя грає важливу роль у формуваннi гальмiвних спектрiв, якi можуть

бути перевiренi експериментально (в областi високих енергiй фотонiв) за до-

помогою подальших вимiрювань гальмiвних фотонiв.

8.2. Модель

У побудовi формалiзму випромiнювання гальмiвних фотонiв (див. для

протон-ядерного розсiяння та протонного розпаду [64, 65, 66], α-розпаду [56,

57, 59, 58, 60, 61, 62, 67], спонтанного подiлу [63], потрiйного подiлу [87])

ми розвиваємо наступну логiку. Ми починаємо з формалiзму, в основi якого

полягає рiвняння Дiрака для одного нуклона. Потiм, ми узагальнюємо це рiв-

няння для опису системи нуклонiв (тут ми беремо радiус-вектор центру мас

повної системи як суму всiх радiус-векторiв нуклонiв). На наступному етапi,

ми застосовуємо наближення (вiдоме у КЕД для одного нуклона), яке до-

зволяє отримати узагальнення рiвняння Паулi для системи нуклонiв, як пер-

ше наближення [тут ми отримаємо логiку, як визначити наступнi наближен-

ня (стор. 33–35 у книзi [161]), зв’язок такого формалiзму з релятивiстською

класичною механiкою (стор. 35–36 у книзi [161]), т.д.]. На цьому етапi, ми

вводимо векторний потенцiал електромагнiтного поля (стандартним шляхом

КЕД через калiбрування), що описує випромiнювання фотонiв вiд кожного

нуклона. Ми перевiрюємо такий формалiзм через тест, щоб такий формалiзм

перетворювався до вiдомого рiвняння Паулi пiсля застосування вiдповiдних

наближень. Ми формулюємо гамiльтонiан повної багатонуклонної системи у
1Щоб досягти збiжностi у розрахунках матричних елементiв гальмiвного випромiнювання при розсiян-

нi пiонiв на ядрах, при iнтегруваннi слiд включити просторову область зi зовнiшньою межею, досягаючи

атомних оболонок ядра. Звiдси стає зрозумiлим суттєва роль кулонiвських сил у отриманнi спектрiв

випромiнювання. У роботi [258] було розглянуто суттєво iнший тип випромiнювання фотонiв, який не

враховує такого суттєвого внеску кулонiвських сил.
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лабораторнiй системi вiдлiку. Ми використовуємо просторовi змiннi для ко-

жного нуклона. На такiй основi, визначається повний оператор випромiню-

вання ядерної системи в лабораторнiй системi вiдлiку. Вiдносне прискорення

мiж нуклонами утворює випромiнювання гальмiвних фотонiв. Таким чином,

нам потрiбнi вiдноснi вiдстанi мiж нуклонами для аналiзу, та тому ми пере-

писуємо повний гамiльтонiан i повну хвильову функцiю через такi вiдноснi

вiдстанi. В результатi ми отримуємо член в операторi випромiнювання, що

вiдповiдає руху повної ядерної системи в лабораторнiй системi (див., напри-

клад, перший член в рiвняннi. (8) у роботi [66] для протон-ядерного розсiян-

ня). При побудовi хвильової функцiї повної ядерної системи ми вiдокремлю-

ємо множник, що описує рух повної ядерної системи (наприклад, див. (10) у

роботi [66] для протон-ядерного розсiяння). Також ми вiдокремлюємо iнший

множник вiдносного руху, так як ми оцiнюємо, що вiдносний рух мiж двома

ядерними фрагментами дає найбiльший внесок у повний спектр гальмiвного

випромiнювання (та тому нам потрiбен цей множник для розрахункiв).

У цьому Роздiлi ми узагальнюємо формалiзм попереднiх роздiлiв на

розсiяння пiонiв на ядрах. Для отримання перших оцiнок гальмiвних фотонiв,

що випромiнюються при розсiяннi пiонiв на ядрах, ми прикладаємо основнi

зусилля на те, що визначити лiдируючий внесок випромiнювання у повний

спектр. Такий внесок заснований на вiдносному русi пiонiв вiдносно ядра. Ми

не будемо аналiзувати внутрiшню структуру цих об’єктiв, припускаючи, що

вони дають менший вплив на спектр випромiнювання2.

Випромiнювання гальмiвних фотонiв може бути уведено у формалiзм

π±-ядерного розсiяння через кулонiвське калiбрування для кожного електри-

2Ми пояснюємо iснування горбоподiбного плато в експериментальних спектрах гальмiвного випромi-

нювання при розсiяннi протонiв на ядрах у промiжнiй i високоенергетичної областях через iснування

суттєвого некогерентного випромiнювання фотонiв (що утворюється при взаємодiї спiнорних властиво-

стей окремих нуклонiв з їх iмпульсами) [66]. Такий вплив на спектр описується як додаток до лiдируючого

внеску випромiнювання фотонiв, що є когерентним. Тому, у даному Роздiлi, ми нехтуємо таким некоге-

рентним ефектом (та також спiновими властивостями нуклонiв).
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чного заряду у системi як p̂i → p̂i −
zi e

c
A(ri, t), де p̂i = −ih̄∇i — iмпульс

пiона або нуклона з номером i, A(ri, t) — векторний потенцiал електрома-

гнiтного поля, що формується вiд руху пiона або нуклона з номером i, zi —

електричний заряд пiона або нуклона з номером i. Модифiкований гамiль-

тонiан записується як Ĥ = Ĥ0 + Ĥγ, де Ĥγ — новий оператор, що описує

випромiнювання фотонiв.

Лiдируюча частина оператора випромiнювання системи, що складає-

ться з π± та ядра у лабораторнiй системi вiдлiку (при нехтуваннi доданками

при A2
i , Ai,0 та спiнорними доданками, див. Додаток З.1, стор. 499) має ви-

гляд

Ĥγ = − e

√
2πh̄

wph

∑
α=1,2

e(α),∗ e
−ik

[
R−

mπ

mA +mπ
r
] {

1

mA +mπ

[
e−ik r zπ +

A∑
j=1

zAj e
−ikρAj

]
p̂ +

+

[
e−ik r zπ

mπ
− 1

mA

A∑
j=1

zAj e
−ikρAj

]
p̂+

A−1∑
j=1

zAj

mAj
e−ikρAj p̃Aj −

1

mA

[ A∑
j=1

zAj e
−ikρAj

]A−1∑
k=1

p̃Ak

}
,

(8.1)

де p̂ = −ih̄d/dR, p̂ = −ih̄d/dr, p̃Aj = −i h̄d/dρAj, R — координати центру

мас складної ядерної системи (ядра та пiона), r — вiдносна вiдстань мiж

центром мас ядра та пiона, ρAj — вiдносна вiдстань мiж центром мас ядра та

нуклона з номером j цього ядра, R, r та ρAj визначенi у (З.5) у Додатку З.1,

зiрочка позначає комплексне спряження, mi та zi — маса та електричний

заряд нуклона з номером i (i=1 . . . A) або маса та електричний заряд π±-

мезона (i = A + 1), mπ та mA — маси π± та ядра, e(α) — одиничнi вектори

поляризацiї фотона, (e(α),∗ = e(α)), k — хвильовий вектор фотона, wph = k c =∣∣k∣∣c.
Гамiльтонiан системи ядра та and π±-мезона має вигляд Ĥ0 =

− h̄2

2m
△+VN(r)+VC(r), де VC — кулонiвський потенцiал взаємодiї мiж пiоном

та ядром, VN — потенцiал некулонiвських взаємодiй мiж пiоном та ядром, m

— зведена маса пiона та ядра [252]. Компоненту VN можна записати у виглядi

локального типу Кiсслiнгера (local Kisslinger-type form, див. [252, 253]) вiдпо-
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вiдно до формалiзму Джонсона (Johnson) та Сатчлера (Satchler) [257] як (ми

додаємо верхнiх iндексiв “JS” та “WS” для позначення типу формалiзму)

V
(JS)
N (r) = UN(r) + ∆UC(r),

UN(r) =
(h̄c)2

2w

{
q(r)

1− α(r)
− k2α(r)

1− α(r)
− ∇2α(r)

2 (1− α(r))
−
[ ∇α(r)

2 (1− α(r))

]2}
,

∆UC(r) =
α(r)VC(r)− V 2

C(r)/2w

1− α(r)
,

(8.2)

або у виглядi локальної Вудса-Саксонiвської форми, вiдповiдно до формалi-

зму оптичної моделi [254] як3

V
(WS)
N (r) = −U f(r)− iW g(r),

f(r) = [1 + exp((r −Ru)/au)]
−1,

g(r) = [1 + exp((r −Rw)/aw)]
−1.

(8.3)

Тут w — повна енергiя пiона у системi центру мас, q(r) та α(r) вiдповiдають

s-хвильовiй частинi та p-хвильовiй частинi пiон–ядерної взаємодiї (див. робо-

ти [252, 257]). U та W — дiйсна та уявна частини сили потенцiала (8.3), Ru та

Rw — радiус-параметри потенцiала (8.3), au та aw — параметри дифузностi

(див. Табл. 2 у роботi [254]).

Лiдируючий матричний елемент випромiнювання має вигляд (див.

(З.17), Додаток З.2 на стор. 501, стор. 503–506 для розрахункiв та визначення

3У даному Роздiлi ми обмежуємося тiльки реальною частиною потенцiалу у розрахунках спектрiв

гальмiвного випромiнювання. Мотиви таких розрахункiв наступнi. Уявна частина потенцiалу пов’язана

з внутрiшнiми (непружними) механiзмами всерединi ядра, якi iстотно ускладнюють аналiз. Включення

непружних механiзмiв дасть додатковi новi питання у цiй задачi (наприклад, роль таких механiзмiв в

розсiяннi в залежностi вiд енергiї випромiнювання фотонiв; такi механiзми можуть бути пов’язанi з утво-

ренням некогерентного випромiнювання та iн). Таким чином, ми хочемо спочатку побудувати коректний

базiс для опису гальмiвного випромiнювання у пружному розсiяннi. На наступному етапi доцiльно бу-

де оцiнити непружнi механiзми, використовуючи вже побудований базис гальмiвного випромiнювання у

пружному розсiяннi (що можна бути виконати як продовження дослiдження у цьому Роздiлi).
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хвильової функцiї пiон-ядерної системи)

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩1 = − e

m

√
2πh̄

wph

∑
α=1,2

e(α),∗ ×

×
⟨
Φπ−nucl,f(r)

∣∣∣Zeff(k, r) e
−ikr p̂

∣∣∣ Φπ−nucl,i(r)
⟩
,

(8.4)

де ми вводимо ефективний заряд π±–ядерної системи як

Zeff(k, r) = e
ikr

mπ

mA +mπ

{
mA zπ

mA +mπ
− eikr

mπ ZA(k)

mA +mπ

}
, (8.5)

зарядовий форм-фактор ядра як

ZA(k) =
⟨
ψnucl,f(ρA1 . . .ρAA)

∣∣∣ A∑
j=1

zAj e
−ikρAj

∣∣∣ ψnucl,i(ρA1 . . .ρAA)
⟩
. (8.6)

Тут Ψs — хвильова функцiя повної пiон-ядерної системи, s = i або f (iндекси

i та f означають стан перед випромiнювання фотона та стан пiсля такого

випромiнювання), Φπ−nucl,s(r) — функцiя, що описує вiдносний рух (з туне-

люванням) π± вiдносно до ядра (без опису внутрiшнiх вiдносних змiщень

нуклонiв у ядрi), ψnucl,s(β) — багатонуклонна функцiя, що описує внутрiшнi

стани нуклонiв у ядрi (вона визначає просторовi стани на основi вiдносних

вiдстаней ρ1 . . .ρA нуклонiв ядра вiдносно його центру мас, та спiн-iзоспiновi

стани також), βA — номери 1 . . . A нуклонiв ядра.

Найпростiше визначення матричного елемента можна отримати, якщо

(1) застосувати дипольне наближення для опису ефективного заряду повної

системи, та (2) знехтувати вiдносними змiщеннями нуклонiв у ядрi у розра-

хунках форм-фактора (див. Додаток З.3, стор. 503 для розрахункiв матри-

чних елементiв). У таких наближеннях ми визначаємо перерiз випромiнюва-

ння гальмiвних фотонiв у лабораторнiй системi вiдлiку у рамках формалiзму

роботи [65] та ми не повторюємо його у цьому Роздiлi:

d2 σ(θf)

dwph d cos θf
=

e2

2π c5
wphEi

m2 ki

{
pel

d p∗el(θf)

d cos θf
+ c.c.

}
, (8.7)
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де c.c. означає комплексне спряження. Ми розраховуємо радiальнi хвильо-

вi функцiї чисельно вiдносно до обраного потенцiалу взаємодiї мiж π± та

сферично симетричним ядром [див. (8.2) для ядерної частини потенцiалу та

корекцiй вiдповiдно до формалiзму Джонсона та Сатчлера, див. (8.3) для

ядерної частини потенцiалу вiдповiдно до формалiзму оптичної моделi].

8.3. Аналiз

Ми застосуємо представлений вище пiдхiд для оцiнки спектрiв гальмiвних

фотонiв, що випромiнюються при розсiяннi π+-мезонiв на ядрах. Почнемо

з розрахункiв перерiзiв випромiнювання, коли взаємодiя мiж π+-мезонами

i ядрами визначається у формалiзмi оптичної моделi з ядерним потенцiа-

лом Вудса-Саксона. Оцiнимо вплив ядерної частини потенцiалу на спектр

випромiнювання. Такi розрахунки перерiзiв випромiнювання гальмiвних фо-

тонiв при розсiяннi π+-мезонiв на ядрах 44Ca при енергiї налiтаючого мезона

Eπ+ = 116 МеВ представлено на Рис. 8.1 (а). На рисунку ясно видна вiдмiн-

нiсть мiж спектрами в областi високих енергiй фотонiв, визвана варiацiями

сили U ядерної частини потенцiалу (8.3). Це є пiдтвердженням прояву ролi

ядерної взаємодiї у формуваннi випромiнювання фотонiв. Таке явище прояв-

ляється бiльш сильно у областi високих енергiй фотонiв.

Проаналiзуємо, наскiльки сильно змiнюється спектр гальмiвного ви-

промiнювання, якщо взаємодiю мiж пiонами та ядрами визначити у форма-

лiзмi Джонсона-Сэтчлера. Такi розрахунки для ядра 44Ca при енергiї налi-

таючих пионiв Eπ± = 116 МеВ представлено на Рис. 8.1 (б) у порiвняннi з

попереднiми результатами, наведеними на Рис. 8.1 (а). Можна бачити прин-

ципову рiзницю у поведiнцi спектрiв.

Насьогоднi немає нiякої iнформацiї про гальмiвнi фотони, що можуть

випромiнюватися при розсiяннi пiонiв на ядрах (ми навiть не знайшли жо-
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Рис.8.1 Перерiзи гальмiвних фотонiв, що випромiнюються при розсiяннi π+-мезонiв на ядрах
44Ca при енергiї пiонiв 116 МеВ [параметри розрахункiв: потенцiали V (WS)

N i V (JS)
N визначено за

формулами (8.3) i (8.2), параметри потенцiалiв взято з роботи [254] i Таблицi 1 у роботi [257], кут

θγ мiж напрямками випромiнювання фотона i руху π-мезона дорiвнює 90◦]. [Панель а]: Спектри

гальмiвного випромiнювання, в яких взаємодiя мiж π±-мезонами та ядрами описується оптичною

моделлю з потенцiалом Вудса-Саксона. Показано, як саме змiнюється спектр у залежностi вiд

сили U ядерної компоненти потенцiалу (8.3). Можна бачити стабiльнiсть розрахункiв. [Панель

б]: Спектри гальмiвного випромiнювання, в яких взаємодiя мiж π±-мезонами та ядрами визна-

чається у формалiзмi Джонсона-Сатчлера (див. синю суцiльну лiнiю, позначено як «потенцiал

JS») i формалiзмi оптичної моделi з потенцiалом Вудса-Саксона (див. червону пунктирну лiнiю,

позначено як «потенцiал WS»). Можна бачити принципово рiзну поведiнку мiж спектрами. Ця

вiдмiннiсть пояснюється тим, що двi теорiї, що покладено в основу розрахункiв спектрiв випро-

мiнювання, iстотно вiдрiзняються (тут доданки вiд кулонiвської взаємодiї однаковi): формалiзм

Джонсона-Сетчлера базується на релятивiстському рiвняннi Клейна-Гордона, тодi як формалiзм

оптичної моделi заснований на нерелятивiстському рiвняннi Шредiнгера. Вiдзначимо, що обидва

спектри, отриманi у формалiзмi Джонсона-Сатчлера i формалiзмi оптичної моделi з потенцiалом

Вудса-Саксона, збiгаються при низьких енергiях фотонiв (розрахунки не пронормованi нi на одну

точку даних).
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дної iдеї про органiзацiю таких дослiджень у лiтературi). Таким чином, немає

експериментальної основи для висновкiв про реалiстичнi значення параметрiв

ядерної частини пiон-ядерного потенцiалу за допомогою аналiзу гальмiвного

випромiнювання. В той же час, такi фотони повиннi випромiнюватися у та-

кiй реакцiї. Ми показуємо чутливiсть спектрiв гальмiвного випромiнювання

вiд параметра U . У завершеннi, робиться висновок про перспективнiсть ана-

лiзу гальмiвного випромiнювання для отримання оцiнок цього параметра з

експериментальних дослiджень.

Без аналiзу гальмiвних фотонiв, дослiдження потенцiалу взаємодiї у

рамках оптичної моделi було представлено у роботi [254]. Ми використовуємо

результати роботи тих людей. Тут вказано наступнi параметри для реакцiї

π+ + 44Ca при енергiї пучка пiонiв 116 МеВ, використовуваних (див. Табли-

цю 2, стор. 760 у роботi [254])

U = 24.15 , Ru = 1.50 , au = 0.20 . (8.8)

У розрахунках на Рис. 8.1 (а) ми фiксуємо цi параметри Ru, au та змiнюємо

U , отримуючи рiзнi спектри. Випадок U = 24.15 МеВ представлений верхнiм

спектром (див. суцiльну синю лiнiю на цьому рисунку). Такий же спектр для

розрахункiв по оптичнiй моделi представлений на Рис. 8.1 (б) [див. червону

пунктирну лiнiю на цьому рисунку, параметри визначенi у (8.8)].

Як було вказано ранiше, для гальмiвного випромiнювання при розсiян-

нi протонiв на ядрах не було отримано ясної картини про вплив ядерної взає-

модiї на спектр фотонiв [31]. Провiдний внесок у повний спектр у цiй реакцiї

можна оцiнити за допомогою розрахункiв оптичної моделi (де ми отримуємо

когерентнi фотони). Виявлено схожiсть у розрахунках матричних елементiв

випромiнювання, заснованих на оптичнiй моделi мiж розсiюванням протонiв i

розсiюванням пiонiв. Таким чином, було б корисним виявити, чи iснує анало-

гiчна чутливiсть спектра випромiнювання (при високих енергiях фотонiв) вiд

ядерної частини потенцiалу для розсiювання протонiв на ядрах. Ми спосте-
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рiгаємо стiйку залежнiсть спектрiв гальмiвного випромiнювання вiд сили VR

ядерної частини протон-ядерного потенцiалу в областi високих енергiй (див.

Рис. 8.2). Вiдзначимо, що чiткої залежностi спектрiв вiд ядерних параметрiв

протон-ядерного потенцiалу ранiше не було знайдено нiколи.
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Рис.8.2 Ймовiрностi гальмiвного випромiнювання фотонiв при розсiяннi p + 208Pb при енергiї

пучка протонiв Ep = 140 МеВ (а) та p + 197Au при енергiї пучка протонiв Ep = 190 МеВ (б)

у порiвняннi з експериментальними даними (Edgington 1966: [1]) i (Goethem 2002: [6]) (круговi

точки) [розрахунки виконано вiдповiдно до формалiзму (Maydanyuk 2012: [65]) з електричним

компонентом pel, що визначений у (36) у тiй роботi (без магнiтних доданкiв pmag,1 i pmag,2 у (36)

у роботi [65], без некогерентного гальмiвного випромiнювання, якого було дослiджено у робо-

тi [66]), параметри протон-ядерного потенцiалу узято з (46)–(47) роботи (Maydanyuk 2015: [66])

при наближеннi rc = rR = 0.95 фм]. Можна бачити прояв змiни спектрiв при великих енергiях у

залежностi вiд сили VR ядерної частини протон-ядерного потенцiалу.

Для опису розсiяння протонiв на ядрах ми визначаємо параметри по-

тенцiалу, вiдповiдно до формалiзму [66] (див. формули (46)–(47) у цiй ро-

ботi, тут ми дотримуємося детального дослiдження [148], яке зараз високо

цитується та було вiдтестовано багатьма людьми). У розрахунках спектрiв

гальмiвного випромiнювання на Рис. 8.2 (а,б), ми змiнюємо сили V ядерної

частини потенцiалу. Найкраще згода мiж розрахунками i експериментальни-

ми даними вiдповiдає значенням параметра VR, вказаним у [66] (для обох

реакцiй).

У даному Роздiлi ми зосередимося на з’ясуваннi питання, чи можуть
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спектри змiнюватися суттєво при варiюваннi VR (чому це виникає, якщо воно

є). Ясне розумiння залежностi спектрiв вiд параметра ядерної частини взає-

модiї можна отримати, якщо опустити некогерентне гальмiвне випромiнюван-

ня. Таким чином, ми не будемо використовувати такi доданки у розрахунках.

Ми знаходимо, що цього вже достатньо, щоб встановити не слабку залежнiсть

спектрiв вiд параметра VR. Але, цього ще недостатньо, щоб зробити висновок

про реалiстичнiсть значення цього параметра, тому що було б краще вклю-

чити в аналiз ще доданки вiд некогерентного випромiнювання (якi могли б

змiнити спектри при малих енергiях фотонiв). Iснує також спiн-орбiтальний

член у потенцiалi протон-ядерної взаємодiї (див. vso(r) у (46) у роботi [66]; на

вiдмiну вiд пiон-ядерного розсiювання). Але, ми оцiнюємо невелике гальмiвне

випромiнювання за рахунок цього доданку.

8.4. Перспективи вивчення некогерентних фотонiв

У формулу (8.1) не включенi спини нуклонiв ядра. Ми вивчали роль спiнiв

окремих нуклонiв повної ядерної системи у формуваннi гальмiвного випромi-

нювання при розсiяннi протонiв на ядрах [65, 66], а також при α-розпадi [67].

Для розсiювання протонiв на ядрах повне гальмiвне випромiнювання можна

роздiлити на некогерентне випромiнювання (тобто випромiнювання, що вини-

кає вiд взаємодiї розсiяного протона з ядром в цiлому), та когерентне випро-

мiнювання (тобто випромiнювання, що виникає за рахунок взаємодiї протона

розсiяння з окремими нуклонами у ядрi).

У попереднiх дослiдженнях [65, 66, 67] ми врахували обидва аспекти.

Повний матричний елемент випромiнювання має доданок, що вiдповiдає не-

когерентному випромiнюванню, i доданки, що вiдповiдають рiзним аспектам

когерентного випромiнювання. Це дозволяє оцiнити внесок вiд кожного ком-

понента у повний спектр гальмiвного випромiнювання. Це було реалiзовано
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для розсiювання протонiв на ядрах та α-розпаду (частково), але не для роз-

сiювання пiонiв на ядрах. Однак, у цьому Роздiлi ми хотiли б обмежитися

вивченням когерентного випромiнювання з наступних причин.

1. Вивчення некогерентного гальмiвного випромiнювання є бiльш скла-

дною задачею з математичної та чисельної точок зору. У лiтературi ми не

знайшли будь-якої iнформацiї про випромiнювання гальмiвних фотонiв

при розсiяннi пiонiв на ядрах. Таким чином, не можливо порiвняти нашi

розрахунки з результатами iнших людей (ми вперше вивчаємо гальмiвне

випромiнювання у пiон-ядерному розсiяннi). За нашими оцiнками, неко-

герентне випромiнювання (його внесок у повний спектр) при розсiяннi

пiонiв на ядрах є iстотно чутливим до розрахункiв когерентного випромi-

нювання. По цiй причинi, поперш ми хочемо побудувати надiйний базис

для опису (i оцiнки) когерентного гальмiвного випромiнювання при роз-

сiяннi пiонiв на ядрах. Таким чином, основної уваги у цьому Роздiлi буде

придiлено побудовi моделi когерентного гальмiвного випромiнювання у

пiон-ядерному розсiяннi.

2. Вивчення ролi спiнiв та iнших характеристик окремих нуклонiв ядра

входить до наших iнтересiв дослiдження по цiй темi. Ми плануємо зроби-

ти це, як природний наступний крок. Тут ми плануємо почати з форма-

лiзму [66] [див. Роздiли E, F, формули (33)–(37), (41), (43)–(45) у статтi,

де включено спiновi доданки] з необхiдним узагальненням.

3. Якщо повернутися до нашого попереднього дослiдження ролi окремих

нуклонiв ядра i спiна розсiяного протона, то можна виявити наступне.

Експериментальнi спектри гальмiвного випромiнювання [6, 4, 184] у роз-

сiяннi протонiв на ядрах мають горбоподiбне плато усерединi дослiджу-

ємої областi енергiй фотонiв (що вiдповiдає середнiм енергiям фотонiв).

Вони зменшуються до кiнематичної межi для фотонiв високих енергiй
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(це є данi для розсiювання p + 208Pb при енергiї пучка протонiв 140

i 145 МеВ, розсiювання p + 12C, p + 58Ni, p + 107Ag i p + 197Au при

енергiї пучка протонiв 190 МеВ). Однак експериментальнi гальмiвнi спе-

ктри [21, 187, 59, 58] при α-розпадi ядер 210,214Po, 226Ra мають форму

логарифмiчного типу без iснування горбоподiбного плато. Побудував-

ши власний об’єднаний формалiзм [65, 66, 67], ми пояснили цю рiзницю

мiж спектрами гальмiвного випромiнювання при розсiяннi протонiв на

ядрах i α-розпадi. У розсiяннi протонiв на ядрах, ненульовий спiн роз-

сiяного протона дає новий тип взаємодiї, що заснований на його спiв-

вiдношеннi з iмпульсами окремих нуклонiв ядра [див. p4 у (43) i (44) у

роботi [66]]. Це призводить до виникнення нового типу некогерентного

гальмiвного випромiнювання, яке вiдсутнє в α-розпадi. Включення ма-

тричного елемента некогерентного типу p4 для розсiювання протонiв на

ядрах у розрахунки змiнює спектри випромiнювання (в спектрах з’яв-

ляється горбо-подiбне плато) i дозволяє добре описати експериментальнi

данi.

Згiдно до результатiв роботи [67], при бiльш високих енергiях фото-

нiв внутрiшня структура α-частинки при α-розпадi грає бiльш важливу

роль у її взаємодiї з ядром. Це могло б дати неврахований ранiше неко-

герентний внесок у повний спектр випромiнювання.

Таким чином, якщо врахувати логiку вище i взяти нульовий спiн пiо-

нiв до уваги, то можна встановити мале некогерентне гальмiвне випро-

мiнювання у пiон-ядерному розсiяннi. Однак, цей тип випромiнювання

збiльшується при бiльш високих енергiях фотонiв i пiонiв. Ця задача є

бiльш складною, та бiльш доцiльно зосередитися на неї у подальших до-

слiдженнях (пiсля отримання розумiння когерентної випромiнювання у

пiон-ядерному розсiяннi).
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8.5. Порiвняння нашої моделi з пiдходом [258]

Як було вказано (див. Роздiл 8.1), у роботi [258] було дослiджено випромiню-

вання когерентних фотонiв вiртуальними пiонами, якi самi народжуються в

ядернiй матерiї при розсiяннi протонiв. Ми виявляємо, що цей тип випромi-

нювання iстотно вiдрiзняється вiд фотонiв, вивчених в цьому Роздiлi. При на-

родженнi фотонiв в процесi реакцiї, дослiджуємої у роботi [258], не враховано

кулонiвськi сили поза межами ядра-мiшенi. Але, найбiльший внесок у повнi

когерентний та некогерентний спектри дає член гальмiвних фотонiв, випромi-

нюваних такими кулонiвськими силами на просторовiй областi поза межами

ядра при розсiяннi реальних пiонiв (в пучках) на ядрах. Якщо включити та-

кий внесок у розрахунки повного спектру гальмiвного випромiнювання, то

роль ядерних сил буде iстотно знижена (тобто оцiнити роль ядерної взаємо-

дiї за допомогою аналiзу гальмiвного випромiнювання виявляється iстотно

складнiше). Але у цьому Роздiлi ми показуємо, як це реалiзувати.

Порiвнюючи наш формалiзм з роботою [258], ми знаходимо наступне:

• В основу наших розрахункiв матричних елементiв покладено хвильовi

функцiї пiон-ядерної системи, вiдповiдно до основних положень кван-

тової механiки. Цi хвильовi функцiї є комплексними, безперервними по

всiй просторовiй областi їх визначення. Вони визначаються вiдповiдно

до належних граничних умов, яких обрано для дослiджуваної реакцiї.

На такiй основi, у розрахунках гальмiвних перерiзiв враховано iнтерфе-

ренцiйнi ефекти (на вiдмiну вiд пiдходу [258]). Це стане важливим, якщо

ми вивчимо окремi внески рiзних типiв випромiнювання фотонiв у пов-

ний спектр гальмiвного випромiнювання, i оцiнюємо ядерну взаємодiю

з аналiзу експериментальних даних гальмiвного випромiнювання (що є

однiєю з головних задач тематики гальмiвного випромiнювання).

• Ми отримаємо пряму вiдповiднiсть мiж взаємодiєю мiж рiзними ядра-
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ми та хвильовими функцiями. У деяких випадках цi хвильовi функцiї

можуть iстотно вiдрiзнятися для (1) рiзних ядер або рiзних iзотопiв

у розсiяннi, (2) однакових ядер у розсiяннi (у залежностi вiд обраних

внутрiшнiх механiзмiв всерединi складеної ядерної системи) [тобто, опис

ядерної матерiї може iстотно вiдрiзнятися як для зв’язаних станiв ядер

без аналiзу розсiювання, так i для незв’язаних станiв ядер, що прийма-

ють участь у розсiяннi].

• У роботах [75, 76] показано, що бiльш точний стацiонарний розгляд фор-

мування складеної ядерної системи при розсiяннi (навiть без уключен-

ня непружних механiзмiв) може iстотно змiнювати оцiнки перерiзiв ре-

акцiй (наприклад, до 4 разiв, тобто бiльше 100 вiдсоткiв, для реакцiй

α + 40,44,48Ca), навiть для однакових повних хвильових функцiй з одна-

ковими граничними умовами. Причина полягає у в бiльш акуратному

описi внутрiшнiх механiзмiв усерединi повної ядерної системи, якi мо-

жуть бути оцiненi через рiзнi проникностi (для одних i тих-же хвильо-

вих функцiй), якi саме i використовуються при визначеннях перерiзiв

реакцiй. Такi квантовi ефекти iснують також при розсiяннi протонiв та

пiонiв на ядрах. Пiдхiд [258] повнiстю не враховує iснування такого не-

малого ефекту (а наш формалiзм дозволяє повнiстю включити його у

формалiзм та розрахунки).

• Наш формалiзм базується на наближеннi Хартрi при визначеннi повної

хвильової функцiї (для системи ядро-пiон). При побудовi хвильової фун-

кцiї ядра використовується антисиметризацiя однонуклонних хвильових

функцiй (що вiдповiдає врахуванню принципу Паулi). Цей аспект мо-

жна дослiджувати та розвивати у нашому формалiзмi випромiнювання

фотонiв (тодi як принцип Паулi у пiдходi [258] повнiстю вiдсутнiй).

Таким чином, наша модель використовує бiльш повний квантовий ба-
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зис в описi розсiювання у порiвняннi з формалiзмом [258]. Це дозволяє нам

бiльш акуратно описати розсiяння на основi вiдомої експериментальної iн-

формацiї. Якщо ми хочемо отримати iнформацiю про взаємодiю мiж ядрами

та пiонами (або протонами) з вимiрювань гальмiвного випромiнювання, то

цей аспект стає принципово важливим. Але у дослiдженнях цього Роздiлу

не аналiзуються резонанси, врахованi у роботi [258]. Це питання є предметом

перспективного включення у подальшi дослiдження.
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8.6. Головнi результати i висновки до Роздiлу 8

У даному Роздiлi проведено першi дослiдження випромiнювання гальмiвних

фотонiв при розсiяннi пiонiв (у пучках) на ядрах. Пiдхiд, представлений у

даному роздiлi, уперше був представлений у роботi [68], та вiн є подальшим

розвитком теорiї гальмiвного випромiнювання у ядерних реакцiях (викладе-

ної у попереднiх роздiлах). Мотивацiєю даного дослiдження є припущення,

що такi фотони можуть бути використанi в якостi нового незалежного тесту

не кулонiвської (ядерної) частини пiон-ядерної взаємодiї. У Роздiлi побудова-

но нову модель гальмiвних фотонiв, що випромiнюються у цiй реакцiї. Для

опису взаємодiї мiж пiонами i ядрами використовуються два ядерних потен-

цiалу: (1) потенцiал типу Кiсслiнгера вiдповiдно до формалiзму Джонсона-

Сетчлера, отриманий за допомогою перетворення Крелла-Ерiксона з рiвня-

ння Клейна-Гордона для розсiювання пiонiв на ядрах [257], та (2) потенцi-

ал Вудса-Саксона, який використовується Аклером та iн. у розрахунках на

основi оптичної моделi [254].

Встановлено, що випромiнювання фотонiв, сформоване за рахунок

ядерної частини потенцiалу Джонона-Сэтчлера, вносить iстотний внесок у

повний спектр. Таким чином, згiдно до формалiзму [257], ядерна взаємодiя

вiдiграє важливу роль у формуваннi випромiнювання гальмiвних фотонiв.

Крiм того, таку взаємодiю можна вивчати експериментально за допомогою

вимiрювань гальмiвних фотонiв.

Важливiсть такого результату посилюється, якщо нагадати, що, за ви-

нятком роботи [67], ще нiколи не вдавалося витягти будь-яку iнформацiю

про ядернi параметри оптичної моделi в ядерних реакцiях з аналiзу iсную-

чих експериментальних даних супутнього гальмiвного випромiнювання. Це

пояснюється тим, що кулонiвська взаємодiя вiдiграє бiльш велику роль у

формуваннi гальмiвного випромiнювання, нiж ядерна. Нашi результати для
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пiон-ядерного розсiяння показують, що спектри гальмiвного випромiнювання

є дiйсно чутливими до параметрiв кулонiвської i ядерної взаємодiй в обла-

стi високих енергiй фотонiв. Вперше ми спостерiгаємо аналогiчну залежнiсть

спектрiв випромiнювання вiд сили ядерної частини оптичного потенцiалу для

протон-ядерного розсiяння (див. Рис. 8.2). Таким чином, можливi вимiрюва-

ння гальмiвного випромiнювання фотонiв були б хорошим iнструментом для

отримання нової iнформацiї про кулонiвську i ядерну взаємодiї мiж пiонами

та ядрами.
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РОЗДIЛ 9

ПРОБЛЕМА ПРОНИКНОСТI БАР’ЄРIВ У ЗАДАЧI

ПРОТОННОГО РОЗПАДУ: КВАНТОВИЙ ПIДХIД ТА

ПОЧАТКОВI УМОВИ РОЗПАДУ

9.1. Вступ

Ядра, що розташованi далеко вiд протонної лiнiї стабiльностi, є протонни-

ми емiтерами з основного стану, тобто ядрами, якi є нестабiльними вiдносно

вильоту протона з основного стану. Вiдповiднi перiоди напiврозпаду, що зна-

ходяться у дiапазонi вiд 10−6 секунд до декiлькох секунд, є достатньо вели-

кими, щоб отримати багату спектроскопiчну iнформацiю. Експериментально

протоннi емiтери були вiдкритi в областi мас A ≈ 110, 150 i 160 (див. ро-

боти [259, 260, 261, 262] i лiтературу у цих роботах). Передбачається, що в

найближчому майбутньому будуть вiдкритi новi областi протонно нестабiль-

них ядер за допомогою технiки радiоактивних пучкiв.

На початку материнське ядро емiтера знаходиться у квазiстацiонарно-

му станi i розпад розглядається як процес, при якому протон тунелює через

потенцiальний бар’єр. На сьогоднiшнiй день найбiльш поширенi три пiдходи

[117]: пiдхiд у Борнiвському наближеннi (distorted wave Born approximation,

DWBA), двохпотенцiальний пiдхiд (two-potential approach, TPA) та ВКБ-

пiдхiд, що заснований на описi проникнення протона через бар’єр та базує-

ться на формулi проникностi Вентцеля-Крамерса-Брiллюена (ВКБ; Wentzel-

Kramers-Brillouin, WKBA) у термiнах квазiкласичної теорiї у наближеннi

першого порядку. У якостi основної характеристики для критерiю, наскiльки

успiшно описано протонний розпад, використовується перiод напiврозпаду,

який визначається на основi гамма ширини, що обчислюється за допомогою
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одного з пiдходiв вище. У систематичному вивченнi цi пiдходи корелюють мiж

собою, тодi як при визначеннi гамма ширин розрахунок проникностi бар’єру

є ключовим пунктом. Тодi як третiй пiдхiд вирiшує це питання безпосере-

дньо, у першому i другому пiдходах проникнiсть бар’єру не розглядається.

Але в цих пiдходах розрахунки гамма ширин заснованi на узгодженостi мiж

хвильовими функцiями в початковому станi (коли протон займає зв’язаний

стан перед розпадом) i кiнцевому станi [коли цей протон пiсля тунелювання

через бар’єр рухається назовнi, без врахування можливих осциляцiй пакету

(що описує еволюцiю цього протона) у внутрiшньої областi i в областi бар’-

єру]. Проте, бiльш точну iнформацiю про взаємозв’язок мiж амплiтудами i

фазами цих хвилевих функцiй можна отримати з єдиного розгляду прони-

кнення протона через бар’єр, яке розглядається у ВКБ пiдходi. Тобто, ми

повертаємося до задачi проникностi бар’єра з визначенням хвилi, що падає

на бар’єр, i хвилi, що пройшла крiзь нього у зовнiшню область.

Метою дослiдження у Роздiлi є перехiд вiд ВКБ-опису тунелювання

протона через бар’єр до повнiстю квантового пiдходу без квазiкласичних та

iнших наближень. Формалiзм будується у напрямку розвитку методу бага-

торазових внутрiшнiх вiдбиттiв (БВВ, див. роботи [263, 264, 265, 54]; ранiше

цей метод було побудовано для найпростiших одномiрних бар’єрiв прямо-

кутної форми), узагальнюючи його до опису радiальних бар’єрiв довiльної

форми. З метою виконати таке удосконалення, ми обмежимося розглядом

сферично симетричних протонних емiтерiв iз вильотом протонiв з основного

стану, та передбачається, що включення ядерних деформацiй можна пiдклю-

чити потiм стандартним чином. Ця перспектива методу, ранiше не дослiдже-

на, дозволяє описати динамiчно проникнення протона через бар’єр довiльної

форми у повнiстю квантовому розглядi, обчислювати проникнiсть i вiдбиття

вiдносно бар’єру без квазiкласичних обмежень, аналiзувати можливостi ква-

зiкласичного та iнших пiдходiв, використовувати тести квантової механiки.
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9.2. Теоретичний пiдхiд

9.2.1. Метод багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв: проблеми та до-

сягнення

Пiдхiд до опису одновимiрного руху частинки над бар’єром на основi багато-

разових внутрiшнiх вiдбиттiв стацiонарних плоских хвиль вiдносно границь

давно вiдомий (див. [266, 267, 268], також [270] та посилання у цих роботах;

також метод фазових функцiй 269). Тунелювання частинки пiд бар’єром було

також описано успiшно на основi багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв пакетiв

вiдносно границь (цей пiдхiд було названо методом багаторазових внутрi-

шнiх вiдбиттiв або методом БВВ, див. [263, 264, 265, 54]). У такому пiдходi

вдалося об’єднати: 1) неперервний зв’язок мiж рiшеннями для надбар’єрно-

го руху та пiдбар’єрного тунелювання для пакетiв на кожному етапi (згiдно

з формалiзмом методу БВВ) i повних пакетiв; 2) збiг амплiтуд вiд стацiо-

нарної хвильової функцiї (ВФ), що пройшла, та вiдбитої на кожнiй областi,

отриманих у пiдходi БВВ, з вiдповiдними амплiтудами, отриманими стандар-

тними методами квантової механiки; 3) всi нестацiонарнi потоки на кожному

етапi не дорiвнюють нулю, що пiдтверджує проходження пакетiв пiд бар’є-

ром (тобто їх “тунелювання”). В рамках такого методу нестацiонарне туне-

лювання отримало власну iнтерпретацiю, а сам метод дозволив вивчати цей

процес в довiльних момент часу i координатi простору. У розрахунку фазо-

вих часiв метод виявився ефективним [71]. Його було адаптовано до рiшення

задач розсiяння частинок на ядрах та α-розпаду у сферично симетричному

наближеннi з простими радiальними бар’єрами [263, 264, 54] та тунелювання

фотонiв [264, 71]. Проте, при розвитку пiдходу БВВ виникали наступнi три

проблеми.

1) Проблема ефективностi методу. Пiдхiд багаторазових вiдбиттiв бу-

ло доведено для руху частинки над прямокутним бар’єром i для її тунелюва-



213

ння пiд ним [268, 264]. Проте, пiсля найпростiшого ускладнення бар’єру через

додавання другої прямокутної сходинки вже стає складним зрозумiти, як при

розрахунку амплiтуд видiляти необхiднi вiдбиття хвиль зi всiєї їх рiзноманi-

тностi. Хоча такi точнi рiшення для стацiонарних амплiтуд i були отриманi

для двох прямокутних бар’єрiв довiльної форми [54, 263], проте залишалося

неясним, як узагальнити такий пiдхiд на бар’єри довiльної форми. У робо-

тi [271] були розглянутi багаторазовi вiдбиття хвиль при описi тунелювання

через безлiч однакових прямокутних сходинок, що роздiленi на однаковi вiд-

станi. Проте, в цiй роботi розв’язки для амплiтуд були представленi лише

для двох сходинок у наближеннi, коли вони роздiленi на достатньо велику

вiдстань. Крiм того, рiшення в пiдходi багаторазових вiдбиттiв базувалося на

амплiтудах хвильової функцiї, що отримана до цього стандартним способом

[див. (7), (18), (19) у цiй роботi]. Таким чином, iснувала серйозна невирiшена

проблема реалiзацiї пiдходу багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв для опису

реальних квантових систем з бар’єрами складної форми i iснувала необхi-

днiсть розробити чiткi алгоритми розрахунку амплiтуд.

2) Проблема коректностi методу. Чи iснує iнтерференцiя мiж паке-

тами, що формуються при вiдбиттi вiд рiзних границь? Чи приводить це до

принципово iншого результату у порiвняннi iз стандартним способом кван-

тової механiки? Вiдзначимо, що така iнтерференцiя не може виявитися при

тунелюваннi через один прямокутний бар’єр та, тому, вона не могла бути

дослiдженою у попереднiх роботах.

3) Проблема невизначеностi у радiальнiй задачi. На сьогоднi, оцiнки

перiодiв напiврозпаду у ВКБ-пiдходi для рiзних розпадiв найбiльш поширенi.

Наведемо декiлька прикладiв, де практично всi результати отриманi лише за

таким пiдходом. У роботi [119] продемонстровано досить непогану згоду мiж

теоретичними розрахунками перiодiв напiврозпаду та їх експериментальни-

ми даними для α-розпаду у широкому дiапазонi ядер вiд 106Te до ядра з
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A = 266 i Z = 109, де A та Z — це атомне та зарядове числа дочiрнього

ядра (деякi бiльш вдосконаленi пiдходи див., наприклад, у роботi [112]). Ме-

тодологiя розрахунку перiодiв напiврозпаду для ядер, що спонтанно дiляться,

представлена в оглядi [126] (див. (21)–(24), стор. 321). Розглянемо протонну

радiоактивнiсть, де протон проникає з внутрiшньої областi ядра назовнi з йо-

го тунелюванням через бар’єр. Зазвичай, падаюча i вiдбита хвилi знаходяться

з невизначенiстю за однакової граничної умови. Як їх визначити? Квазiкла-

сична теорiя (у першому наближеннi) дає таку вiдповiдь на це питання: при

отриманнi добре вiдомої ВКБ-формули проникностi повнiстю нехтується

другий (зростаючий) доданок вiд хвильової функцiї в областi тунелювання

(див. [43], (50.2), стор. 221). В наслiдок цього, рiвнiсть T 2 + R2 = 1 втрачає

сенс (де T i R — коефiцiєнти проникностi i вiдбиття). Вимога неперервно-

стi хвильової функцiї i повного потоку порушується в точцi повороту. Таким

чином, коефiцiєнт вiдбиття R не визначається. Не передбачається можли-

ва ненульова iнтерференцiя мiж хвилею, що падає на бар’єр, та вiдбитою

хвилею вiд нього (що iстотно виникає для потенцiалiв непостiйної форми пе-

ред бар’єром, що iснують у реальних системах). Проникнiсть визначається

виключно формою бар’єру в областi тунелювання, тодi як внутрiшня яма i

зовнiшнiй хвiст не впливають на її абсолютно. Проникнiсть не залежить вiд

глибини внутрiшньої ями (тодi як вже найпростiший прямокутний бар’єр з

прямокутною яма дають iнший точний розв’язок). Але, квазiкласичний пiд-

хiд є настiльки розповсюдженим, що слiд було б передбачити, що вiн має до-

сить хороше наближення в розрахунку проникностi. Проте, виявляється, що

якщо шукати проникнiсть бар’єру у повнiстю квантовому пiдходi, то можна

отримати вiдповiдь “нi”. Вiдзначимо, що вказанi проблеми вище нехтуються

iншими теоретиками в розрахунках перiодiв розпаду в ядернiй фiзицi. Але

аналiз доводить, що квантова проникнiсть є функцiєю вiд нових додаткових

незалежних параметрiв, i вона може суттєво вiдрiзнятися вiд ВКБ-значення
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(за однакової граничної умови, що накладається на хвильову функцiю).

9.2.2. Розпад при радiальному бар’єрi, що складається з довiльного

числа прямокутних сходинок

Будемо вважати, що починаючи з деякого моменту часу перед розпадом ядро

можна розглянути як систему, що складається з дочiрнього ядра i фрагмента

(протона), що вилiтає. Розпад описується за допомогою частинки з наведеною

масою m, яка рухається в радiальному напрямку у полi радiального потенцi-

алу з бар’єром. Щоб побудувати формалiзм методу БВВ до опису складних

реалiстичних бар’єрiв, розглянемо бар’єр довiльної форми, який можна вдало

апроксимувати достатньо великим числом N прямокутних сходинок:

V (r) =



V1 при rmin < r ≤ r1 (область 1),

V2 при r1 ≤ r ≤ r2 (область 2),

. . . . . . . . .

VN при rN−1 ≤ r ≤ rmax (область N),

(9.1)

де Vj — сталi (j = 1 . . . N). Визначимо першу область, починаючи вiд то-

чки rmin, та будемо вважати, що саме в цiй областi протон починає свiй рух

назовнi. Для енергiй, бiльших нiж висота бар’єру, загальний розв’язок для

хвильової функцiї (з точнiстю до її нормування) можна записати так:

ψ(r, θ, φ) =
χ(r)

r
Ylm(θ, φ), (9.2)

χ(r) =



eik1r + AR e
−ik1r, при rmin < r ≤ r1 (область 1),

α2 e
ik2r + β2 e

−ik2r, при r1 ≤ r ≤ r2 (область 2),

. . . . . . . . .

αN−1e
ikN−1r+βN−1e

−ikN−1r, при rN−2 ≤ r ≤ rN−1 (область N − 1),

AT e
ikNr, при rN−1 ≤ r ≤ rmax (область N),

(9.3)
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де αj i βj — невiдомi амплiтуди, AT i AR — невiдомi амплiтуди проходження

i вiдбиття, Ylm(θ, φ) — сферична функцiя, kj = 1
h̄

√
2m(E − Vj) — хвильове

число. Рiшення задачi ми будемо шукати у пiдходi багаторазових внутрiшнiх

вiдбиттiв (також обмежимося випадком з орбiтальним моментом l = 0, тодi

як його ненульове значення можна врахувати, додавши вiдцентрову компо-

ненту до потенцiалу V (r), що не вплине на iдею та формалiзм методу БВВ).

Вiдповiдно до методу БВВ, розсiювання частинки на потенцiальному

бар’єрi описується послiдовно по етапам поширення хвильового пакета вiд-

повiдно до кожної границi бар’єру (найбiльш просто i ясно iдею цього пiдхо-

ду можна зрозумiти в задачi тунелювання через найпростiший прямокутний

бар’єр; див. [264, 54, 71] та Додаток К.1, стор. 507–514, де представлено доказ

такого повнiстю квантового, точно розв’язуваного методу, виконано аналiз

властивостей). Кожен етап у такому розглядi поширення пакету є подiбним

до одного з перших 2N − 1 етапiв, незалежних мiж собою. З аналiзу цих

етапiв ми знаходимо рекурентнi спiввiдношення для знаходження невiдомих

амплiтуд A
(n)
T , A(n)

R , α(n)
j i β(n)

j для довiльного етапу з номером n (тут ни-

жнiй iндекс j означає номер довiльної областi Vj, логiку уведення амплiтуд

по етапам можна знайти у Додатку К.1). При складаннi цих спiввiдношень

на кожному етапi ми виконуємо умову неперервностi на повну хвильову фун-

кцiю (складену зi всiх пакетiв) та її похiдну вiдносно вiдповiдної границi.

За результатами аналiзу хвиль, що поширюються в областi з довiльним

номером j на довiльному етапi, кожну хвилю можна представити як добуток

експоненцiального множника e±i kj r на постiйний коефiцiєнт (амплiтуду). При

практичних розрахунках труднiсть полягає у визначеннi таких невiдомих ам-

плiтуд. Але, щоб зробити такi розрахунки найбiльш легкими для довiльного

етапу, можна виразити амплiтуду хвилi, що пройшла через границю з номе-

ром j, як добуток амплiтуди вiдповiдної хвилi, що падає на цю границю, на

новий фактор T±
j (тобто, амплiтуду проходження через границю з номером
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j). Нижнiй iндекс вказує на номер границi, а верхнiй знак “+” або “−” — на

напрямок падаючої хвилi вправо або влiво, вiдповiдно. Аналогiчно, ми пов’я-

зуємо амплiтуду вiдбитої хвилi вiд границi з номером j з амплiтудою хвилi,

що падає на цю границю, через новий коефiцiєнт R±
j . Коефiцiєнти T±

1 , T±
2 ,

T±
3 . . . та R±

1 , R±
2 , R±

3 . . . можна знайти з рекурентних спiввiдношень, вказа-

них вище [див. (К.10), Додаток К.1, стор. 511, також [73]]. Ми знаходимо T±
1 ,

T±
2 . . .T±

N−1 i R±
1 , R±

2 . . .R±
N−1 як

T+
j =

2kj
kj + kj+1

ei(kj−kj+1)rj , T−
j =

2kj+1

kj + kj+1
ei(kj−kj+1)rj ,

R+
j =

kj − kj+1

kj + kj+1
e2ikjrj , R−

j =
kj+1 − kj
kj + kj+1

e−2ikj+1rj .

(9.4)

Будемо розглядати хвилю, що поширюється в областi з номером j − 1

та падає злiва на частину потенцiального бар’єру з лiвою границею в точцi

rj−1 (та правою границею в точцi rN−1). Знайдемо хвилю, що вiдбивається

вiд такого бар’єру. Така хвиля повинна включати всi хвилi, що формуються в

наслiдок багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв та поширень вiдносно границь

r1 . . . rj−1 та покидають бар’єр. Ми визначимо амплiтуду вiдбиття R̃+
j−1 такої

сумарної хвилi таким чином:

R̃+
j−1 = R+

j−1 + T+
j−1R̃

+
j T

−
j−1

(
1 +

+∞∑
m=1

(R̃+
j R

−
j−1)

m
)
= R+

j−1 +
T+
j−1R̃

+
j T

−
j−1

1− R̃+
j R

−
j−1

.

(9.5)

Аналогiчно ми визначаємо також:

R̃−
j+1 = R−

j+1 + T−
j+1R̃

−
j T

+
j+1

(
1 +

+∞∑
m=1

(R+
j+1R̃

−
j )

m
)
= R−

j+1 +
T−
j+1R̃

−
j T

+
j+1

1−R+
j+1R̃

−
j

,

T̃+
j+1 = T̃+

j T
+
j+1

(
1 +

+∞∑
m=1

(R+
j+1R̃

−
j )

m
)
=

T̃+
j T

+
j+1

1−R+
j+1R̃

−
j

,

T̃−
j−1 = T̃−

j T
−
j−1

(
1 +

+∞∑
m=1

(R−
j−1R̃

+
j )

m
)
=

T̃−
j T

−
j−1

1−R−
j−1R̃

+
j

.

(9.6)

При знаходженнi цих сум ми використовуємо рекурентнi спiввiдноше-
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ння, що пов’язують амплiтуди мiж собою. Ми виберемо наступнi значення

R̃+
N−1 = R+

N−1, R̃−
1 = R−

1 , T̃+
1 = T+

1 , T̃−
N−1 = T−

N−1, (9.7)

як умову для старту розрахункiв та послiдовно обчислимо усi амплiтуди R̃+
N−2

. . . R̃+
1 , R̃−

2 . . . R̃−
N−1 та T̃+

2 . . . T̃+
N−1. Ми знаходимо коефiцiєнти αj та βj:

αj =
+∞∑
n=1

α
(n)
j = T̃+

j−1

(
1 +

+∞∑
m=1

(R+
j R̃

−
j−1)

m
)
=

T̃+
j−1

1−R+
j R̃

−
j−1

=
T̃+
j

T+
j

,

βj =
+∞∑
n=1

β
(n)
j = T̃+

j−1

(
1 +

+∞∑
m=1

(R+
j R̃

−
j−1)

m
)
R+
j =

=
T̃+
j−1R

+
j

1−R+
j R̃

−
j−1

=
T̃+
j R

+
j

T+
j

= αj ·R+
j ,

(9.8)

i амплiтуди проходження та вiдбиття вiдносно бар’єра в цiлому:

AT = T̃+
N−1, AR = R̃+

1
(9.9)

та вiдповiднi коефiцiєнти проникностi TMIR
1 i вiдбиття RMIR:

TMIR =
kn
k1

∣∣AT

∣∣2, RMIR =
∣∣AR

∣∣2. (9.10)

Ми перевiряємо умову:

TMIR +RMIR = 1, (9.11)

у якостi тесту, чи дає метод БВВ достовiрнi розв’язки для амплiтуд хвильової

функцiї. Якщо енергiя частинки нижче нiж висота однiєї сходинки з номером

m, то для опису проникнення цiєї частинки через бар’єр з її тунелюванням

необхiдно виконати наступну замiну:

km → i ξm, (9.12)
1Далi ми будемо аналiзувати та порiвнювати коефiцiєнти проникностi та перiоди напiврозпаду, отри-

манi з застосуванням метода багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв або квазiкласичного метода. Тому, щоб

вiдрiзнити такi коефiцiєнти та перiоди, ми будемо додавати абревiатуру “MIR” вiд назви метода “multiple

internal reflections”, якщо було використано метод багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв, або позначення

WKB при використаннi квазiкласичного пiдходу.
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де ξm = 1
h̄

√
2m(Vm − E). Як виявилося з аналiзу та чисельних розрахункiв,

для бар’єру у виглядi двох прямокутних сходинок довiльних розмiрiв отри-

мується збiг мiж амплiтудами хвильової функцiї, отриманими за допомогою

метода БВВ, та вiдповiдними амплiтудами, отриманими у стандартному пiд-

ходi квантової механiки (з точнiстю до перших 15 цифр). При збiльшеннi

числа сходинок до декiлька тисяч така точнiсть у збiгу мiж розрахунками

у пiдходi БВВ та стандартному пiдходi квантової механiки зберiгається, та

виконується умова (9.11) (див. Додаток К.3, стор. 517, де представлено алго-

ритми стандартного пiдходу квантової механiки). Це важливий тест, що пiд-

тверджує працездатнiсть методу БВВ. Отже, досягається повна вiдповiднiсть

мiж рiшеннями для амплiтуд, отриманими методом БВВ та стандартним пiд-

ходом квантової механiки, i таким чином, узагальнюється метод БВВ на опис

тунелювання частинки через потенцiал, що складається з довiльного кiнце-

вого числа прямокутних сходинок i ям довiльної форми. Порiвняльний аналiз

точностi визначення коефiцiєнтiв проникностi i вiдбиття на основi хвильових

функцiй, отриманих за допомогою методу БВВ i шляхом прямого iнтегрува-

ння радiального рiвняння Шредiнгера з високою точнiстю (тут ми узагаль-

нюємо метод Нумерова), представлено у Додатку К.7 (див. стор. 527–530).

9.2.3. Ширина Γ та перiод напiврозпаду

Визначимо ширину Γ розпаду квантової системи на основi процедури, запро-

понованої у роботi [140, 274]:

Γ = Sp F
h̄2

4m
T, (9.13)

де Sp — спектроскопiчний фактор i F — фактор нормування, T — коефiцiєнт

проникностi для проникнення частинки з внутрiшньої областi назовнi з її

тунелюванням крiзь бар’єр, який ми будемо обчислювати у пiдходi БВВ та у
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пiдходi ВКБ. У ВКБ-пiдходi визначаємо проникнiсть так:

TWKB = exp

{
−2

Rtp, 3∫
Rtp, 2

√
2m

h̄2

(
Qp − V (r)

)
dr

}
(9.14)

де Rtp, 2 i Rtp, 3 — внутрiшня (друга) i зовнiшня (третя) точки повороту (тобто

точки перетину потенцiалу з Q-значенням, див. Рис. 9.1), Qp — Q-значення

протонного розпаду [117].
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Рис.9.1 Положення точок повороту вiдносно форми потенцiалу таQ-значення

(обрано ядро 109
53I, що має Qp = 0.829 МеВ, див. Табл. 9.1, також [117]).

Фактор нормування F визначимо у спрощеному варiантi [119]

F1 =

{ Rtp, 2∫
Rtp, 1

dr

2k(r)

}−1

(9.15)

та в уточненому варiантi

F2 =

{ Rtp, 2∫
Rtp, 1

1

k(r)
cos2

[ r∫
Rtp, 1

k(r′) dr′ − π

4

]
dr

}−1

, (9.16)

де Rtp, 1 — перша точка повороту (див. Рис. 9.1). Перiод напiврозпаду τ по-

в’язаний з шириною Γ добре вiдомою формулою:

τ = h̄ ln 2/Γ. (9.17)
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9.2.4. Протон–ядерний потенцiал

Для опису взаємодiї мiж протоном i ядром скористаємося сферично симетри-

чним протон–ядерним потенцiалом iз [148]2 наступного вигляду:

V (r, l, Qp) = vC(r) + vN(r,Qp) + vl(r), (9.18)

де vC(r), vN(r,Qp) та vl(r) — кулонiвська, ядерна i вiдцентрова компоненти

vN(r,Qp) =
VR(A,Z,Qp)

1 + exp

{
r − rm
d

} , vl(r) =
l (l + 1)

2mr2
,

vC(r) =


Ze2

r
, при r ≥ rm,

Ze2

2rm

{
3− r2

r2m

}
, при r < rm,

(9.19)

Тут A i Z — числа нуклонiв i протонiв дочiрнього ядра, VR — сила (strength)

ядерної компоненти, R — радiус дочiрнього ядра, rm — ефективний радi-

ус ядерної компоненти, d — параметр дифузностi. Всi параметри визначенi

у [148]. При l ̸= 0 спiн-орбiтальну поправку до потенцiалу враховуємо, вiд-

повiдно до [148] [див. (5) у цiй роботi]. За мету дослiдження вiзьмемо прин-

ципову побудову квантового базису до визначення проникностi i подальшого

розрахунку перiоду напiврозпаду протонного розпаду. Щоб отримати ясне

розумiння до рiшення задачi, ефективним є використання сферично симетри-
2Огляд потенцiалiв взаємодiї протону з ядром ми почали з бiльш новiтнiх робiт. Серед них нами бу-

ло проаналiзовано роботу [117] 1997 року. Але в цiй роботi у якостi базису для визначення параметрiв

протонного розпаду було використано результати [148]. Значна частина у [117] присвячена пошуку ко-

рекцiй параметрiв. Але цi результати базуються на найбiльш вдалому спiвпадiнню мiж розрахованими

перiодами напiврозпаду з їх експериментальними значеннями. Там було використано ВКБ-пiдхiд, двухпо-

тенцiальний пiдхiд та пiдхiд у Борнiвському наближеннi. Якщо врахувати результати, отриманi методом

БВВ, якi показують, що розрахованi перiоди напiврозпаду можуть змiнитися до 200 разiв при врахуваннi

умов старту пакету (якi також застосовуються при стацiонарному розглядi протонного розпаду, що не

враховано у [117]), то сенс пошуку корекцiй параметрiв у [148] становиться сумнiвним. Також нами було

проаналiзовано всi наступнi роботи авторiв робiт [259, 117, 140, 273, 274, 144] по темi, але це не дало суттє-

вих вдосконалень основних iдей отримання параметрiв потенцiалу та чисельних результатiв (необхiдних

для матерiалу нашої роботи).
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чного протон–ядерного потенцiалу з реалiстичним бар’єром, тодi як врахува-

ння деформацiї ядра передбачається включити потiм стандартним чином.

9.3. Аналiз

На сьогоднiшнiй день розроблено багато моделей, якi визначають перiод на-

пiврозпаду протонних емiтерiв i добре узгоджуються з експериментальними

даними. Отже, ми маємо досить багатий теоретичний i експериментальний

матерiал для аналiзу. Виберемо такi ядра: 157
73Ta, 161

75Re i 167
77Ir при l = 0 та 109

53I,
112
55Cs i 147

69Tm при l = 1. Такий вибiр можна пояснити тим, що цi ядра мають

надзвичайно малий коефiцiєнт квадрупольної деформацiї β2 та в хорошому

наближеннi їх можна вважати сферичними. Ми будемо вивчати протонний

розпад з основного стану як вилiт пакету (що описує частинку з наведеною

масою, далi ми будемо просто називати еволюцiю пакету як вилiт прото-

на) з внутрiшньої областi назовнi з його тунелюванням через бар’єр розпа-

ду. З метою оцiнити проникнiсть бар’єру, вибiр реалiстичної форми бар’єру

i внутрiшньої ями вимагає визначитися, де пакет починає свою еволюцiю у

внутрiшнiй областi (тобто увести початкову умову старту розпаду). Ми мi-

нiмiзуємо область rmin ≤ r ≤ r1, з якої починається рух частинки назовнi

з її тунелюванням та зi всiма можливими вiдбиттями. Використовуючи те-

хнiку (9.5)–(9.7) для коефiцiєнтiв T±
j i R±

j , ми поступово знаходимо повнi

амплiтуди проходження AT i вiдбиття AR на основi (9.9), коефiцiєнт прони-

кностi TMIR на основi (9.10). Ми тестуємо знайденi амплiтуди, коефiцiєнти

TMIR i RMIR, порiвнюючи їх з вiдповiдними амплiтудами i коефiцiєнтами,

отриманими стандартним способом квантової механiки, який коротко пред-

ставлено у Додатку К.3. При визначеннi F1 ми обмежимося формулою (9.15),

ширину Γ знаходимо через (9.13), перiод напiврозпаду τMIR — через (9.17). У

ВКБ-пiдходi ми знаходимо проникнiсть TWKB через (9.14), ширину Γ i перiод



223

напiврозпаду τWKB — через (9.13) i (9.17).

Апроксимацiю протон-ядерного потенцiалу виконуємо прямокутними

сходинками наступним чином. Зовнiшню область вiд координати максимуму

бар’єра rbarrier до границi 250 фм розiб’ємо на iнтервали з однаковою шири-

ною. Внутрiшню область вiд r = 0 до координати максимуму бар’єра rbarrier

розiб’ємо на iнтервали також з однаковою шириною, яка вiдрiзняється вiд

ширини iнтервалiв зовнiшньої областi3. Потiм, на внутрiшнiй областi вибе-

ремо положення границi rmin, а на зовнiшнiй областi — положення границi

rmax та проведемо розрахунки. При дослiдженнi впливу границь rmin та rmax

на значення амплiтуд, проникностi та вiдбиття, перiоду напiврозпаду потрi-

бно змiнювати положення цих границь: в такому аналiзi на областi вiд rmin

до rmax ширини iнтервалiв ми не будемо змiнювати, але будемо змiнювати

їх кiлькiсть. Як виявилось, при такiй розбивцi областi вiд r = 0 до 250 фм

на декiлька тисяч iнтервалiв вдається досягти збiжностi у розрахунках та

отримати стабiльними першi 14 цифр результатiв для будь-яких обраних па-

раметрiв потенцiалу та умов старту пакету [що дає впевненостi у отриманих

результатах]. Але варiацiя не тiльки параметрiв потенцiалу, але також умов

старту пакету змiнює такi стабiльнi результати (при однаковiй фiксованiй

енергiї вильоту протона). Звiдси виникає нове iстотне питання: якi змiни ви-

являються суттєвими, а якi — незначними.

9.3.1. Залежнiсть перiоду напiврозпаду вiд точки старту

Першим результатом є сильна залежнiсть перiоду напiврозпаду вiд обла-

стi локалiзацiї rmin ≤ r ≤ r1, де пакет стартує. Зафiксуємо rmin достатньо

близько до нуля, та довiльно оберемо область rstart ≤ r ≤ rstart+1 у межах вiд

rmin до rbarrier для старту вильоту протона з внутрiшньої областi. Враховую-

3Це пояснюється тим, що форма внутрiшньої ями потенцiалу значно сильнiше впливає на розрахунки

амплiтуд, проникностi та вiдбиття. Тому необхiдно мати можливiсть вивчати її бiльш акуратно.
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чи, що ширина iнтервалiв у внутрiшнiй областi до максимуму бар’єра складає

бiля 0.001 фм, межу rstart будемо розглядати як точку старту, звiдки про-

тон починає свiй рух назовнi. Виникає запитання: на скiльки сильно впливає

положення rstart на перiод напiврозпаду. На Рис. 9.2 [лiва панель] видно, що

перiод напiврозпаду для ядра 157
73Ta змiнюється досить сильно у залежностi

вiд rstart. На такiй пiдставi ми встановлюємо сильну залежнiсть перiоду на-

пiврозпаду вiд точки старту rstart. Зокрема, при виборi rstart = 7.2127 фм
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Рис.9.2 Протонний розпад ядра 157
73Ta: на лiвiй панелi показана залежнiсть перiоду напiвроз-

паду τMIR вiд точки старту rstart (при rmax = 250 фм), на правiй панелi показана залежнiсть

перiоду напiврозпаду τMIR вiд зовнiшньої границi rmax (при rstart у мiнiмумi внутрiшньої ями

потенцiалу). При rstart = 7.2127 фм значення τMIR, отримане при rmax = 250 фм, збiгається

з експериментальним τexp. У розрахунках використовується така розбивка: число iнтервалiв у

областi вiд r = 0 до координати максимуму бар’єра дорiвнює 10000 та у областi вiд координа-

ти максимуму бар’єра до границi 250 фм — також 10000. У всiх розрахунках фактор F обрано

однаковим. Енергiя вильоту протона фiксована (не змiнюється) у всiх розрахунках.

досягається точне спiвпадiння мiж перiодом напiврозпаду, обчисленим у пiд-

ходi БВВ, та його експериментальним значенням. Iншими словами, проблема

опису експериментальних значень перiодiв напiврозпадiв вирiшується повнi-

стю при використаннi методу БВВ, на вiдмiну до iнших вiдомих пiдходiв4.

4Така ситуацiя суттєво змiнює сучаснi уявлення до опису розпадiв ядер. Враховуючи кiлькiсть опублi-

кованих робiт та iснування сучасних баз даних по розпадам ядер, пов’язаних з широко поширеними ВКБ

та двупотенцiальним пiдходами, отримання розумiння про такi залежностi було складною проблемою.
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9.3.2. Вплив зовнiшньої областi на перiод напiврозпаду

Тiльки область бар’єру мiж двома точками повороту Rtp, 2 i Rtp, 3 використо-

вується при визначеннi проникностi у ВКБ-пiдходi, тодi як внутрiшня область

(до Rtp, 2) i зовнiшня область (вiд Rtp, 3 до rmax) потенцiалу не враховуються.

Проаналiзуємо, чи дає метод БВВ збiжнi значення перiоду при зростаннi rmax.

Фiксуючи ширину iнтервалiв постiйною, ми будемо збiльшувати rmax вiд зов-

нiшньої точки повороту Rtp, 3 i рахувати перiод τMIR. На Рис. 9.2 [права па-

нель] видно, що значення перiоду для 157
73Ta методом БВВ збiгаються. Видно,

що врахування зовнiшньої областi змiнює перiод до 1.5 разiв (τmin = 0.20 сек

— мiнiмальне значення перiоду при Rtp, 3 ≤ rmax ≤ 250 фм, τas = 0.30 сек —

перiод при rmax = 250 фм, помилка error = τas/τmin ≈ 1.5 або 50 вiдсоткiв).

Тобто помилка у визначеннi проникностi у ВКБ-пiдходi внаслiдок нехтува-

ння зовнiшньою областю як мiнiмум така ж.

9.3.3. Чим вiдрiзняються перiоди напiврозпаду, отриманi методом

БВВ i ВКБ-пiдходом?

Отже, на вiдмiну до ВКБ-пiдходу, метод БВВ дає сильну залежнiсть прони-

кностi вiд точки старту. Щоб додати методу БВВ силу передбачень, необхiдно

знайти рецепт до визначення точки старту у розрахунках перiодiв. Введемо

гiпотезу: вилiт пакету (протона) назовнi при розпадi ядра починається в

мiнiмумi ями. Аналiз показує, що ця умова визначає перiод напiврозпаду

з мiнiмальним значенням. З виконанням цiєї умови, порiвняємо перiоди у

пiдходi БВВ i ВКБ-пiдходi з експериментальними даними. Перiод напiвроз-

паду у такому пiдходi вiдповiдає протону, що займає основний стан, тому слiд

врахувати ще ймовiрнiсть, коли такий стан є вiльним у ядрi. Щоб отрима-

ти значення перiоду напiврозпаду, слiд роздiлити отриманий вище перiод на

спектроскопiчний фактор S (вiзьмемо його з [117]). У Таблицi 9.1 видно рi-

зницю мiж двома пiдходами. Слiд прийняти до уваги, що параметри ядерних
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Табл. 9.1. Розрахованi перiоди напiврозпаду та їх експериментальнi значення

для деяких протонних емiтерiв. Sth
p — теоретичний спектроскопiчний фактор,

τWKB — перiод напiврозпаду, отриманий у ВКБ-пiдходi, τMIR — перiод на-

пiврозпаду, отриманий у пiдходi БВВ, τ̃WKB = τWKB/ S
th
p , τ̃MIR = τMIR/S

th
p ,

τexp — експериментальне значення перiоду напiврозпаду, rmin — точка старту

у внутрiшнiй областi, де протон починає свiй рух назовнi на першiй стадiї

протонного розпаду (значення для Sth
p , τexp з Табл. IV в [117], стор. 1770; у

розрахунках для кожного ядра використано: rmin — координата мiнiмуму ями

для дослiджуємого ядра, rmax = 250 фм; число iнтервалiв у областi вiд r = 0

до координати максимуму бар’єра дорiвнює 10000 та у областi вiд координати

максимуму бар’єра до rmax — також 10000)
Материнське ядро Перiоди напiврозпаду, сек

Ядро Qp, МеВ Orbit Sth
p τWKB τMIR τ̃WKB τ̃MIR τexp

157
73Ta84 0.947 2s1/2 0.66 1.856 · 10−1 1.840 · 10−1 2.813 · 10−1 2.789 · 10−1 3.0 · 10−1

161
75Re84 1.214 2s1/2 0.59 1.605 · 10−4 1.577 · 10−4 2.720 · 10−4 2.673 · 10−4 3.7 · 10−4

167
77Ir90 1.086 2s1/2 0.51 2.981 · 10−2 2.979 · 10−2 5.85 · 10−2 5.84 · 10−2 1.1 · 10−2

109
53I56 0.829 1d5/2 0.76 2.992 · 10−6 3.034 · 10−6 3.937 · 10−6 3.992 · 10−6 1.0 · 10−4

112
55Cs57 0.823 1d5/2 0.59 2.080 · 10−5 2.088 · 10−5 3.526 · 10−5 3.539 · 10−5 5.0 · 10−4

147
69Tm78 1.132 1d3/2 0.79 6.250 · 10−5 6.159 · 10−5 7.911 · 10−5 7.796 · 10−5 3.6 · 10−4

потенцiалiв у роботi [148] знайденi з аналiзу даних розсiяння, а не розраду.
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9.4. Головнi результати i висновки до Роздiлу 9

У Роздiлi представлено новий повнiстю квантовий метод (названий методом

багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв, або методом БВВ) для визначення ши-

рин для розпаду ядра з вильотом протона у сферично симетричному набли-

женнi та з реалiстичним радiальним бар’єром. Вiдзначимо наступне:

• За допомогою методу БВВ знайдено розв’язки для амплiтуд хвильової

функцiї (що описує проникнення протона з внутрiшньої областi назовнi

з її тунелюванням через бар’єр), проникностi TMIR та вiдбиття RMIR

вiдносно радiального бар’єру, що складається з довiльного числа N пря-

мокутних сходинок. Цi рiшення є точними, що отриманi у повнiстю

квантовому пiдходi вперше. У межi N → ∞ цi рiшення можуть бу-

ти розглянутi як точнi для реалiстичного протон–ядерного потенцiалу

з необхiдним бар’єром i внутрiшньою ямою довiльної форми. Помилка

отриманих результатiв складає |TMIR +RMIR − 1| < 1.5 · 10−15.

• На вiдмiну вiд ВКБ-пiдходу i двухпотенцiального пiдходу, метод БВВ

дає сильну залежнiсть проникностi вiд точки старту rmin у внутрiшнiй

ямi, звiдки протон починає рух назовнi на першiй стадiї протонного роз-

паду. Наприклад, проникнiсть бар’єру, отримана методом БВВ для ядра
157
73Ta, змiнюється до 200 разiв залежно вiд положення rmin (див. Рис. 9.2,

лiва панель). З порiвняння амплiтуд, отриманих методом БВВ, з вiдпо-

вiдними амплiтудами, знайденими (для такого ж потенцiалу) за допо-

могою стандартного пiдходу квантової механiки, представленого у До-

датку К.3, отримано збiг як мiнiмум перших 15 цифр для всiх даних

амплiтуд. Цей важливий тест доводить, що сильна залежнiсть прони-

кностi вiд точки старту rmin присутня незалежно вiд вибору повнi-

стю квантового методу, який використовується для розрахункiв. Та-

кий результат викликає необхiднiсть увести початкову умову, яка має
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бути введеною як у нестацiонарну, так i в стацiонарну картину протон-

ного розпаду у повнiстю квантовому її розглядi. Порiвняння з пiдходами

ВКБ та двохпотенцiальним показує, що цi пiдходи не мають такої пер-

спективи (що має фiзичний сенс та вiдкриває можливiсть отримати нову

iнформацiю про протонний розпад), яку дає повнiстю квантовий пiдхiд.

• З метою вирiшити невизначенiсть у розрахунку перiоду напiврозпаду,

викликану вказаною вище залежнiстю, уведено наступну гiпотезу: на

першiй стадiї протонного розпаду рух протона назовнi починається

у координатi мiнiмуму внутрiшньої ями. Така умова забезпечує мiнi-

мальне значення для перiоду напiврозпаду i дає стабiльну основу для пе-

редбачень на основi методу БВВ. Проте, перiоди напiврозпаду, отриманi

методом БВВ, виявляються лише трохи ближче розташованими до екс-

периментальних даних у порiвняннi з їх ВБК-значеннями (див. Табл. 1).

• Пiсля врахування зовнiшньої областi потенцiалу за бар’єром перiод про-

тонного розпаду, отриманий методом БВВ, змiнюється до 1.5 разiв (див.

Рис. 9.2, права панель).

Основним досягненням методу багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв є не но-

ва спроба краще описати експериментальнi перiоди напiврозпаду протонних

емiтерiв у порiвняннi з тим, як iншi методи роблять це, а скорiше те, що

цей метод виявляється потужним засобом для визначення проникностi бар’-

єрiв довiльної форми, побудованим в повнiстю квантовому пiдходi вперше,

та може бути використаний для систематичного вивчення розпадiв ядер. Ре-

зультати дослiджень, представлених у цьому Роздiлi, опублiковано у роботах

[72, 73]. Деякi новi властивостi методу багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв

проаналiзовано у роботi [71].
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РОЗДIЛ 10

МЕТОД БАГАТОРАЗОВИХ ВНУТРIШНIХ ВIДБИТТIВ У

ВИВЧЕННI ПРОЦЕСIВ ЗЛИТТЯ У ЗАХОПЛЕННI

АЛЬФА-ЧАСТИНОК ЯДРАМИ

10.1. Вступ

Розумiння механiзмiв злиття та синтезу є актуальною проблемою фiзи-

ки [275]. Галузь фiзики, де такi процеси мають суттєве значення, — синтез

надважких ядер [276, 126]. Саме синтез тут має вирiшальну роль, але його

опис є надскладною задачею. Легшим чином, непогане розумiння про злиття

можна отримати з вивчення захоплення α-частинок ядрами (α-захоплення).

Iнформацiя про злиття у захопленнi α-частинок ядрами формує на-

ше розумiння про взаємодiю мiж α-частинками та ядрами на вiдстанях, де

важлива роль вiдводиться формуванню єдиного ядра з двох ядерних фра-

гментiв, що налiтають. α-Ядерну взаємодiю вже глибоко дослiджено у кон-

текстi α-розпаду ядер (див. експериментальнi дослiдження [277, 278, 119, 279,

280, 281, 282, 129, 283, 284, 285, 286, 287], мiкроскопiчнi моделi [217, 211,

288, 289, 212, 290, 291, 214, 292, 293, 294, 215], макроскопiчнi кластернi моде-

лi [295, 296, 297, 298, 299, 112, 224, 225, 226, 213, 300, 301, 302, 303], моделi

подiлу [305, 126]), розсiяння α-частинок на ядрах [306, 307, 308, 309, 310], ре-

зонанси у α-ядернiй взаємодiї [311]). Фiзику процесiв злиття при α-захопленнi

вивчено менш глибоко [112, 224, 225, 226]. Оцiнки швидкостей проходження

захоплення α-частинок показують, що цi процеси вiдiграють важливу роль у

ядерних реакцiях у зiрках [304, 309, 312].

Найбiльш поширеним є пiдхiд до визначення перерiзiв захоплення α-

частинок ядрами, що базується на розрахунках проникностей потенцiальних
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бар’єрiв, де iнформацiю про механiзми злиття не уключено. Хоча вже роз-

роблено багато пiдходiв до отримання проникностi, ще не iснувало загально-

прийнятого квантового методу оцiнки злиття. Експериментально, цi реакцiї

не вивчено досить глибоко: перерiзи захоплення α-частинок вимiряно для

ядер 40Ca, 44Ca [313], 59Co [314], 208Pb [315], та 209Be [315].

Тому нас буде цiкавi, як саме можна отримати iнформацiю про злиття

з iснуючих експериментальних даних. Метою дослiдження у даному роздiлi є

побудова нового квантового пiдходу для здобуття такої iнформацiї. Iдея тако-

го пiдходу схожа на теорiю оберненої задачi для розсiювання [53], коли потен-

цiал взаємодiї та хвильова функцiя знаходяться з аналiзу експериментальних

даних1. Еберхард (Eberhard), Аппель (Ch. Appel), Бангерт (R. Bangert), Клi-

манн (L. Cleemann), Еберс (J. Eberth) та Зобел (V. Zobel) запропонували спiв-

вiдношення до опису злиття у α-захопленнi та порiвняли перерiзи, отриманi

на основi такого спiввiдношення, з експериментальними даними при обраних

енергiях [313]. З аналiзу експериментальних даних виявляється незвичайна

рiзниця мiж перерiзами α-захоплення ядрами 40Ca та 44Ca, тодi як уключе-

ння iнших ядер в аналiз не дає принципово нових питань.

Ключовий момент у вирiшеннi задачi — визначення коефiцiєнту про-

никностi бар’єру. Виявляється, що навiть незначнi удосконалення ВКБ-

формули проникностi вимагають ретельного перегляду зв’язку мiж грани-

чними умовами i навiть уключення початкових (або кiнцевих) умов у ста-

цiонарну картину процесу. Пiсля такої модифiкацiї проникнiсть стає суттєво

бiльш чутливою до форми бар’єру, вона вже залежить вiд форми потенцiа-

лу на внутрiшнiй та зовнiшнiй областях (за межами областi тунелювання).

Реалiзацiя повнiстю квантового пiдходу приводить до додаткового суттєвого

впливу нових незалежних параметрiв на проникнiсть (див. [73]). Виявляє-

ться, що роль таких додаткових параметрiв у визначеннi проникностi може

1Методами оберненої задачi не дослiджено злиття при розсiяннi у ядернiй фiзицi.
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бути бiльшою нiж у декiлька порядкiв у порiвняннi зi змiною проникностi у

результатi вiдхилень ядерних деформацiй та параметрiв потенцiалiв взаємо-

дiї, якщо проникнiсть не визначена у повнiстю квантовому пiдходi. Тому ми

обмежимося сферично симетричною формою α-ядерного потенцiалу. Однак,

вплив ядерної деформацiї на отриманi значення коефiцiєнту проникностi ймо-

вiрностей злиття у α-захопленнi проаналiзовано у Додатку К.8.

У Роздiлi розвивається узагальнення методу багаторазових внутрiшнiх

вiдбиттiв (метод БВВ, див. попереднiй Роздiл 9) до опису захоплення α-

частинок ядрами. Виконано аналiз пiдходу рiзкого обрiзання кутового мо-

менту (sharp angular momentum cutoff approach), який був ранiше застосо-

ваний Гласом (Glas) та Моселом (Mosel) у роботах [317, 316]2, що широко

використовується на даний час (наприклад, див. [321, 322]). Проаналiзовано

пiдхiд ВКБ, формулу Вонга (Wong) [319] та пiдхiд Хiлла та Уiлера (Hill-

Wheeler approach) [318] у отриманнi перерiзiв. Увагу придiлено зрозумiнню

рiзницi мiж перерiзами реакцiй α+40Ca та α+44Ca. Як виявилося, уключення

механiзмiв злиття у α-захоплення iстотно полiпшує згоду мiж розрахунками i

експериментальними даними перерiзiв, що дає бiльш глибокого зрозумiння α-

захоплення, нiж це дає пiдхiд рiзкого обрiзання кутового моменту. Показано,

що пiдхiд БВВ, на вiдмiну вiд iнших пiдходiв, задовольняє тестам квантової

механiки, вирiшує проблему невизначеностi додаткових параметрiв, вказаних

вище та виявляється найбiльш ефективним i точним методом опису злиття.

Виведено нову формулу ймовiрностi злиття, на основi якої знаходяться пе-

рерiзи α-захоплення для ядра 46Ca з новим нейтронним магiчним числом

N = 26 [320].

2Таке спiввiдношення не було вперше уведено цими авторами, так як воно ще ранiше застосовувалося

у квантовiй механицi розсiяння, наприклад, див. (123.13) у [43], стор. 613.
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10.2. Метод

10.2.1. Перерiзи α-захоплення та пiдхiд рiзкого обрiзання кутового

моменту

Перерiз захоплення, що включає злиття α-частинки з ядром, визначається

так [313]:

σcapture(E) =
π h̄2

2mẼ

+∞∑
l=0

(2l + 1)Tl Pl, (10.1)

де E — кiнетична енергiя α-частинки у лабораторнiй системi, Ẽ — кiнетична

енергiя вiдносного руху α-частинки i ядра у системi центра мас (будемо ви-

користовувати наближення E ≃ Ẽ), m — наведена маса α-частинки i ядра,

Pl — ймовiрнiсть злиття α-частинки i ядра, Tl — проникнiсть бар’єру. У на-

ближеннi ВКБ цей коефiцiєнт визначається як

TWKB(Ẽ) = exp

{
−2

R3∫
R2

√
2m

h̄2

(
Ẽ − V (r)

)
dr

}
, (10.2)

де R2 i R3 — друга i третя точки повороту, що визначають область тунелю-

вання.3

Будемо вважати, що захоплення вiдбувається, коли фрагмент вже

з’явився у внутрiшнiй потенцiальнiй ямi пiсля тунелювання через бар’єр. На

основi рiшення класичних рiвнянь руху можна знайти критичний момент iм-

пульсу lcr, коли всi траєкторiї при умовi l < lcr ведуть до захоплення. Тут,

Глас i Мосел застосували пiдхiд рiзкого обрiзання кутового моменту таким

чином [316, 317]:

Pl =

 1 при l ≤ lcr,

0 при l > lcr.
(10.3)

У деяких роботах (наприклад, див. [313]) використовується припущення Tl =
3Перша точка повороту визначається, як перетин потенцiалу та енергiї близ нуля, де основний внесок

дає вiдцентрова енергiя.
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1 при l < lgr (де lgr > lcr), що перетворює формулу (10.2) до наступної:

σcapture(E) =
π h̄2

2mẼ
(2lcr + 1)2. (10.4)

Критичний момент lcr знаходиться пiсля порiвняння перерiзiв, отриманих за

цiєю формулою, з експериментальними даними. Так, автори роботи (Ебер-

хард та iн.) [313] отримали значення lcr = 9.9 для α + 40Ca i lcr = 10.9 для

α + 44Ca. Ми будемо вивчати цi процеси у квантовому розглядi та будемо

використовувати формулу (10.1) для розрахункiв перерiзу.

10.2.2. Метод багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв у визначеннi про-

никностi бар’єру загальної форми

Ми будемо вивчати захоплення α-частинки ядром у сферично симетричному

розглядi (роль ядерної деформацiй при визначеннi ймовiрностi злиття у α-

захопленнi аналiзується у Додатку К.8). Щоб застосувати iдею багаторазових

внутрiшнiх вiдбиттiв до вивчення тунелювання пакету через бар’єр складної

реалiстичної форми, ми розглянемо радiальний бар’єр довiльної форми, який

вдало вдається апроксимувати достатньо великим числом N прямокутних

сходинок:

V (r) =



V1 при rmin < r ≤ r1 (область 1),

V2 при r1 ≤ r ≤ r2 (область 2),

. . . . . . . . .

VN при rN−1 ≤ r ≤ rmax (область N),

(10.5)

де Vj — сталi (j = 1 . . . N). Позначимо першу область з лiвою межею у точцi

rmin (також будемо використовувати позначення rcapture) i будемо вважати,

що захоплення α-частинки ядром виникає саме у цiй областi пiсля її тунелю-

вання через бар’єр. Ми будемо шукати рiшення для енергiй вище нiж висота

бар’єру, тодi як рiшення для енергiй тунелювання можна отримати шляхом
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замiни i ξi → ki. Загальний розв’язок для хвильової функцiї (з точнiстю до її

нормування) має наступний вигляд:

ψ(r, θ, φ) =
χ(r)

r
Ylm(θ, φ), (10.6)

χ(r) =



α1 e
ik1r + β1 e

−ik1r, при rmin < r ≤ r1 (область 1),

α2 e
ik2r + β2 e

−ik2r, при r1 ≤ r ≤ r2 (область 2),

. . . . . . . . .

αN−1e
ikN−1r + βN−1e

−ikN−1r, при rN−2 ≤ r ≤ rN−1 (область N − 1),

e−ikNr + AR e
ikNr, при rN−1 ≤ r ≤ rmax (область N),

(10.7)

де αj i βj — невiдомi амплiтуди, AT та AR — невiдомi амплiтуди проходження

i вiдбиття, Ylm(θ, φ) — сферична функцiя, та kj = 1
h̄

√
2m(Ẽ − Vj) — компле-

кснi хвильовi числа. Ми зафiксували нормування таким чином, що модуль

амплiтуди хвилi e−ikNr, що стартує на першому етапi, дорiвнює одиницi. Ми

будемо шукати рiшення цiєї задачi за допомогою методу багаторазових вну-

трiшнiх вiдбиттiв.

Для знаходження невiдомих амплiтуд ми використовуємо метод БВВ,

викладений у Роздiлi 9 [див. формули (9.5)–(9.12), стор. 217]. Але, при ви-

значеннi амплiтуд проходження та вiдбиття вiдносно бар’єра уцiлому замiсть

формул (9.9) [див. стор. 218] використовуємо такi:

AT =
+∞∑
n=1

A
(n)
T = T̃−

1 , AR =
+∞∑
n=1

A
(n)
R = R̃−

N−1, (10.8)

а вiдповiднi коефiцiєнти проникностi TMIR та вiдбиття RMIR визначаємо так

TMIR ≡ k1
kN

∣∣AT

∣∣2, RMIR ≡
∣∣AR

∣∣2. (10.9)

10.2.3. α-ядерний потенцiал та метод мiнiмiзацiї

Ми визначимо взаємодiю мiж α-частиною та ядром на основi потенцiалу

V (r, l, Q) = vC(r) + vN(r,Q) + vl(r), (10.10)
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де vC(r), vN(r,Q) та vl(r) — кулонiвська, ядерна та вiдцентрова компоненти.

У сферично симетричному розглядi α-захоплення ми маємо

vC(r) =


2Ze2

r
при r ≥ rm,

Ze2

rm

{
3− r2

r2m

}
при r < rm,

vN(r,Q) =
V (A,Z,Q)

1 + exp

{
r − rm
d

}
(10.11)

та

rm = 1.5268 +R. (10.12)

Ми використаємо параметризацiю, запропоновану у роботi [112], з орiєнта-

цiєю на опис α-захоплення. V (A,Z,Q) — глибина ядерної компоненти, A та

Z — числа нуклонiв та протонiв ядра, Q — Q-значення α-захоплення, rm —

ефективний радiус ядерної компоненти, R — радiус ядра та d — дифузнiсть

(R, rm, d визначаються у фермi). Ми вводимо наступнi функцiї похибок:

ε1 =
1

N

N∑
k=1

∣∣∣σ(theor)(Ek)− σ(exp)(Ek)
∣∣∣

σ(exp)(EN)
,

ε2 =
1

N

N∑
k=1

∣∣∣σ(theor)(Ek)− σ(exp)(Ek)
∣∣∣

σ(exp)(Ek)
,

ε3 =
1

N

N∑
k=1

∣∣∣ln(σ(theor)(Ek)
)
− ln

(
σ(exp)(Ek)

)∣∣∣
ln
(
σ(exp)(Ek)

) ,

(10.13)

де σ(theor)(Ek) та σ(exp)(Ek) — теоретичне та експериментальне значення пере-

рiзу захоплення при енергiї Ek, та сумування виконується за всiма точками

експериментальних даних. Будемо шукати ймовiрностi злиття p0 . . . pmax, що

вiдповiдають мiнiмальним значенням характеристик (10.13). Будем називати

такий пiдхiд методом мiнiмiзацiї.
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10.3. Аналiз

10.3.1. Залежнiсть проникностi вiд просторової локалiзацiї захо-

плення та кутових моментiв

Для аналiзу α-захоплення оберемо ядро 44Ca. З’ясуємо, як саме впливає поло-

ження точки rcapture на проникнiсть бар’єру (ми припускаємо, що захоплення

вiдбувається, коли максимум хвильового пакета, що описує рух α-частинки

з можливим її тунелюванням, знаходиться в областi M). Результати таких

розрахункiв для рiзних значень енергiї α-частинки представлено на Рис. 10.1.

Можна бачити, що невеликi змiни положення точки rcapture ведуть до iсто-

тної змiни коефiцiєнта проникностi (наприклад, вплив положення rcapture на

значення проникностi iстотно бiльше, нiж врахування деформацiї ядра при

знаходженнi проникностi без врахування положення rcapture; отже, немає сен-

су у вивченнi ролi ядерної деформацiї без попереднього зрозумiння впливу

положення точки rcapture). Важливiсть правильного вибору цього параметра

для коректних розрахункiв перерiзiв тепер стає бiльш ясною. Ця залежнiсть

має осцилюючу поведiнку, що пов’язано з проявом хвильової природи туне-

лювання (див. Роздiл 9, роботи [73, 72, 96] для протонного та α-розпадiв).

Для вирiшення цiєї невизначеностi (що є суттєвою, але не iснує у ВКБ-

пiдходi та саме тому не була знайдена ранiше), введемо умову:

В якостi можливого значення rcapture оберемо координату, що вiдповiдає мi-

нiмальнiй змiнi амплiтуди осциляцiй коефiцiєнта проникностi, яка вiдпо-

вiдає найбiльш високiй стабiльностi проникностi при можливих збуреннях

(ми не будемо аналiзувати таку поведiнку проникностi при r → 0).

Аналiз показує, що за виконання цiєї умови для рiзних енергiй α-частинки

така точка вiдповiдає мiнiмуму внутрiшньої потенцiальної ями (розрахунки

дають значення rcapture = 0.44 фм для обраної параметризацiї при l = 0).
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Рис.10.1 Коефiцiєнт проникностi бар’єра залежить вiд положення локалiзацiї rcapture захоплен-

ня α-частинки для реакцiї α+ 44Ca при l = 0 i енергiї α-частинки Eα = 2 МеВ (а, б), Eα = 3 МеВ

(в, г) та Eα = 4 МеВ (д, е) (параметри розрахункiв: 10000 iнтервалiв при rmax = 70 фм, параме-

тризацiя взята з роботи [112]).
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Тому оберемо таке визначення rcapture для розрахункiв перерiзiв.

2 4 6 8 10 12 14 1618 20 22 24 26 28 30

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

. ( )

.  - , E  ( )

 +44Ca

 

 

 L=0
 L=5
 L=10
 L=15

0 5 10 15 20 25 30
-30

-20

-10

0

10

20

30

40

50

60

 

 

(b)Po
te

nt
ia

l (
M
eV

)
Radius (fm)

 L = 0
 L = 5
 L = 10
 L = 15

Рис.10.2 Коефiцiєнти проникностi бар’єру (а) та вiдповiднi потенцiальнi бар’єри (б) для рiзних

орбiтальних моментiв l для реакцiї α+ 44Ca (параметри розрахункiв: 10000 iнтервалiв при rmax =

70 фм, параметризацiя взята з роботи [112], положення rcapture визначається окремо для кожного

орбiтального моменту на основi умови, сформульованої вище).

З Рис. 10.2 (а) можна бачити, що лiнiя проникностi змiщується вправо

при зростаннi орбiтального моменту l. Ця змiна пояснюється через зростання

внутрiшньої потенцiальної ями перед бар’єром, в наслiдок бiльшої вiдцентро-

вої компоненти потенцiалу при великих l [див. Рис. 10.2 (б)]. Кожна наступна

парцiальна компонента перерiзу α-захоплення, таким чином, дає свiй власний

внесок у повний спектр, починаючи з деякої своєї мiнiмальної енергiїEα. Тому

повний перерiз α-захоплення при достатньо малих енергiях Eα описується

лише парцiальними перерiзами при малих l.

10.3.2. Метод БВВ та ВКБ-пiдхiд у розрахунках перерiзiв

Тепер ми розглянемо, як перерiз захоплення визначається у методi БВВ та

ВКБ-пiдходi. Результати таких розрахункiв за допомогою метода БВВ для

рiзних значень Lmax представленi на Рис. 10.3 (тут Lmax — верхня межа суму-

вання у формулi (10.1), що ми обираємо замiсть нескiнченностi). Представ-

лення перерiзiв у лiнiйному масштабi явно показує їх повiльний спад пiсля
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Рис.10.3 Перерiзи захоплення α-частинки ядром 44Ca, отриманi за допомогою метода БВВ

(параметри розрахункiв: 10000 iнтервалiв при rmax = 70 фм, rcapture визначається у координатi

мiнiмуму потенцiальної ями, що змiнюється у залежностi вiд орбiтального моменту l, параметри-

зацiя вибрана з роботи [112]). (а) Спектри у логарифмiчному масштабi: роль внескiв при малих

значеннях l бiльш помiтна. (б) Спектри у лiнiйному масштабi: поведiнка сумарного спектру пiсля

включення внескiв при великих l бiльш помiтна. Можна бачити, що кожний парцiальний пере-

рiз має свiй максимум. Включення наступних внескiв (при великих l) згладжує повний спектр,

поступово перетворюючи його у монотонно зростаючу лiнiю усерединi всього дiапазону енергiй.

максимуму. Крiм того, представлення їх у логарифмiчному масштабi пока-

зує чiтке монотонне збiльшення у перерiзi до вершини (особливо при малих

l), який наочно демонструє поведiнку парцiальних перерiзiв при малих l у

порiвняннi з перерiзами при великих l. ВКБ-пiдхiд дає iнший результат, що

показано на Рис. 10.4. Слiд вiдзначити наступнi два аспекти (якi проявляю-

ться у лiнiйному масштабi, але зникають у логарифмiчному): (1) з’являються

гострi пiки пiсля включення внескiв при великих l; (2) сумарний перерiз iсто-

тно вище у порiвняннi з повнiстю квантовими розрахунками, що показано на

Рис. 10.3.

10.3.3. Знаходження ймовiрностей злиття

Перерiзи для реакцiї α+ 44Ca, отриманi за допомогою методу БВВ i пiдходу

ВКБ, та експериментальнi данi [313] включенi у Рис. 10.5. До цього рисунка

додано розрахунки на основi методу БВВ з включенням ймовiрностей злит-
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Рис.10.4 Перерiзи захоплення α-частинки ядром 44Ca, отриманi у ВКБ-пiдходi (параметри роз-

рахункiв: 10000 iнтервалiв при rmax = 70 фм, параметризацiя взята з роботи [112]). На малюн-

ку (б) можна побачити, що у спектрi iснують гострi пiки, що зникає у логарифмiчному масштабi

[див. Рис. (а)]. Така властивiсть спектру є характерною для розрахункiв ВКБ.

тя, знайдених методом мiнiмiзацiї. Можна бачити, що наближення ВКБ дає

бiльш високi значення перерiзу у порiвняннi з розрахунками у пiдходi БВВ

при Lmax = 10− 15. Таким чином, ми приходимо до наступних висновкiв: (1)

пiдхiд ВКБ дає зниженi оцiнки ймовiрностей злиття у порiвняннi з мето-

дом БВВ, та (2) перерiз, отриманий у пiдходi ВКБ, має розриви при бiльш

високих енергiях, тодi як метод БВВ дає неперервну форму спектру.

У роботi [313] обговорювався ефект аномального розсiяння при вели-

ких кутах [effect of anomalous large-angle scattering (ALAS)], якому було да-

но пояснення на основi пiдходу рiзкого обрiзання кутових моментiв (sharp

angular momentum cut-off approach) при деяких критичних значеннях орбi-

тального моменту Lmax [див. рiвняння (1)–(2) у тiй роботi]. Цей випадок вiд-

повiдає розрахункам на основi методу БВВ при рiзних значеннях Lmax (де

всi ймовiрностi злиття прирiвнюються до одиницi при l ≤ Lmax). Тут, лi-

нiя 5 для Lmax = 10 на Рис. 10.5 (та лiнiя 6 для Lmax = 12) явно краще

описує експериментальнi данi, нiж лiнiя 7 для Lmax = 15 (яка майже збiгає-

ться з подальшими розрахунками для бiльш високих значень Lmax). Однак,

всi цi лiнiї подальш розташованi вiд експериментальних даних у порiвняннi
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Рис.10.5 Перерiзи захоплення α-частинки ядром 44Ca, отриманi за допомогою методу БВВ

i пiдходу ВКБ (параметри розрахункiв: 10000 iнтервалiв при rmax = 70 фм, параметризацiю

обрано з роботи [112]). Тут, данi, позначенi числом 1, — експериментальнi данi з роботи [313],

пунктирна синя лiнiя 2 — перерiз при lmax = 0, коротка пунктирна червона лiнiя 3 — перерiз при

lmax = 1, коротка штрих-пунктирна фiолетова лiнiя 4 — перерiз при lmax = 5, подвiйна штрих-

пунктирна оранжева лiнiя 5 — перерiз при lmax = 10, пунктирна темно синя лiнiя 6 — перерiз

при lmax = 12, штрих-пунктирна зелена лiнiя 7 — перерiз при lmax = 15, суцiльна коричнева лiнiя

8 — перерiз при lmax = 20, пунктирна темно-жовта лiнiя 9 — нормований перерiз при lmax = 17,

суцiльна синя лiнiя 10 — перерiз при lmax = 17, i пунктирна темно-бiрюзова лiнiя 11 — перерiз при

lmax = 17 (перерiзи визначаються по формулi (10.1), де lmax — це верхня межа пiдсумовування).

Коефiцiєнти проникностi розраховуються за допомогою методу БВВ для лiнiй 2–7 i 9–11, та

методом ВКБ для лiнiї 8. Лiнiї 10–11 знаходяться при включеннi ймовiрностей злиття, та лiнiї 2–

9 отримуються без врахування таких ймовiрностей злиття. Можна бачити, що лiнiя 10, отримана

пiсля включення ймовiрностей злиття, описує експериментальнi данi з хорошою точнiстю (що

не можливо без включення таких коефiцiєнтiв, але при використаннi будь-якої вiльної пiдгонки

параметрiв α-ядерного потенцiалу, див. Розд. 10.3.4, стор. 243). Для лiнiї 11 ймовiрностi злиття

отриманi за формулами (10.14)–(10.20) [див. стор. 246].
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з лiнiєю 10, яка включає в собi ймовiрностi злиття, отриманi методом мiнi-

мiзацiї. Таким чином, пiдхiд рiзкого обрiзання кутових моментiв не описує

вдало експериментальнi данi для реакцiї α + 44Ca у порiвняннi з лiнiєю 10.

Цей результат показує, що залежнiсть ймовiрностей злиття вiд орбiтального

моменту виявляється бiльш складною, та вона вимагає бiльш ретельного ви-

вчення. Ймовiрностi злиття, якi були використанi при розрахунках лiнiї 10,

представленi у Табл. К.1 у Додатку К.4. Можна бачити, що значення ймо-

вiрностей p0 . . . p4 виявляються вкрай малими (на вiдмiну вiд таких значень,

отриманих за допомогою пiдходу рiзкого обрiзання кутових моментiв [313]).

Крiм того, p15 та p16 близькi до одиницi (при малих p13), що дозволяє описати

малi коливання спектру при високих енергiях (при E = 23 − 28 МеВ). Iн-

шими словами, наявнiсть осциляторної поведiнки експериментальних даних

свiдчить про досить високi значення ймовiрностей злиття при максималь-

них орбiтальних моментах (на вiдмiну вiд пiдходу рiзкого обрiзання кутових

моментiв [313]).

Еберхард та спiвавтори у роботi [313] вивчали злиття (поглинання) α-

частинки ядрами 40Ca i 44Ca та порiвняли залежностi перерiзiв захоплення

вiд величини орбiтального моменту l. Цi залежностi були отриманi вiдносно

одного вдало обраного значення енергiї (на Рис. 2 у цiй роботi данi представ-

лено для E = 25 МеВ). Тому ми будемо порiвнювати ймовiрностi злиття для

цих двох ядер як функцiї орбiтального моменту. Такi розрахунки представ-

ленi на Рис. 10.6. Цi данi були отриманi шляхом аналiзу експериментальних

даних по всьому дiапазону енергiй, що вказує на бiльш акуратний аналiз у

нашому пiдходi. На Рис. 10.6 показано, що обидвi лiнiї мають подiбну пове-

дiнки при низьких значеннях l, але вони суттєво вiдрiзняються при великих

l. Ймовiрнiсть злиття для ядра 40Ca виявляється меншою, нiж для ядра 44Ca

при великих l. Це вiдповiдає меншому перерiзу захоплення для ядра 40Ca,

нiж для 44Ca у експериментальних даних [313]. Таким чином, зменшення пе-
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Рис.10.6 Ймовiрностi злиття для захоплення α-частинки ядром 40Ca (суцiльна червона лiнiя)

та 44Ca (синя пунктирна лiнiя), отриманi за допомогою методу БВВ (параметри розрахункiв:

10000 iнтервалiв при rmax = 70 фм, параметризацiю взято з роботи [112]).

рерiзу захоплення для ядра 40Ca при високих енергiях можна пояснити через

меншу ймовiрнiсть злиття при великих l (цi два ядра мають рiзнi бар’єри,

якi дають Lmax = 15 для ядра 40Ca i Lmax = 16 для ядра 44Ca, формуючи до-

датковий внесок у повний спектр для ядра 44Ca). Нормування розрахованих

спектрiв на експериментальнi данi (без урахування ймовiрностей злиття) не

гiрше описує експериментальнi данi (див. лiнiю 9 на Рис. 10.7), нiж лiнiя 10.

10.3.4. Оптiмальнi параметри для ядерної компоненти потенцiалу

Знаходження потенцiалу взаємодiї є стандартною задачею теорiї оптимiзацiї.

Аналiз показує наявнiсть тiльки одного стабiльного мiнiмуму у залежностi

функцiй помилок вiд параметрiв rm i d (див. Рис. 10.7), що пiдтверджує пра-

цездатнiсть методiв оптимiзацiї для рiшення цiєї задачi. Визначення цих па-

раметрiв за допомогою такого методу бiльш докладно описано у Додатку К.5.

У Табл. 10.1 представлено розрахунки за допомогою методу БВВ з

включенням ймовiрностей злиття та нових параметрiв потенцiалу, знайдених

методом оптимiзацiї, для α+40Ca та α+44Ca та для пiдходу ВКБ без включе-

ння ймовiрностей злиття при параметризацiї [112]. Видно, що при однаковiй



244

α + 40Ca α + 44Ca

Параметризацiя власна робота [112] власна робота [112]

Ймовiрностi злиття включено викл. включено включено викл. включено

Метод розрахунку БВВ ВКБ ВКБ БВВ ВКБ ВКБ

V0, МеВ 28.6444 28.8374 36.1 35.2657

rm, фм 6.5164 6.6338 7.3 6.68670

d, фм 0.5107 0.49290 0.4349 0.49290

ε1 0.02141 0.9233 0.5154 0.0246 0.8401 0.3881

ε2 0.02716 0.5251 0.3873 0.0344 0.4936 0.3238

ε3 0.00409 0.1030 0.0687 0.0051 0.0957 0.0561

Табл. 10.1. Параметри α-ядерного потенцiалу i функцiї помилок для захо-

плення α + 40Ca i α + 44Ca. Новi параметри потенцiалу, отриманi методом

оптимiзацiї, та вiдповiднi значення функцiй помилок, коли в розрахунках кое-

фiцiєнти проникностi знаходяться за допомогою метода БВВ та включаються

ймовiрностi злиття (якi наведенi у Табл. 10.2), представленi у колонках 2 i 5.

Коефiцiєнти проникностi, отриманi методом БВВ для параметризацiї, обра-

ної з роботи [112] без включеного ймовiрностi злиття наведенi у колонках 4 i 7

та розрахунки коефiцiєнтiв проникностi при використаннi ВКБ-наближення

при параметризацiї [112] без включення ймовiрностей злиття наведенi у ко-

лонках 3 та 6. ε1, ε2 i ε3 — функцiї помилок, якi визначаються за формула-

ми (10.13) [див. стор. 235].



245

6,4 6,6 6,8 7,0 7,2 7,4 7,6 7,8 8,0
0,4

0,6

0,8

1
1,2
1,4
1,6
1,8

 
, 

 (
)

, rm ( )

( )

 

 

 

 
 +44Ca

0,04 0,08 0,12 0,16
0,08

0,085

0,09

0,095
0,1

0,105
0,11

0,115
0,12

 
, 

 (
)

, dws ( )

( )

 +44Ca

  

 

 

Рис.10.7 Залежностi функцiї помилок ε1, що визначається за формулою (10.13) вiд радiуса

rm (а) i дифузностi d (б) для захоплення α+ 44Ca (параметри розрахункiв: 10000 iнтервалiв при

rmax = 70 фм, використано метод БВВ без включення ймовiрностей злиття, параметризацiя взята

з роботи [112]).

параметризацiї [112] метод БВВ зменшує похибку ε1 у 1.79 разiв для α+ 40Ca

i у 2.16 разiв для α+ 44Ca у порiвняннi з ВКБ-розрахунками. Для нової пара-

метризацiї, що отримана пiсля включення ймовiрностей злиття, розрахунки

за допомогою методу БВВ зменшують похибку ε1 у 41.72 разiв для α+ 40Ca

i у 34.06 разiв для α + 44Ca у порiвняннi з ВКБ-розрахунками при параме-

тризацiї [112]. Аналiз пiдходу Хiлла-Уiлера та формули Вонга показує, що

вони побудованi при суттєво сильних обмеженнях потенцiального бар’єру, де

наближення ВКБ навiть бiльш коректно враховує форму бар’єру при визна-

ченнi коефiцiєнту проникностi (див. Додаток К.6). Цей момент має ключове

значення, коли ми шукаємо шлях до отримання найбiльш акуратної iнфор-

мацiї про процеси злиття з аналiзу експериментальних даних. Оновленi зна-

чення ймовiрностей злиття при новiй параметризацiї наведено у Табл. 10.2.

Цi результати пiдтверджують, що метод БВВ (1) є найбiльш точним для опи-

су процесiв тунелювання через оригiнальний бар’єр i для знаходження ймо-

вiрностей злиття у реакцiях α-захоплення, та (2) дозволяє описати iснуючi

експериментальнi данi з найкращою згодою.



246

Ядро p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9
40Ca 0.05 0.01 0.01 0.29 0.89 0.94 0.60 0.43 0.83 0.60
44Ca 0.04 0.03 0.01 0.01 0.43 0.31 0.62 0.31 0.71 1.00

Ядро p10 p11 p12 p13 p14 p15 p16 p17 p18
40Ca 1.00 1.00 0.01 0.49 0.95 0.01 0.01 0.01 0.01
44Ca 1.00 1.00 1.00 0.67 0.09 0.01 0.91 1.00 0.01

Табл. 10.2. Ймовiрностi злиття для захоплення α+ 40Ca i α+ 44Ca, отриманi

методом БВВ при параметризацiї у Табл. 10.1 (див. колонки 2 та 5 у таблицi).

10.3.5. Ймовiрностi злиття

З Рис. 10.6 можна бачити два аспекти, що подавляють злиття у α-захопленнi.

1) Перший аспект спостерiгається при найменших кутових момен-

тах. Вiн проявляється у суттєвому зниженнi злиття пiсля тунелювання α-

частинки через бар’єр. Це явище можна пов’язати з проявом ядерних сил

мiж нуклонами, якi формують основний внесок в енергiю зв’язку новосфор-

мованого ядра. Але це явище може бути пов’язано з проявом невiдомих сил

дисипативної природи з сильним впливом на динамiчнi характеристики ну-

клонiв при малих моментах. Такi сили мають однаковий загальний прояв для

рiзних ядер. З Рис. 10.6 визначимо залежнiсть опису аспекту:

p1(L) =
c1

1 + e(L−c2)/c3
, (10.14)

c1 = 1, c2 = 4.2, c3 = 0.5. (10.15)

2) Другий аспект проявляється при найвищих кутових моментах. З

порiвняння спектрiв для 40Ca та 44Ca на Рис. 10.6 видно, що цей аспект про-

являється iншим чином: вiн по рiзному впливає на цi ядра. Отже, цей аспект

пов’язаний зi структурою ядра, що може бути пояснена на основi закриття

ядерних оболонок. Саме цей аспект може бути причиною рiзницi мiж спе-

ктрами ядер 40Ca i 44Ca (тодi як перший аспект має однаковий вплив на цi
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ядра). З Рис. 10.6 ми припускаємо опис такого аспекту:

p2(L) = f2(L) ·
∑
n=1

e
−
(L− n ·∆)2

c4 . (10.16)

Тут функцiя f2(L) подавляє осцилюючу залежнiсть з пониженням L, та вона

може бути описана як

f2(L) = 1− e−c5·(L−c6). (10.17)

Для виконання перших оцiнок оберемо c4 = 1, c5 = 0.25, c6 = 2.5. ∆ визначає

вплив нейтронних оболонок на ймовiрностi злиття, що опишемо як

∆ = a · (N −Nmagic) + b. (10.18)

Тут N — число нейтронiв ядра, та Nmagic — магiчне число найближчої ней-

тронної оболонки, де Nmagic ≤ N (тобто Nmagic = 20 для 40Ca та 44Ca). Уведе-

мо лiнiйну iнтерполяцiю (10.18) на основi ймовiрностей злиття, що приведенi

на Рис. 10.6. З Рис. 10.6 можна знайти перiоди осциляцiй:

a = 2.31, b = 4.05. (10.19)

Ймовiрнiсть повного злиття визначається як

pfull(L) = 1− p1(L)− p2(L). (10.20)

Цi формули можна рекомендувати для опису ядер близ протонних оболонок.

Ймовiрностi злиття для 40Ca та 44Ca за цими формулами показано

на Рис. 10.8. Перерiзи з включеними ймовiрностями злиття для захоплення

α + 44Ca додаються на Рис. 10.5 у виглядi фiолетової пунктирної лiнiї 11.

Можна побачити, що розрахунковi перерiзи з ймовiрностями злиття описують

експериментальнi данi краще, нiж iншi розрахунки без злиття у захопленнi.

Ядро 40Ca — двiчi магiчне, а 44Ca має магiчне число протонiв Z = 20.

Енергiя зв’язку для 40Ca бiльше, нiж для 44Ca. Тобто, ядро 40Ca є бiльш ста-

бiльним, та тому через розсiяння α-частинки на цьому ядрi синтезувати нове
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Рис.10.8 Ймовiрностi злиття для реакцiй захоплення α + 40Ca (а) i α + 44Ca (б). Тут суцiльнi

синi лiнiї — це розрахунки ймовiрностей злиття, що визначенi за формулами (10.14)–(10.20) [див.

стор. 246], i пунктирнi червонi лiнiї — данi ймовiрностей злиття, представленi на Рис. 10.6.

ядро вже важче. Зокрема, злиття α-частинки i ядра при такому розсiюваннi

повинно бути максимально ослабленим, а в деяких випадках навiть вiдсутнiм.

Ця ситуацiя демонструється на Рис. 10.6. Можна бачити меншу ймовiрнiсть

злиття з ядром 40Ca, нiж ядром 44Ca при високих кутових моментах. Це

пiдтверджено експериментально для α+ 40Ca i α+ 44Ca.

У 1975 роцi Тiбо (Thibault) та спiвавтори [323] спостерiгали одночасне

спiвiснування двох форм магiчного ядра 31Na, тобто сферичної та деформова-

ної у основному станi. Наявнiсть iснування деформованої форми в основному

станi пояснена через сильний взаємозв’язок мiж 2p–2n збудженими станами

для sd i pf -оболонок, що призводить до збiльшення енергiї зв’язку i пiдсиле-

ння стабiльностi для ядер близ оболонки при N = 20. Встановлено спiвiсну-

вання двох форм для бiльшостi ядер близ N = 20 i N = 28 [320].

Припустимо, що кожна форма визначає свiй найбiльш стабiльний

стан ядра, тому вона пов’язана з погашенням злиття. Обидвi форми по-

виннi проявлятися у ядрах з замкнутою нейтронною оболонкою при N = 20,

що видно з даних α-захоплення. 40Ca — це ядро, для якого ми бачимо най-

бiльш сильне друге погашення злиття при високих енергiях α-частинки (див.
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Рис. 10.6). Цей процес призводить до бiльш суттєвого послаблення перерiзу

α-захоплення для такого ядра при високих енергiях.

Кожна форма пов’язана зi своїм типом погашення злиття у α-

захопленнi 40Ca i 44Ca. Сферична форма ядра не пов’язана з високими ку-

товими моментами, тому їй вiдповiдає перший аспект (при малих кутових

моментах). Деформована форма пов’язана з високими кутовими моментами

(що вiдповiдає високiй енергiї у перерiзi), що пов’язано з другим аспектом

погашення злиття. Спiвiснування таких особливостей показано на Рис. 10.6.

Пiдтвердження спiвiснування двох форм для ядер близ оболонок з чи-

слами N = 20 та N = 28 призводить до вiдкриття нових магiчних чисел

[320]. Огляд по цiй темi [320] вказує на новi нейтроннi магiчнi числа N = 16

i N = 26 (стандартна теорiя дає тiльки сiм експериментально вiдомих ней-

тронних магiчних чисел, це 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126). Тому запропонуємо експе-

риментаторам дослiдити злиття у захопленнi α-частинки ядром 46Ca. Додамо

передбачення ймовiрностей злиття та перерiзiв такого ядра на Рис. 10.9.
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Рис.10.9 Ймовiрностi злиття (а), розрахованi за формулами (10.14)–(10.20), та перерiзи (б) для

захоплення α-частинки ядрами 40Ca, 44Ca та 46Ca, отриманi методом БВВ (параметри розрахун-

кiв: 10000 iнтервалiв при rmax = 70 фм).
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10.4. Головнi результати i висновки до Роздiлу 10

У Роздiлi викладено узагальнення методу багаторазових внутрiшнiх вiдбит-

тiв для опису захоплення α-частинок ядрами, на його основi проаналiзовано

захоплення α-частинок ядрами 40Ca, 44Ca та 46Ca. Вiдзначимо наступне:

1. Порiвнюючи перерiзи захоплення, отриманi за допомогою методу БВВ,

з експериментальними даними [313], ми знаходимо:

(a) новi ймовiрностi злиття α-частинки з ядрами 40Ca i 44Ca (див.

табл. 10.2),

(b) новi параметри α–ядерного потенцiалу (див. табл. 10.1).

Включення процесiв злиття у формалiзм суттєво покращує узгодження

розрахункiв перерiзiв захоплення з експериментальними даними (див.

табл. 10.1). Метод БВВ дає нову параметризацiю з включеними ймовiр-

ностями злиття i знижує помилку ε1 у 41.72 разiв в опiсi експеримен-

тальних даних для α + 40Ca i у 34.06 разiв для α + 44Ca у порiвняннi з

ВКБ-розрахунками при параметризацiї [112] без ймовiрностей злиття.

2. Знайденi ймовiрностi злиття вказують, що пiдхiд рiзкого обрiзання ку-

тових моментiв, запропонований Гласом i Моселом у роботах [317, 316],

є достатньо грубим наближенням (див. лiнiю 6 на Рис. 10.7), що ви-

ключає можливiсть вивчення процесiв злиття у реакцiях α-захоплення

(див. Додаток К.4 для пояснення). Бiльш реалiстичну картину наведено

у Таблицi К.1 (що вiдповiдає лiнiї 10 на Рис. 10.7). Зокрема, ймовiрностi

злиття при малих кутових моментах близькi до нуля, що суперечить iдеї

пiдходу рiзкого обрiзання кутових моментiв (див. Табл. 10.2).

3. Показано, що (1) ВКБ-наближення дає заниженi ймовiрностi злиття нiж

метод БВВ, (2) перерiзи захоплення за ВКБ-пiдходом мають розриви при

високих енергiях (метод БВВ дає неперервну форму спектра).
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4. Показано, що формула Вонга та пiдхiд Хiлла-Уiлера у визначеннi прони-

кностi: (а) використовують суттєво обмежену частину бар’єра за рахунок

уведення оберненої параболiчної апроксимацiї, (б) не враховують фор-

му реалiстичного бар’єру, (в) не вiдповiдають визначенню проникностi у

квантовiй механiцi. Тому ВКБ-наближення бiльш вдало враховує бар’єр.

5. Знайдено нову формулу ймовiрностей злиття на основi (10.15)–(10.20).

За допомогою цiєї формули пояснюється вiдмiннiсть мiж перерiзами

α + 40Ca i α + 44Ca (та пояснюється спiвiснування сферичної та де-

формованої форм ядер в основному станi). Для ядер з новим магiчним

нейтронним числом N = 26, запропоновано новi перерiзи α + 46Ca для

експериментального пiдтвердження.

6. На основi аналiзу реакцiї α + 44Ca при l = 0, виявлено наступну рiзни-

цю у ефективностi у визначеннi коефiцiєнтiв проникностi i вiдбиття мiж

методом БВВ та методом, що визначає хвильовi функцiї через пряме

iнтегрування радiального рiвняння Шродiнгера з високою точнiстю (ви-

користовуючи своє узагальнення метода Нумерова) (див. Додаток К.7):

(a) Для оцiнки точностi визначення проникностi T i вiдбиття R ми

використовуємо тест квантової механiки: оцiнюємо похибку ε1 =

||T + R| − 1| кожного методу. Узагальнений метод Нумерова має

точнiсть ε1 = 10−5, а точнiсть методу БВВ обмежена потужнiстю

комп’ютера (див. Таблицi К.5 i К.6 з розрахунками при ε1 ≤ 10−16).

(b) Метод БВВ бiльш точно визначає проникнiсть i вiдбиття при варiа-

цiї rmax i N , нiж узагальнений метод Нумерова. Точнiсть за методом

Нумерова — до 10−3. Точнiсть за методом БВВ нескiнченно зростає

при збiльшеннi кiлькостi iнтервалiв N : ми досягаємо перших 8 ста-

бiльних цифер при N → 50000 (див. Таблицi К.5 i К.6).

Приведемо висновок, що метод БВВ є найбiльш точним, але вiн вимагає
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подiбного часу на розрахунки, як метод Нумерова. Цей результат можна

пояснити так. Метод БВВ дає точнi аналiтичнi розв’язки для хвильо-

вої функцiї для потенцiалу з будь-яким скiнченим числом прямокутних

сходинок. Точнiсть апроксимацiї оригiнального потенцiалу прямокутни-

ми сходинками залежить тiльки вiд кiлькостi сходинок, де збiльшення

їх числа обмежено лише потужнiстю комп’ютера.

Точнiсть методу Нумерова має наступнi обмеження:

(a) Пiдхiд Нумерова визначає хвильову функцiю у наступнiй радiальнiй

координатi на основi значення хвильової функцiї у двох попереднiх

координатах з похибкою.

(b) Похибка у визначеннi хвильової функцiї на областi дiї ядерних сил

за методом Нумерова зростає зi збiльшенням числа iнтервалiв N .

(c) Кулонiвськi функцiї у ближнiй асимптотичнiй областi розраховую-

ться за теорiєю асимптотичних рядiв, що розходяться.

7. З’ясована роль ядерних деформацiй у визначеннi ймовiрностей злиття у

α-захопленнi для α+ 44Ca. Вiдзначимо наступне (див. Додаток К.8):

(a) Ясне зрозумiння такого питання забезпечує аналiз змiни коефiцiєн-

та проникностi потенцiальних бар’єрiв пiсля включення деформацiї

ядра при l = 0. Найбiльший вплив ядерної деформацiї iснує для ку-

тiв деформацiї θ = 0◦ та θ = 90◦ для найнижчої енергiї α-частинки,

тодi як при θ = 55◦ такий вплив вiдсутнiй (див. Рис. К.4).

(b) Метод БВВ визначає ймовiрностi злиття для деформованих ядер i

описує експериментальнi данi α-захоплення з високою точнiстю (див.

Табл. К.7, та лiнiї 2 i 3 на Рис. К.5). Спостерiгаються осциляцiї у

спектрi пiсля уключення ядерної деформацiї.

Iнший аспект — визначення межи, вiдносно якої треба знайти потiк, що
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пройшов. Виявляється, що малi варiацiї положення межи суттєво змiню-

ють коефiцiєнти проникностi та вiдбиття. Так, для α + 44Ca при l = 0

та Eα = 2 МеВ роль межи можна оцiнити через характеристику f1 =

T (rcapture = 7.42 fm)/T (rcapture = 4.5 fm) = 4.09869 ·10−5/2.07705 ·10−5 =

1.9733 (див. Рис. 1). Роль деформацiї ядра можна оцiнити через вiдноше-

ння проникностей сферичного та деформованого ядра у реакцiї. Отри-

маємо (Tdef − Tspher)/Tspher = 0.58015 при Eα = 2.1 MeV при l = 0 [див.

Рис. F.12 (б)]. Отримаємо f2 = Tdef/Tspher = (Tdef − Tspher)/Tspher + 1 =

0.58015+ 1 = 1.58015. Видно, що коефiцiєнт f2 менше нiж f1. Виходить,

що у квантових розрахунках положення межи rcapture при визначеннi

проникностi (i перерiзiв) бiльш важливе, нiж деформацiя ядра без вра-

хування межи rcapture. Метод БВВ розв’язує таку проблему.

Вiдзначимо, що насьогоднi не iснує iнших пiдходiв, що досягають такої згоди

в описi експериментiв α-захоплення, як це дає метод БВВ. Результати цих

дослiджень викладено у роботах [74, 75].
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РОЗДIЛ 11

НОВI КВАЗIЗВ’ЯЗАНI СТАНИ СКЛАДЕНОЇ СИСТЕМИ У

ЗАХОПЛЕННI α-ЧАСТИНОК ЯДРАМИ

11.1. Вступ

Традицiйний напрямок до зрозумiння захоплення α-частинок ядрами базує-

ться на iдеї тунелювання через потенцiальний бар’єр [226] (див. також [325]).

Оцiнки швидкостей захоплення α-частинок ядрами вказують на важливу

роль таких реакцiй у зiрках [304, 309, 312]. Насьогоднi вже досягнуто сут-

тєвого прогресу по дослiдженням таких реакцiй [112, 224, 225, 226], згiдно

до якого ми маємо потенцiал взаємодiї мiж α-частинками та ядрами, який

найбiльш вдало описує iснуючу експериментальну iнформацiю про α-розпад

та α-захоплення. Не дивлячись на те, що пiдходи до визначення проникно-

стей бар’єрiв розроблено достатньо добре, на даний час не iснує загально

прийнятого пiдходу до опису злиття у такiй реакцiї. На зрозумiння механi-

змiв злиття суттєвої уваги було придiлено у дослiдженнях зiткнень важких

iонiв та розсiяння з ядерними фрагментами, бiльш важкими нiж α-частинка,

(див. сучасний статус експериментальних та теоретичних дослiджень по цiй

темi в оглядi [326], також у роботах [327, 328, 329, 330, 331, 332, 333, 334, 335,

336, 275, 337, 338, 339, 340]). Але, на даний час, у випадку α-захоплення, мо-

дельний опис злиття α-частинки ядром у внутрiшнiй ядернiй областi є дуже

спрощеним. Так, у роботi [317, 316] Гласом та Моселом було запропоновано

пiдхiд рiзкого обрiзання кутових моментiв. Еберхард та iн. запропонували

звязок що дає iнформацiю про злиття у реакцiях α-захоплення ядрами 40Ca,
44Ca. Вони порiвняли обчисленi перерiзи з експериментальними даними при

обраних енергiях [313]. Недавно, бiльш точний шлях до вивчення проблеми
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α-захоплення було запропоновано у роботi [75]. У цьому роздiлi ми подальш

розвиваємо метод надвисокої точностi (який ранiше був названий Методом

багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв, МБВ) для опису злиття у захопленнi

α-частинок ядрами. За допомогою цього методу ми знаходимо новi параме-

три для α-ядерного потенцiалу та ймовiрностi злиття (див. Рис. 6, Табл. 2 та

B.3 у роботi [75]). Похибка у описi експериментальних даних зменшується у

41.72 разiв для α +40 Ca та 34.06 разiв для α +44 Ca у порiвняннi з попере-

дньо iснуючими результатами (див. Рис. 5 та Табл. 1 у роботi [75]). На сьо-

годнiшнiй день, такий пiдхiд є найбiльш точним та вдалим у описi iснуючих

експериментальних даних для α-захоплення. На основi нашої нової формули

про ймовiрностi злиття (див. (21)–(27) та Рис. 8–9 у роботi [75]), ми даємо

власнi передбачення перерiзiв для α-захоплення ядрами 46Ca для можливих

перевiрок у майбутнiх експериментальних дослiдженнях1.

У рамках iснуючих сучасних моделей α-захоплення вважається, що

повне злиття α-частинки з ядром повнiстю вiдбувається пiсля тунелювання

(пiсля чого аналiз завершується). Перерiзи злиття визначаються на основi

коефiцiєнтiв проникностi. Залежнiсть проникностi вiд енергiї налiтаючої α-

частинки є монотонною (без будь-яких мiнiмумiв або максимумiв) для ко-

жного фiксованого орбiтального моменту (див. Рис. 2–3 у роботi [75] для

захоплення α + 44Ca). Це пояснює вiдсутнiсть пiкiв у обчислених перерiзах

α-захоплення, та це пiдтверджується експериментальною iнформацiєю (ми

маємо перерiзи для захоплення α-частинок ядрами 40Ca, 44Ca [313], 59Co [314],
208Pb [315], та 209Be [315]). Саме тому назараз iснує та широко застосовується

припущення, що не iснує нiякого стану можливого утворення складеної ядер-

1Таке ядро 46Ca назараз є об’єктом iнтенсивних дослiджень, що пов’язанi з вiдкриттям нових нейтрон-

них магiчних чисел N = 16 та N = 26 (див. огляд [320] по цiй темi, тут стандартна теорiя дає нам лише

сiм експериментально вiдомих нейтронних чисел, а саме це — 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126). У зв’язку з цим,

було б цiкавим запропонувати експериментаторам дослiдити процес злиття при захопленнi α-частинки

цим ядром, на основi наших передбачень.
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ної системи, в якому нуклони α-частинки та ядра-мiшенi формують найбiльш

стабiльну зв’язану повну ядерну систему при деяких значеннях енергiї.

Насьогоднi, широко використовуються два пiдходи у визначеннi коефi-

цiєнтiв проникностi: (1) наближення ВКБ (Wentzel-Kramers-Brillouin approxi-

mation, WKB) та (2) замiна оригiнального бар’єру на потенцiал у виглядi

перевернутої параболи, який має аналiтичнi розв’язки для хвильової фун-

кцiї [див. пiдхiд Хiлла-Уiлера (Hill-Wheeler approach) [318] та формулу Вонга

(Wong’s formula) [319] при розрахунках перерiзiв]. Такi пiдходи покладено

у основу методу зв’язаних каналiв, який зараз широко використовується у

сучасних розрахунках (та вiн вважається як найбiльш точний серед усiх вi-

домих квантових пiдходiв; наприклад, таку тверду точку зору має редакцiя

вiдомого профiльного журналу Phys. Rev. C, та часто навiть не розглядає

iнших методiв) при вивченнi злиття [275, 326]. Але вiдзначимо, що область

застосування обох пiдходiв визначена тiльки у безпосереднiй близькостi до

максимума бар’єра. Обидва пiдходи повнiстю iгнорують форму внутрiшньої

ями (у ядрi) та зовнiшнього хвоста потенцiалу. Наближення ВКБ не може

бути застосованим для великої областi пiдбар’єрних енергiй, та потенцiал пе-

ревернутого осцилятора, що використовується у другому пiдходi, суцiльно

вiдрiзняється вiд оригiнального бар’єру. Вiдповiдно до основних положень

квантової механiки, метод ВКБ не дає визначення коефiцiєнта вiдбиття вiд

бар’єра, та тому ми не можемо застосувати тести квантової механiки, щоб пе-

ревiрити отриманi розрахунки. Як наслiдок, суттєва частина пiдбар’єрних та

надбар’єрних областей енергiї для оригiнального бар’єру виглядає як чорний

ящик, та квантовi процеси при таких енергiях не можуть бути дослiджени-

ми коректно за допомогою двох вказаних вище методiв. Як наслiдок цього

факту, отриманi значення для коефiцiєнтiв проникностi не можуть бути вiд-

тестованi.

На основi такої мотивацiї, ми апроксимуємо оригiнальний потенцiаль-
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ний бар’єр через скiнчене число прямокутних сходинок, для яких iснує точний

аналiтичний розв’язок для хвильової функцiї при довiльнiй енергiї [75, 74].

Виявляється, що наближення цього пiдходу можна зменшити до нуля за ра-

хунок пiдвищення числа сходинок, та всi розв’язки для хвильової функцiї є

збiжними та повнiстю задовольняють всiм вiдомим тестам квантової механi-

ки (з точнiстю до перших 15 цифр). Ми вивчаємо квантовi процеси як для

енергiй глибоко пiд бар’єром, так i для енергiй суттєво вище максимуму бар’-

єра (що є проблемою для двох пiдходiв, що вказано було вище). Такий пiдхiд

вже успiшно застосовується для розв’язку рiзних задач квантової фiзики [79]

з бар’єрами специфiчної форми (вiдзначимо, що два наближених пiдходи, що

було вказано вище, не можуть навiть бути застосованi для визначення коефi-

цiєнта проникностi для таких бар’єрiв). Вiн дозволяє вивчати вплив форми

зовнiшньої частини потенцiалу за межами областi тунелювання на значення

отриманого коефiцiєнта проникностi. Аналiз у роботах [75, 74] показує, що

такий вплив виявляється не малим, та навiть у деяких випадках вiн може

змiнити коефiцiєнт проникностi бiльш нiж на 100 вiдсоткiв2. У рамках тако-

го пiдходу, ми знаходимо, що коефiцiєнт проникностi залежить вiд деяких

нових параметрiв. Як виявляється, при описi квантових процесiв вони мо-

жуть бути дiйсно бiльш важливими, нiж навiть деформацiї ядер. Однак, такi

параметри повнiстю зникають у двох наближених пiдходах, вказаних вище.

Вiдповiдно до положень квантової механiки, розгляд еволюцiї систе-

ми до моменту проходження α-частинки через бар’єр не є повним (це було

проаналiзовано в деталях у роботах [75, 74]). Збереження потоку вiд хви-

льової функцiї вимагає врахувати подальшу еволюцiю такої системи. До-

слiдження у цьому Роздiлi починається з аналiзу такої еволюцiї складеної

2На Рис. 1 у роботi [75] (та на Рис. 1 у роботi [74]) було показано, що вiдбуваються варiацiї коефiцiєнта

проникностi бiльш нiж до 4 разiв у залежностi вiд просторової локалiзацiї захоплення (це внутрiшня межа

потенцiальної областi з бар’єром, вiдносно якої ми обчислюємо коефiцiєнт проникностi) при однаковiй

енергiї 2 МеВ налiтаючої α-частинки для захоплення α+44 Ca при l = 0.
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системи на тiй стадiї. Виявляється, що такий саме розгляд веде до появи

осциляцiй цiєї системи та її подальшого розпаду (та вiн дозволяє включити

механiзми злиття у формалiзм). У рамках об’єднаного формалiзму, ми по-

єднуємо опис тунелювання та опис внутрiшнiх осциляцiй у внутрiшнiй ядер-

нiй областi вперше. Вiдзначимо iдею, запропоновану Гамовим для опису α-

розпаду [341], де цi два процеси було використано вiдокремленно (та насьо-

годнi не iснує пiдходу, що поєднує цi два процеси) для визначення перiоду

напiврозпаду. Насьогоднi, перiоди напiврозпаду α-розпаду ядер визначаю-

ться на такiй основi з уключенням спектроскопiчних факторiв (наприклад,

див. роботи [119, 282, 279, 280, 215, 217, 126, 289, 213, 292, 214, 342, 343]).

Iнша перевага нашого методу, викладеного у цьому Роздiлi, — це поява

максимально стабiльних станiв складеного ядра при деяких певних значен-

нях енергiї налiтаючої α-частинки (при монотонних коефiцiєнтах проникно-

стi бар’єра). Iснування таких максимально стабiльних станiв [ми назовемо

їх квазiзв’язаними (quasi-bound)] характеризує квантову природу розсiяння

ядер, однак, воно не може бути пояснено за допомогою традицiйних мето-

дiв (наприклад, див. методи, що основанi на роботi [313] для порiвняння). У

зв’язку з цим виникають новi питання. А саме, наскiльки осциляцiї є важли-

вими насправдi, наскiльки швидко вiдбувається злиття, у якiй просторовiй

областi ядра воно є домiнуючим? З метою з’ясувати такi питання, у цьому

Роздiлi викладено удосконалення метода, попередньо представленого у робо-

тi [75], через уключення нового формалiзму еволюцiї складеного ядра (пiсля

тунелювання) з можливiстю опису злиттям.

11.2. Метод

Найбiльш ясне розумiння, саме чому виникають квазiзв’язанi стани складе-

ної ядерної системи при монотонних проникностях бар’єра, можна отримати
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з найпростiшої картини розсiяння α-частинки на ядрi у сферично симетри-

чному розглядi. Як виявляється, найпростiша форма потенцiалу та вiдповiд-

ний загальний розв’язок хвильової функцiї (з точнiстю до її нормування), що

задовольняють опису такого розсiяння, мають наступний вигляд:

V (r) =

 V1 при rmin < r ≤ r1 (область 1),

0 при r1 ≤ r ≤ rmax (область 2),

ψ(r, θ, φ) =
χ(r)

r
Ylm(θ, φ), χ(r) =

 α1 e
ik1r + β1 e

−ik1r (область 1),

e−ik2r + AR e
ik2r (область 2),

(11.1)

де V1 < 0, rmin ≥ 0, α1, β1 та AR — невiдомi амплiтуди, Ylm(θ, φ) — сферичнi

гармонiки та kj = 1
h̄

√
2m(E − Vj) — комплекснi хвильовi числа (j = 1, 2, V2 =

0). Ми фiксуємо нормування хвильової функцiї таким чином, щоб модуль

амплiтуди хвилi e−ik2r, що падає на межу потенцiалу, дорiвнював одиницi.

Вiдповiдно до логiки методу Багаторазових Внутрiшнiх Вiдбиттiв

(БВВ), розсiяння частинки на потенцiалi вiдбувається послiдовно по етапам

поступового проходження хвильового пакета вiдносно до кожної межи. На

першому етапi ми розглядуємо хвилю e−ik2r у областi 2, яка падає на межу

у точцi r1. Така хвиля перетворюється на нову хвилю β
(1)
1 e−ik1r, що прямує

до центру у областi 1, та нову хвилю α
(1)
2 eik2r, що описує вiдбиття вiдносно

межи та поширюється у областi 2. Ми маємо наступну хвильову функцiю для

опису такого процесу:

χ(1)(r) =

 β
(1)
1 e−ik1r при rmin < r ≤ r1,

e−ik2r + α
(1)
2 eik2r при r1 ≤ r ≤ rmax.

(11.2)

Хвиля, що пройшла через межу, поширюється у внутрiшнiй областi ядра.

Таким чином, вона описує формування складеного ядра та його подальшу

еволюцiю. Вiдбита хвиля описує вiдбиття частинки кулонiвським потенцiа-

лом ядра. Таким чином, у рамках цiєї надмiрно простої схеми, ми роздiлили

розсiяння частинки ядром на два принципово рiзнi фiзичнi процеси, (1) фор-
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мування складеного ядра та його можливий розпад (резонансне розсiяння)

та (2) потенцiальне розсiяння без формування складеного ядра.

На другому етапi ми розглянемо хвилю β
(1)
1 e−ik1r у областi 1, що бу-

ла сформована на попередньому етапi. Ця хвиля поширюється у напрямку

до центра ядра та вона перетворюється у нову хвилю α
(2)
1 eik1r. На третьому

етапi, ми розглянемо хвилю α
(2)
1 eik1r, що падає на межу у точцi r1 та перетво-

рюється у нову хвилю у областi 2 (що описує проходження через межу), що

поширюється назовнi, та iншу нову хвилю у областi 1 (що описує вiдбиття

вiд межи), що поширюється у напрямку до центра знов. Такi процеси можна

описати за допомогою наступних хвильових функцiй:

χ(2)(r) = β
(1)
1 e−ik1r + α

(2)
1 eik1r при rmin < r ≤ r1;

χ(3)(r) =

 α
(2)
1 eik1r + β

(3)
1 e−ik1r при rmin < r ≤ r1,

α
(3)
2 eik2r при r1 ≤ r ≤ rmax.

(11.3)

Тут, α(i)
j та β(i)

j — невiдомi амплiтуди (ми додамо верхнiй iндекс i для позна-

чення номеру етапу, та нижнiй iндекс j для позначення номеру областi). Ми

знаходимо наступнi рекурентнi спiввiдношення з умов неперервностi повної

хвильової функцiї та її похiдної:

α
(1)
2 = R−

1 , β
(1)
1 = T−

1 , α
(2)
1 = R0 β

(1)
1 ,

α
(3)
2 = α

(2)
1 T+

1 , β
(3)
1 = α

(2)
1 R+

1 ,

R−
1 =

k − k1
k + k1

e−2ikr1, T−
1 =

2k

k + k1
e−i(k−k1)r1, R0= −e−2ik1rmin,

T+
1 =

2k1
k + k1

ei(k1−k)r1, R+
1 =

k1 − k

k + k1
e2ik1r1.

(11.4)

Тут, ми ввели новi амплiтуди T−
1 та R+

1 , що описують проходження та вiдби-

ття вiдносно межи (нижнiй iндекс “1” або “0” вказує на номер межи, верхнiй

знак “−” або “+” вказує на негативний або позитивний напрямок поширення

падаючої хвилi у визначеннi амплiтуд, вiдповiдно). Кожний наступний етап

при такому розглядi поширення хвиль виявляється подiбним до одного з пер-

ших трьох етапiв, описаних вище. За допомогою аналiзу, приведеного вище,
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ми знаходимо рекурентнi спiввiдношення для визначення нових невiдомих

амплiтуд, та обчислюємо наступнi суми по всiм хвилям:∑
i=1

β
(i)
1 = T−

1

(
1+R0R

+
1 +(R0R

+
1 )

2 + . . .
)
= T−

1

(
1+
∑
i=1

(R0R
+
1 )

i
)
=AoscT

−
1 ,∑

i=1

α
(i)
1 = R0

∑
i=1

β
(i)
1 ,∑

i=2

α
(i)
2 = T−

1 R0

(
1 +R0R

+
1 + (R0R

+
1 )

2 + . . .
)
T+
1 =

= T−
1 R0

(
1 +

∑
i=1

(R0R
+
1 )

i
)
T+
1 = Aosc T

−
1 R0T

+
1 ,

Aosc =
(
1 +

∑
i=1

(R0R
+
1 )

i
)
=

1

1−R0R
+
1

.

(11.5)

Множник Aosc описує осциляцiї хвиль у внутрiшнiй просторовiй областi 1

(тому, ми назвемо його амплiтудою осциляцiй). При R0 = −1 ми отримаємо∑
i=1

β
(i)
1 = −

∑
i=1

α
(i)
1 = Aosc

2ke−i(k−k1)r1

k + k1
,

∑
i=2

α
(i)
2 = −Aosc

4kk1e
2i(k1−k)r1

(k + k1)2
,

Aosc =
k + k1

(k + k1) + (k1 − k) ei2k1r1
.

(11.6)

Вiдзначимо, що повний потiк по всiм хвилям, що виходять з просторової

областi 1 назовнi, дорiвнює потоку вiд падаючої хвилi (k та k1 є дiйсними):∣∣∣∣α(1)
2 +

∑
i=2

α
(i)
2

∣∣∣∣2 = 1. (11.7)

Знайдемо iнтеграл вiд квадрата модуля хвильової функцiї по просто-

ровiй областi 1 (при R0 = −1):

Pcn =

r1∫
0

|φ(r)|2 dr = Posc Tbar Ploc, Posc = |Aosc|2,

Tbar ≡
k1
k2

∣∣T−
1

∣∣2, Ploc = 2
k2
k1

(
r1 −

sin(2k1r1)

2k1

)
.

(11.8)



262

Цей iнтеграл можна iнтерпрувати, як ймовiрнiсть iснування складеного ядра,

що формується (у просторовiй областi зi зовньошньою межею у точцi r1)

пiд час розсiяння. З Рис. 11.1 можна бачити, що така ймовiрнiсть залежить

вiд енергiї α-частинки та вона має максимуми та мiнiмуми (при однаково-

му фiксованому нормуваннi падаючої хвилi). Це виникає саме тому, що Pcn

є точним аналiтичним множенням коефiцiєнтiв проникностi Tbar, осциляцiй

Posc та одного нового додаткового множника Ploc. Таким чином, ми отримали

узагальнення iдеї Гамова у визначеннi перiоду напiврозпаду ядер, що базує-

ться на основi проникностi бар’єра та осцилляцiй у внутрiшнiй просторовiй

областi. Але, тут ми отримаємо також новий множник Ploc, який характери-

зує просторовий розподiл α-частинки у внутрiшнiй просторовiй областi ядра

(для кожної однiєї осциляцiї), що визначається через хвильову функцiю. Ми

назвали його коефiцiєнтом локалiзацiї.

Бiльш того, iснує iнтерференцiя мiж хвилею, вiдбитою вiд межи r1 на

першому етапi (що описує потенцiальне розсiяння без формування складено-

го ядра), та сумою усiх iнших хвиль, що поширюються у областi 2 назовнi

(що утворюються пiд час формування складеного ядра та його подальший

розпад). Ми маємо (R0 = −1):

Pinterf ≡ 2 |α(1)∗
2 ·

∑
i=2

α
(i)
2 )| =

=
4
√
2 kk1 |k − k1|
(k + k1)2

1√
k2(1− cos(2k1r1)) + k21 (1 + cos(2k1r1)

.

(11.9)

Наприклад, на Рис. 11.1 показано обчисленi нами коефiцiєнти для реакцiї

α +44 Ca при l = 0.

Повне злиття можна описати за допомогою уведення наступної умови:

потiк вiд кожної хвилi, що поширюється у внутрiшнiй ядернiй областi,

повинен бути подавлений до нуля . Математично таку умову можна реалi-

зувати як

R0 → 0, (11.10)
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Рис.11.1 Ймовiрнiсть iснування складеного ядра Pcn (а), визначена за формулою (11.8), коефi-

цiєнт проникностi вiдносно межи Tbar (б, синя суцiльна лiнiя), визначений за формулою (11.8),

модуль амплiтуди осциляцiй Aosc (б, червона штрихова лiнiя), визначений за формулою (11.6),

доданок iнтерференцiї Pinterf (б, зелена штрих-пунктирна лiнiя), визначений за формулою (11.9),

у залежностi вiд енергiї налiтаючої α-частинки для реакцiї α+44Ca при l = 0 (параметри V1 та r1

визначаються, як глубина ями та координата максимуму реалiстичного радiального бар’єра для

обраної параметризацiї [112] для цiєї реакцiї: ми отримаємо V1 = −23.73 МеВ та r1 = 8.935 фм; для

усiх представлених результатiв виконуються тести з точнiстю до перших 14 цифер). На рисунках

ясно видна присутнiсть максимумiв ймовiрностi iснування складеного ядра, амплiтуди осциляцiй

та iнтерференцiйного доданку (значення енергiї для максимумiв цих функцiй розташованi дуже

близько, але вони вiдрiзняються; цi функцiї принципово вiдрiзняються близ нульового значення

енергiї), тодi як коефiцiєнт проникностi є гладкою монотонною функцiєю. Без уключення функцiї,

що описує внутрiшнi процеси, перерiз злиття, який визначається тiльки на основi коефiцiєнтiв

проникностi бар’єра (наприклад, як це реалiзовано у пiдходi [313]), не може дати iнформацiї про

такi максимально стабiльнi стани складеного ядра. Але множник Pcn має такi самi максимуми,

де iснування осциляцiй у його поведiнцi пояснюється головним чином через наявнiсть амплiтуди

осциляцiй Aosc.
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та ми знаходимо∑
i=1

β
(i)
1 = T−

1 ,
∑
i=1

α
(i)
1 = 0,

∑
i=2

α
(i)
2 = 0, Aosc = 1, Pcn =

k2 r1
k1

Tbar.

(11.11)

Вiдповiдно до отриманих амплiтуд, таке злиття можна вважати як швидке

та повне. Воно виникає пiсля того, як хвилi протунелювали через бар’єр та не

виникає подальших осциляцiй таких хвиль у внутрiшнiй областi ядра. Якщо

ми хочемо описати утворення складеного ядра без швидкого повного злиття,

то нам потрiбно зменшити потоки у внутрiшнiй областi лише частково, тобто

необхiдно зробити умову (11.10) менш жорсткою. Таким чином, ми ввели

новий коефiцiєнт p1 у областi 1, та перевизначили амплiтуду R0 як

R
(new)
0 ≡ R

(old)
0 · (1− p1), 0 ≤ p1 ≤ 1. (11.12)

При p1 = 1 формула (11.12) перетворюється у (11.10) та ми отримаємо швидке

повне злиття, тодi як при p1 = 0 ми маємо складене ядро без злиття.

Тепер ми узагальнемо iдею, що описана вище, для опису реалiстичного

потенцiалу α-захоплення з бар’єром складної форми, який можна достатньо

вдало апроксимувати за допомогою скiнченого числа N прямокутних сходи-

нок у роботi [75] (див. там логiку такого пiдходу, тести, подробицi, цитування

на iншi роботи по цiй темi). З метою пiдсилення попереднього дослiджен-

ня [75], у цьому роздiлi ми розглянемо випадок, коли захоплення α-частинки

ядром вiдбувається у областi з номером Ncap пiсля її тунелювання через бар’-

єр з правої частини потенцiалу, та можливе наступне поширення усiх хвиль

вздовж потенцiалу, що слiдує з умови збереження повного потоку, який ви-

значається вiдносно повної хвильової функцiї. Загальний розв’язок радiаль-

ної хвильової функцiї (з точнiстю до її нормування) для енергiй вище бар’єра

має вигляд (6)–(7) у роботi [75]. Ми зафiксували нормування хвильової фун-

кцiї таким чином, щоб модуль вiд амплiтуди падаючьої хвилi e−ikNr (у областi

з номером N) дорiвнював одиницi. Ми будемо шукати розв’язок невiдомих
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амплiтуд хвильової функцiї за допомогою метода багаторазових внутрiшнiх

вiдбиттiв. Кожний етап у такому розглядi поширення пакету виявляється по-

дiбним до одного з перших незалежних 2N −1 етапiв. Амплiтуди T±
1 . . .T±

N−1

та R±
1 . . .R±

N−1 можна записати як

T+
j =

2kj
kj + kj+1

ei(kj−kj+1)rj , T−
j =

2kj+1

kj + kj+1
ei(kj−kj+1)rj ,

R+
j =

kj − kj+1

kj + kj+1
e2ikjrj , R−

j =
kj+1 − kj
kj + kj+1

e−2ikj+1rj .

(11.13)

Тепер, ми знайдемо хвилю, що поширюється влiво у областi з номе-

ром j − 1, що формується пiсля проходження через межу у точцi rj−1 усiх

можливих падаючих хвиль, що були сформованi у наслiдок усiх можливих

вiдбиттiв та проходжень будьяких хвиль у правiй частинi потенцiалу вiд цi-

єї межи. Амплiтуда такої хвилi може бути визначена як сума амплiтуд всiх

хвиль, що падають на межу у точцi rj−1, з домноженням на коефiцiєнт T−
j−1.

Вiдзначимо, що будь-яка хвиля, що падає на межу у точцi rj−1, може далi

вiдбитися вiд цiєї межи, далi може вiдбитися вiд наступної межи у точцi rj

та буде падати на межу у точцi rj−1 знов. Можна записати

T̃−
j−1 = T̃−

j T
−
j−1

(
1 +

+∞∑
m=1

(R−
j−1R̃

+
j )

m
)
=

T̃−
j T

−
j−1

1−R−
j−1R̃

+
j

. (11.14)

Тут, ми використовуємо сумарну амплiтуду вiдбиття R̃+
j (яка враховує вихiд

хвиль через межу у точцi rj, якi пiсля подальших вiдбиттiв та проходжень

повертаються знов у область з номером j):

R̃+
j−1 = R+

j−1 + T+
j−1R̃

+
j T

−
j−1

(
1 +

+∞∑
m=1

(R̃+
j R

−
j−1)

m
)
= R+

j−1 +
T+
j−1R̃

+
j T

−
j−1

1− R̃+
j R

−
j−1

.

(11.15)

Ми обираємо R̃+
N−1 = R+

N−1 та T̃−
N−1 = T−

N−1 та вiдповiдно обчислюємо усi

амплiтуди R̃+
N−2 . . . R̃+

Ncap
та T̃−

N−2 . . . T̃−
Ncap

, використовуючи рекурентнi спiв-

вiдношення, знайденi вище. Ми визначаємо сумарну амплiтуду AT проходже-

ння через бар’єр на основi врахування всiх хвиль, що проходять через область

потенцiалу з бар’єром вiд rcap до rN−1: AT,bar = T̃−
Ncap

.
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З метою виконати сумування усiх хвиль, що були сформованi у наслi-

док вiдбиття вiд межи у точцi rj+1 та поширюються направо, ми обчислюємо

сумарну амплiтуду вiдбиття як

R̃−
j+1 = R−

j+1 + T−
j+1R̃

−
j T

+
j+1

(
1 +

+∞∑
m=1

(R+
j+1R̃

−
j )

m
)
= R−

j+1 +
T−
j+1R̃

−
j T

+
j+1

1−R+
j+1R̃

−
j

.

(11.16)

На такiй основi, ми визначаємо амплiтуду вiдбиття вiд областi потенцiалу з

бар’єром вiд rcap до rN−1 як AR,bar = R̃−
N−1, де R̃−

Ncap
= R−

Ncap
. Ми знаходимо

сумарну амплiтуду AR,ext за всiма хвилями, якi вiдбиваються вiд зовнiшньої

областi бар’єра (починаючи з зовнiшньої точки повороту rtp,ext до rN−1) та

поширюються назовнi, як AR,ext = R̃−
N−1 де R̃−

Ntp,ext
= R−

Ntp,ext
. Бiльш того, ми

знаходимо iншу сумарну амплiтуду AR,tun за всiма хвилями, якi формуються

при вiдбиттi вiдносно лише внутрiшньої частини потенцiалу у межах вiд rcap

до зовнiшньої точки повороту rtp,ext [тобто вони поширюються через зовнiшню

область бар’єра без будь-яких вiдбиттiв та тунелювання пiд бар’єром, можуть

досягати межи у точцi rcap та потiм вiдбиватися вiд неї назад] як AR,tun =

AR,bar −AR,ps. Ми оцiнюємо амплiтуду осциляцiй Aosc у областi захоплення з

номером Ncap як Aosc(Ncap) = (1− R̃−
Ncap−1R̃

+
Ncap

)−1.

Вiдповiдно до методу БВВ, ми визначаємо коефiцiєнти проникностi

Tbar та повного вiдбиття Rbar вiдносно бар’єра (тобто просторової областi вiд

rcap до rN−1), коефiцiєнт вiдбиття Rext зовнiшньої частини бар’єру (тобто

областi вiд rtp,ext до rN−1), коефiцiєнт вiдбиття Rtun бар’єру без зовнiшньої

частини (тобто областi вiд rcap до rtp,ext) як

Tbar ≡
kcap
kN

∣∣AT,bar

∣∣2, Rbar ≡
∣∣AR,bar

∣∣2, Rext ≡
∣∣AR,ext

∣∣2, Rtun ≡
∣∣AR,tun

∣∣2.
(11.17)

Ми перевiряємо властивiсть Tbar + Rbar = 1, яка вказує на те, чи дає метод

БВВ коректне рiшення для хвильової функцiї. Ми обчислюємо суми амплiтуд



267

α
(i)
j та β(i)

j для довiльної областi з номером j:

βj ≡
∑
i=1

β
(i)
j = T̃−

j

(
1 +

∑
i=1

(R̃j−1R̃
+
j )

i
)
=

T̃−
j

1− R̃j−1R̃
+
j

,

αj ≡
∑
i=1

α
(i)
j = R̃j−1

∑
i=1

β
(i)
j =

R̃j−1T̃
−
j

1− R̃j−1R̃
+
1

.

(11.18)

Ми визначимо ймовiрнiсть iснування складеного ядра через iнтеграл (??) по

просторовiй областi, що обмежена двома внутрiшнiми точками повороту

rint,1 та rint,2 (де зовнiшня точка повороту визначається як точка повороту

вiд бар’єра для пiдбар’єрних енергiй або координата максимуму бар’єра для

надбар’єрних енергiй):

Pcn ≡
rint,2∫
rint,1

|R(r)|2 r2dr =
nint∑
j=1

{(
|αj|2+|βj|2

)
∆r+

αjβ
∗
j

2ikj
e2ikjr

∣∣∣rj
rj−1

−
α∗
jβj

2ikj
e−2ikjr

∣∣∣rj
rj−1

}
.

(11.19)

Iснує традiцiйне визначення перерiзу σ злиття у реакцiї α-захоплення,

що базується на розрахунках коефiцiєнта проникностi Tbar,l та ймовiрностей

злиття Pl. Вважається, що процес злиття починається та повнiтстю завершу-

ється вiдразу пiсля тунелювання α-частинки через бар’єр (наприклад, див.

роботу [313]):

σfus(E) =
+∞∑
l=0

σl(E), σl(E) =
πh̄2

2mE
(2l + 1)Tbar,l(E)Pl, (11.20)

де σl — парцiальний перерiз при l, E — енергiя вiдносного руху α-частинки

вiдносно ядра. З метою дослiджувати складене ядро, введемо нове визначен-

ня для парцiального перерiзу злиття через ймовiрнiсть iснування складеного

ядра (11.19) як

σl =
πh̄2

2mE
(2l + 1) fl(E)Pcn(E), f(E) =

kcap
kN |rcap − rtp,in,1|

. (11.21)

Для вивчення складеного ядра, що iснує деякий перiод, ми застосуємо iдею
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(11.12) коефiцiєнтiв злиття у внутрiшнiй просторовiй областi ядра:

T
±,(new)
j ≡ T

±,(old)
j · (1− pj), R

±,(new)
j ≡ R

±,(old)
j · (1− pj), 0 ≤ pj ≤ 1.

(11.22)

Можна бачити, що за допомогою найпростiшого потенцiалу (11.1) для швид-

кого повного злиття (pj = 1) формула (11.22) перетворюється на ви-

раз (11.20). Подiбний результат отримується для потенцiалу з бар’єром до-

вiльної складної форми.

11.3. Аналiз захоплення α-частинки ядром 44Ca

Для аналiзу ми оберемо ядро 44Ca. Як було показано у роботi [75], коефiцiєнт

проникностi суттєво залежить (для однакової фiксованої енергiї налiтаючої

α-частинки) вiд внутрiшньої межи (у точцi rcap) областi потенцiального бар’є-

ра у розрахунках. По цiй причинi, нам необхiдно накласти ще одну додаткову

умову на визначення коефiцiєнта проникностi бар’єра. У роботi [75] нами було

запропоновано нову умову, що базується на аналiзi мiнiмальних змiн обчи-

сленого коефiцiєнта проникностi бар’єра при малих вiдхиленнях rcap. Така

умова потребує того, що мiнiмум внутрiшньої потенцiальної ями повинен бу-

ти розташованим саме у цiй точцi (ми отримаємо rcap = 0.44 фм при l = 0

для цього ядра, у тiй роботi ми використали параметризацiю, узяту з робо-

ти [112], а параметри розрахункiв — 10000 iнтервалiв при rmax = 70 фм).

Таким чином, ми будемо використовувати таке визначення rcap у подальших

розрахунках у цьому Роздiлi.

На Рис. 11.2 (а) ми показуємо коефiцiєнти проникностi, вiдбиття та

модуль амплiтуди осциляцiй у залежностi вiд енергiї налiтаючої α-частинки

при l = 0. Можна бачити, що модуль амплiтуди осциляцiй має рiзкi максиму-

ми, тодi як коефiцiєнти проникностi та вiдбиття є монотонними функцiями.

Такий результат — це перша вказiвка на iснування максимально стабiльних
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Рис.11.2 Панель (а): Коефiцiєнти проникностi Tbar (штрихова червона лiнiя) та вiдбиття Rbar

(штрих-пунктирна зелена лiнiя) вiдносно бар’єра, визначенi за формулами (11.17), модуль амплi-

туди осциляцiй |Aosc| (суцiльна синя лiнiя) у залежностi вiд енергiї налiтаючої α-частинки для

реакцiї α +44 Ca при l = 0 (тест Tbar + Rbar = 1 виконується з точнiстю до перших 14 цифер

для всiх значень енергiї для всiх результатiв, що представлено у цьому Роздiлi). Можна бачити

максiмуми (перший максимум iснує у пiдбар’єрнiй областi енергiй) амплiтуди осциляцiй. Панель

(б): Коефiцiєнти вiдбиття Rext та Rtun, що визначаються за формулами (11.17), у залежностi вiд

енергiї Eα налiтаючої α-частинки для реакцiї α+44 Ca при l = 0. Тут, суцiльна синя лiнiя — роз-

рахунки для коефiцiєнта вiдбиття Rext, штрихова червона лiнiя — розрахунки для коефiцiєнта

вiдбиття Rtun, та штрих-пунктирна коричнева лiнiя — розрахунки для коефiцiєнта повного вiдби-

ття Rbar. Можна бачити, що, до достатньо гарної точностi, повне вiдбиття визначається хвилями,

що поширюються через стадiю формування складеного ядра та його подальший розпад (тобто

при Rtun). Однак, потенцiальне розсiяння не є малим та воно достатньо близько до повного вiд-

биття у всiй областi енергiй. Цей результат протирiчить широко поширенiй назараз точцi зору

у тому, що вiдбиття (у ядерних задачах захоплення та розпаду) формується тiльки за рахунок

процесiв тунелювання в областi бар’єра. Можна запропонувати формулу Pref,ps ≈ 0.75 · Pref при

1.5 МеВ < Eα < 5 МеВ для бiльш наближених, але швидких оцiнок.
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станiв складеного ядра, у яких ядро iснує протягом деякого часу при певних

значеннях енергiї налiтаючої α-частинки (де iснує один рiвень нижче висоти

бар’єра). Вiдзначимо, що коефiцiєнт проникностi не дає нiякої iнформацiї про

такi стани. Для зручностi, ми додаємо розрахунки коефiцiєнтiв вiдбиття Rext

та Rtun на Рис. 11.2 (б).

На Рис. 11.3 (а) представлено розрахунки ймовiрностi Pcn iснування

складеного ядра. Можна бачити наявнiсть ясних максимумiв у залежностi

функцiї Pcn вiд енергiї (перший максимум функцiї Pcn iснує у пiдбар’єрнiй

областi енергiй). Такi максимуми можна iнтерпрувати як вказiвку на iсну-

вання найбiльш стабiльних станiв для сформованого складеного ядра (яке

знаходиться у таких станах продовж найбiльш тривалого часу). Вiдзначимо,

що нiяких максимумiв у залежностi проникностi Tbar вiд енергiї не iснує у цiєї

областi енергiй (див. Рис. 11.2). Такi залежностi покладено у основу традицiй-

них розрахункiв перерiзiв захоплення α-частинки ядром (наприклад, див. (1)

та (2) у роботi [313]). Ми назвемо такi стани складеного ядра (та вiдповiд-

нi значення енергiї) як квазiзв’язанi (quasi-bound states). Об’єднаний опис

наявностi таких станiв складеного ядра, передбачення вiдповiдних значень

енергiї та монотоннi коефiцiєнти проникностi — все це є перевагами методу

Багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв. Найбiльш ясне зрозумiння, саме чому

iснують такi квазiзв’язанi стани складеного ядра при монотонних проникно-

стях бар’єра, можна отримати вже з найпростiшої картини α-захоплення, яка

була дослiджена вище. А саме, тут можна бачити, що модуль |Aosc| у форму-

лi (11.6) [та вiдповiднi суми амплiтуд у формулах (11.6)] має яснi максимуми,

якi навiть можуть бути бiльшими, нiж одиниця. Падаюча хвиля у зовнiшнiй

областi нормована на одиницю, та всi цi тести пiдтверджують працездатнiсть

формалiзму та розрахункiв з надвисокою точнiстю. Вiдзначимо, що iнфор-

мацiю про квазiзв’язанi стани для енергiй вище висоти бар’єра не можна

отримати з аналiзу iнтерференцiйного доданку (iснує лише один ясний ма-
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Рис.11.3 Панель (а): Ймовiрнiсть Pcn iснування складеного ядра, що визначається за формула-

ми (11.19), у залежностi вiд енергiї налiтаючої α-частинки для реакцiї α+44Ca при l = 0. Функцiя

Pcn має осциляторну поведiнку, з наявнiстю 5 ясних максимумiв (тут перший максимум знаходи-

ться у пiдбарє’рнiй областi енергiй). Для надбар’єрних енергiй, вище нiж значення енергiї такого

першого квазiзв’язаного стану, iснує лише один мiнiмум (при Emin = 4.24 МеВ, Pcn = 0.000986),

який вказує на те, що ядро стає бiльш прозорим до проникнення α-частинки. Для енергiй близ до

нуля, ймовiрнiсть формування складеного ядра зменшується швидко до нуля. Вiдзначимо, що ко-

ефiцiєнти проникностi та вiдбиття Tbar та Rbar не мають пiкiв близ до цього значення енергiї (див.

Рис. 11.2). Панель (б): Повний перерiз злиття з уключенням ймовiрностей злиття у розрахунки у

залежностi вiд енергiї налiтаючої α-частинки для реакцiї α+44 Ca (параметри розрахункiв: 1000

iнтервалiв при rmax = 70 фм). Тут, данi, позначенi числом 1, — експериментальнi данi, взятi з

роботи [313], суцiльна синя лiнiя 2 — перерiз, визначений за формулами (11.21) та (11.22) з уклю-

ченням ймовiрностей злиття у розрахунки [їх значення представлено у Таблицi 11.3, точнiсть зго-

ди з експериментальними даними — ε1 = 0.033308, ε1 визначено у роботi [75], штрих-пунктирна

зелена лiнiя 3 — перерiз у старому визначеннi (11.20), де коефiцiєнти проникностi знаходяться за

допомогою метода БВВ, штрихова червона лiнiя 4 — перерiз, визначений за формулами (11.21)

та (11.22) без коефiцiєнтiв злиття, штрих-двiчi пунктирна коричнева лiнiя 5 — перерiз у старому

визначеннi (11.20), де коефiцiєнти проникностi обчислюються у ВКБ-наближеннi.
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ксимум при Eα = 3.651 МеВ для iнтерференцiйного доданку при l = 0 на

Рис. 11.4 у порiвняннi з п’ятьма пiками Pcn на Рис. 11.2 (а), вiдповiдних до

п’яти значень енергiї, що показано у Таблицi 11.2)3.
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Рис.11.4 Iнтерференцiйний доданок Pinterf у залежностi вiд енергiї налiтаючої α-частинки для

реакцiї α+44 Ca при l = 0.

З метою оцiнити злиття у дослiджуємiй реакцiї, давайте з’ясуємо, на-

скiльки близько формула (11.21) дає перерiзи у порiвняннi зi старим визначе-

нням (11.20). У цьому Роздiлi ми будемо використовувати однаковi значення

ймовiрностей злиття p
(int)
i у областi вiд rint,1 до rcap, та однаковi значення

ймовiрностей злиття p
(ext)
i у областi вiд rcap до rint,2. Для швидкого повного

злиття ми маємо p
(int)
i = 1 та p

(out)
i = 0. Такi знайденi перерiзи та старий

результат представлено на Рис. 11.3 (б) (див. штрихову червону лiнiю 4 та

штрих-пунктирну зелену лiнiю 3, вiдповiдно). Можна бачити, що новi роз-

рахунки виявляються достатньо близько розташованими до попереднiх ре-

зультатiв (вони мають подiбну форму, не мають нiяких резонансних пiкiв),

таким чином, нове визначення (11.21) можна застосувати до аналiзу злиття у

цiй реакцiї. Саме на такiй пiдставi, тепер ми проаналiзуємо можливiсть ево-

люцiї складеного ядра та його розвал (де ймовiрностi злиття не дорiвнюють
3Ми не аналiзуємо можливi малi варiацiї iнтерференцiйного доданку (подiбно до малих пiкiв при

Eα = 6.106 МеВ на Рис. 11.4), що можуть виникати у чисельних розрахунках та якi не вiдповiдають

квазiзв’язаним станам.
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l = 0 l = 1 l = 2 l = 3 l = 4 l = 5 l = 6 l = 7 l = 8

p
(int)
l 0 0 0 0 0 1.00 1.00 0 1.00

p
(ext)
l 1.00 1.00 1.00 0 1.00 1.00 0 0.93 0

l = 9 l = 10 l = 11 l = 12 l = 13 l = 14 l = 15 l = 16

p
(int)
l 1.00 0 0 1.00 0.125 1.00 0 0

p
(ext)
l 0 0.875 0.94 0 0.875 0 0.625 1.00

Табл. 11.1. Ймовiрностi злиття для перерiзiв, що представленi на Рис. 11.3 (б)

(див. суцiльну синю лiнiю 2 на тому рисунку).

нулю), та оцiнимо злиття через варiацiї ймовiрностей злиття. Знаходимо цi

коефiцiєнти ми, використовуючи процедуру фитiнга.

Результати такого аналiзу представлено на Рис. 11.3 (б) за допомогою

суцiльної синьої лiнiї 2. Можна бачити, що включення ймовiрностей злиття

дозволяє покращити згоду мiж розрахунками та експериментальними дани-

ми суттєво. У Таблицi 11.3 представлено значення для ймовiрностей злиття.

Можна бачити, що деякi ймовiрностi злиття не дорiвнюють одиницi, що вка-

зує на наявнiсть не швидкого повного злиття по таким каналам. Таким чином,

у таких каналах вiдбувається подальше проходження хвиль без злиття (або з

частковим злиттям) у внутрiшнiй ядернiй областi пiсля тунелювання, тобто

формується складене ядро та потiм воно еволюцiонує деякий час. Для таких

каналiв, ми знаходимо значення енергiї для квазiзв’язаних станiв, де скла-

дене ядро виявляється найбiльш стабiльним. У таблицi 11.2 ми приводимо

знайденi значення енергiї квазiзв’язаних станiв для реакцiї α +44 Ca.

11.4. Порiвняння з теорiєю квазiстацiонарних станiв з

комплексними енергiями

Назараз iснує теорiя квазiстацiонарних станiв з комплексними енергiя-

ми [344], що дозволяє визначити енергiї квазiстацiонарних станiв у задачах
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l = 0 l = 1 l = 2 l = 3 l = 4 l = 5 l = 6 l = 7 l = 14

3.651 6.597 3.356 6.499 9.543 6.008 9.248 12.488 21.621

10.328 14.649 10.034 14.354 18.380 13.569 18.184 23.094 33.993

18.969 23.486 18.969 23.683 28.985 23.683 29.084 34.975 -

28.789 34.681 28.887 35.270 41.358 35.074 41.653 49.018 -

40.867 47.446 41.064 48.036 - 48.527 - - -

Табл. 11.2. Значення енергiї (у МеВ) для квазiзв’язаних станiв складеного

ядра, що формується у реакцiї захоплення α +44 Ca до 50 МеВ для перших

значень орбiтального момента l (параметри розрахункiв: 10000 iнтервалiв при

rmax = 70 фм).

розпадiв ядер. Такi квазiстацiонарнi стани вiдповiдають полюсам S-матрицi

при комплексних енергiях (наприклад, див. роботи [345, 346, 347, 348, 349,

350, 351, 354, 355, 356, 352, 357, 358]). Така теорiя також застосовується для

аналiзу резонансних станiв у розсiяннi та вона могла б бути використана у

розрахунках значень енергiї для процесiв захоплення. Порiвняльний аналiз

показує, що ця теорiя описує та визначає квазiстацiонарнi стани, однак, такi

стани вiдрiзняються вiд станiв, що описує наша пiдхiд4. Для аналiзу тео-

рiї, вказаної вище, ми обираємо формалiзм, що представлений у роботi [345].

Можна бачити, що ясне зрозумiння рiзницi мiж теорiєю квазiстацiонарних

станiв з комплексними енергiями та нашим пiдходом можна отримати з ана-

лiзу по двох рiзних аспектах: а саме, це визначення перерiзiв α-захоплення та

визначення станiв (та вiдповiдних значень енергiї) для α–ядерної взаємодiї.

4У теорiї квазiстацiонарних станiв з комплексними енергiями [344] вводяться стани (названi квазi-

стацiонарними) з метою описати нестабiльнiсть (тобто нестацiонарнiсть) сформованої ядерної системи у

розсiяннi, а також описати ядерну систему при розпадi. Ми ввели новий термiн “квазiзв’язаний” (“quasi-

bound”) для станiв найбiльш ймовiрного iснування складеного ядра, тому що наш пiдхiд використовує

дiйснi енергiї налiтаючої α-частинки, як формально промiжний випадок мiж зв’язаними (bound) та не-

зв’язаними (non-bound) станами у стандартнiй квантовiй механицi (з дiйсними енергiями).



275

11.4.1. Визначення перерiзiв α-захоплення

У першому вказаному вище аспектi, ми проаналiзуємо здатнiсть пiдходiв вiд-

носно їх визначення перерiзiв α-захоплення. Вiдповiдно до сучасних моделей

α-захоплення (див. роботи [226, 75, 112], також роботи [317, 316]), перерiз α-

захоплення визначається на основi коефiцiєнта проникностi бар’єра. А саме,

досягнення високої точностi у визначеннi коефiцiєнта проникностi виявля-

ється суттєвим моментом для коректних розрaхункiв перерiзiв. Наш пiдхiд

має об’єднаний формалiзм, що дозволяє обчислити коефiцiєнти проникностi

та ймовiрностi iснування складеного ядра. Однак, теорiя квазiстацiонарних

станiв з комплексними енергiями (наприклад, див. роботу [345]) не визначає

такi характеристики. Таким чином, без подальших теоретичних удоскона-

лень, вона не може бути використана для визначення проникностей та пере-

рiзiв α-захоплення у рамках сучасних моделей α-захоплення.

Коефiцiєнт проникностi змiнюється при змiщеннi просторової локалi-

зацiї захоплення α-частинки ядром (див. роботу [75] для пояснень). Ця вла-

стивiсть прямо слiдує з визначення проникностi у квантовiй механицi. Тут

важливо вiдзначити, що така змiна коефiцiєнта проникностi не є малою для

бiльшостi ядерних процесiв (наприклад, згiдно до наших оцiнок, вона може

досягати збiльшення до 4 разiв для захоплення α-частинок ядрами 40,44Ca;

для обернених ядерних процесiв, подiбно до α-розпадiв, така змiна виявляє-

ться суттєво бiльш великою). Але, теорiя квазiстацiонарних станiв з компле-

ксними енергiями iгнорує цю властивiсть (тому, вона є бiльш наближеною

та простою, а вiдповiднi розрахунки на комп’ютерi є бiльш швидкими). Наш

формалiзм вирiшує цю проблему з дiйсно гарною точнiстю (це питання було

вирiшено у роботi [75], до можна знайти багато подробиць та демонстрацiй).
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11.4.2. Визначення квантових станiв у процесiв пружного розсiян-

ня α-частинок на ядрах

По другому аспектi, ми проаналiзуємо застосовнiсть пiдходiв вiдносно їх ви-

значення квантових станiв у процесах α-захоплення та розсiяння. Як можна

побачити, iснує ясна рiзниця мiж квантовими станами, якi даються теорiєю

квазiстацiонарних станiв з комплексними енергiями та нашим пiдходом. Це

стає зрозумiлим з аналiзу пружного розсiяння α +44 Ca при l = 0 за до-

помогою обох методiв, якщо використати простий потенцiал (11.1). Однак,

формалiзм [345] не може безпосередньо описати таку реакцiю, оскiльки нам

потрiбно внести змiни у визначення асимптотичної граничної умови (5)–(6) у

тiй роботi у виглядi (11.1) (при r1 < r), та обрати дiйснi значення для енер-

гiї. Пiсля такої модифiкацiї, аналiз полюсiв та нулiв S-матрицi нiчого не дає,

тому що модуль вiд S-матрицi дорiвнює одиницi: |S| = 1 (тобто нi одного

нуля та полюса S-матрицi не iснує). Це можна бачити вiд точного аналiти-

чного вигляду S-матрицi, який можна легко отримати за допомогою нашого

формалiзму (R0 = 1):

S = AR = α
(1)
2 +

∑
i=2

α
(i)
2 = R−

1 + Aosc T
−
1 R0T

+
1 . (11.23)

Навпаки, ми представляємо розрахунки ймовiрностi iснування складеного

ядра на Рис. 11.1, отриманi за допомогою нашого пiдходу, де ясно видно

максимуми. Ми обчислюємо дiйснi значення енергiї (та вiдповiднi хвильовi

функцiї), що вiдповiдають максимальним ймовiрностям. Вiдзначимо, що ми

накладуємо таку ж саму граничну умову на радiальну хвильову функцiю в

нулi (χ(0) = 0) та таку ж саму умову нормування падаючої хвилi в асим-

птотичнiй областi [χinc(r) = e−ik2r] в обох пiдходах. Бiльш того, рiзниця мiж

двома пiдходами також iснує, якщо використати реалiстичний α-ядерний по-

тенцiал замiсть простого потенцiалу (11.1) [див. стор. 259].

Можна отримати бiльше корисної iнформацiї, якщо включити додан-
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ки потенцiального та резонансного розсiяння S-матрицi в аналiз пружного

розсiяння. Метод БВВ визначає такi компоненти. Для потенцiалу (11.1) ми

маємо
Sres =

∑
i=2

α
(i)
2 = Aosc T

−
1 R0T

+
1 , Spot = α

(1)
2 = R−

1 . (11.24)

Найбiльш ймовiрне формування складеного ядра можна охарактеризувати

через максимуми резонансної компоненти. Таким чином, з метою порiвняти

аналiз S-матрицi (на основi якого побудовано формалiзм у роботi [345]) та

метод БВВ (у вивченнi складеного ядра), нам потрiбно порiвняти максимуми

резонансного доданку Sres та ймовiрностi Pcn. Ми маємо

|Sres|2 = |Aosc|2|T−
1 R0T

+
1 |2 = |Aosc|2

∣∣∣ 4kk1
(k + k1)2

∣∣∣2,
Pcn = |Aosc|2

4k

k + k1

(
r1 −

sin 2k1r1
2k1

)
= |Aosc|2Ploc

2k1
k + k1

(11.25)

або

Pcn = |Sres|2 · Ploc
(k + k1)

3

8k1k2
. (11.26)

З цих формул, ми отримаємо рiзнi максимуми для ймовiрностей iснування

складеного ядра та резонансної компоненти S-матрицi. На Рис. 11.5 (а) пред-

ставлено нашi обчислення з такими характеристиками для реакцiї α +44 Ca

при l = 0 для простого потенцiалу (11.1). Можна бачити, що максимуми

для резонансного додатку Sres та ймовiрностi Pcn близькi, але вiдрiзняються

(див. Табл. 11.3). Таким чином, ми робимо висновок, що пiдхiд, що базується

на аналiзi резонансної компоненти S-матрицi, та пiдхiд, що представлений у

цьому Роздiлi та визначає ймовiрнiсть Pcn, описують рiзнi стани складеного

ядра. А саме, рiзницю мiж значеннями енергiї для максимумiв Sres та Pcn

можна визначити через фактор Ploc (k + k1)
3/(8k1k

2). Вiдзначимо, що фор-

малiзм [345] не дає пояснення зв’язку мiж резонансним розсiянням та вну-

трiшнiми квантовими процесами у ямi, тодi як ми пропонуємо високоточний

об’єднаний формалiзм опису таких процесiв. Ця властивiсть є перевагою на-

шого пiдходу, вiдносно якої не iснує альтернативних методiв для її опису у
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Рис.11.5 Панель (а): Модуль резонансного доданку Sres вiд S-матрицi (чорна штрих-двiчi пун-

ктирна лiнiя) у порiвняннi з ймовiрнiстю iснування складеного ядра Pcn (синя суцiльна лiнiя),

визначеною за формулою (11.8), модулем амплiтуди осциляцiй Aosc (червона штрихова лiнiя),

визначеною за формулою (11.6), та iнтерференцiйним доданком Pinterf (зелена штрих-пунктирна

лiнiя), визначеним за формулою (11.9) у залежностi вiд енергiї налiтаючої α-частинки для реакцiї

α+44 Ca при l = 0 для простого потенцiалу (11.1) (параметри V1 та r1 обранi таким чином, щоб

вони вiдповiдали глибинi ями та координатi максимуму реалiстичного радiального бар’єра при

параметризацiї з роботи [112] для цiєї реакцiї: ми отримаємо V1 = −23.73 МеВ та r1 = 8.935 фм).

Значення для енергiї максимумiв для коефiцiєнтiв представлено у Таблицi 11.3. Панель (б): Нор-

мований модуль резонансного доданку вiд S-матрицi Sres (чорна штрих-двiчi пунктирна лiнiя) у

порiвняннi з ймовiрнiстю iснування складеного ядра Pcn (синя суцiльна лiнiя) у залежностi вiд

енергiї налiтаючої α-частинки для реакцiї α +44 Ca при l = 0 для реалiстичного потенцiалу. У

розрахунках ми визначаємо резонансний доданок як Sres = αtp,out − AR,ext, αtp,out — амплiтуда

хвильової функцiї близ зовнiшньої точки повороту. Можна бачити, що максимуми для представ-

лених лiнiй вiдрiзняються, що вказує на рiзницю мiж станами, що визначаються через аналiз

ймовiрнiстi Pcn, та станами, що визначаються через аналiз резонансного доданку Sres.
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Aosc Pcn Pinterf Sres

Emax,1 (МеВ) - - 0.934 -

Emax,2 (МеВ) 6.775 6.942 6.608 6.775

Emax,3 (МеВ) 16.955 17.122 16.622 16.955

Emax,4 (МеВ) 28.638 28.805 28.137 28.638

Emax,5 (МеВ) 41.655 41.822 40.987 41.655

Табл. 11.3. Значення енергiї для максимумiв модуля амплiтуди осциляцiй

Aosc, ймовiрностi iснування складеного ядра Pcn, iнтерференцiйного доданку

Pinterf та модуля резонансного доданку вiд S-матрицi Sres для реакцiї α+44Ca

при l = 0 для потенцiалу простої форми (11.1). Можна бачити, що такi зна-

чення енергiї для Sres спiвпадають зi значеннями енергiї для максимумiв ам-

плiтуди Aosc, але вони вiдрiзняються вiд значень енергiї для максимумiв Pcn.

Цiкаво вiдзначити, що значення максимумiв ймовiрностi при таких енергiях

практично дуже близькi: Pcn,max = 0.0901.

квантовiй фiзицi, насьогоднi.

На Рис. 11.5 (б) представлено нашi розрахунки для нормованого моду-

ля резонансного доданку S-матрицi Sres, у порiвняннi з ймовiрнiстю iснування

складеного ядра Pcn для реакцiї α+44Ca at l = 0 для реалiстичного потенцiа-

лу. Знов, ми бачимо, що максимуми вiдрiзняються. Вiдзначимо, що на вiдмiну

до методу ВКБ, у повнiстю квантовому аналiзi потенцiальне та резонансне

розсiяння вже залежать вiд додаткового незалежного параметра, що визна-

чається зовнiшньою межею областi потенцiалу з бар’єром (ми обрали її як

зовнiшню точку повороту).

11.4.3. Визначення квантових станiв для α–ядерного непружного

розсiяння та α-захоплення

Уключення комплексних енергiй до нашого аналiзу дозволяє додати непру-

жнi процеси до такої задачi. Тут метод Багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв
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може бути узагальнений вiдповiдно до розрахункiв з комплексними енергiя-

ми налiтаючої α-частинки, тому що його формалiзм побудовано на викори-

станнi комплексних значень для хвильових чисел ki, амплiтуд αi та βi для

хвильової функцiї, амплiтуд T±
i та R±

i на кожнiй областi потенцiалу. Однак,

пряме застосування формалiзму [345] до аналiзу реакцiї, що дослiджується,

з потенцiалом найпростiшої форми (11.1) не дає нiякого розв’язку у областi

дiйсної частини енергiй до 50 МеВ, що означає, що нiякого повного захопле-

ння не iснує, вiдповiдно до логiки такого пiдходу. На Рис. 11.6 представлено

нашi розрахунки модуля вiд S-матрицi з комплексними енергiями. Тут мо-
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Рис.11.6 Перенормований модуль вiд S-матрицi при комплекснiй енергiї (коричнева штрих-двiчi

пунктирна лiнiя) у порiвняннi з ймовiрнiстю iснування складеного ядра Pcn (синя суцiльна лiнiя),

що представлена на Рис. (11.5), у залежностi вiд дiйсної частини енергiї налiтаючої α-частинки

для реакцiї α+44Ca при l = 0 для простого потенцiалу (11.1) (параметри V1 та r1 потенцiалу взятi

такi, як у розрахунках, що представлено на Рис. 11.1). Можна бачити, що модуль вiд S-матрицi не

має нулiв у дослiджуємiй областi енергiй, що вказує на вiдсутнiсть повного захоплення у рамках

формалiзму [345]. Мiнiмуми модуля вiд S-матрицi не вiдповiдають максимумам ймовiрностi Pcn.

Таким чином, ми маємо рiзницю мiж резонансними значеннями енергiї, що визначаються за

нашим пiдходом та узагальненням пiдхода на основi S-матрицi, що описують стани найбiльш

ймовiрного iснування складеного ядра.

жна бачити, що така функцiя не має нулiв у дослiджуємiй областi енергiй.5

5Нуль S-матрицi вiдповiдає граничнiй умовi нуля вiд хвилi, що поширюється назовнi у асимптоти-

чнiй областi. Це вiдповiдає головнiй iдеї формалiзму [345], якого можна адаптувати до опису процесу

захоплення.
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Можна узагальнити формалiзм [345] та припустити, що мiнiмуми модуля вiд

S-матрицi вiдповiдають станам найбiльш ймовiрного формування складеного

ядра. Але, як можна бачити з цього рисунку, такi мiнiмуми не спiвпадають

з максимумами ймовiрностi iснування складеного ядра Pcn, що знаходиться

за допомогою нашого пiдходу. Такий рисунок показує, що така модифiкацiя

формалiзму [345] та нашого пiдходу описують рiзнi стани складеного ядра.

На наступноу Рис. 11.7 представлено нашi розрахунки модуля S-

матрицi та вiдповiдної Γ-ширини для реалiстичного α-ядерного потенцiалу

при комплекснiй енергiї налiтаючої α-частинки (обрано дiапазон для дiйсної

частини енергiї до 7 МеВ). Можна бачити, що в обранiй для аналiзу областi
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Рис.11.7 Панель (а): Модуль вiд S-матрицi при комплекснiй енергiї у залежностi вiд дiйсної

частини енергiї налiтаючої α-частинки для реакцiї α +44 Ca при l = 0 для реалiстичного потен-

цiалу. Панель (б): Γ-ширина у залежностi вiд дiйсної частини енергiї налiтаючої α-частинки, що

вiдповiдає розрахованiй S-матрицi, що показана на рисунку (а).

енергiй модуль вiд S-матрицi має 10 мiнiмумiв. Вiдповiдно до логiки та основ-

них положень теорiї квазiстацiонарних станiв з комплексними енергiями, такi

мiнiмуми дуже близькi до нуля та вони вiдповiдають станам найбiльш ймовiр-

ного захоплення α-частинки ядром. Тепер, якщо порiвняти такий результат

з результатами, що приведенi на Рис. 11.3 (а) для обчислених ймовiрностi

iснування складеного ядра Pcn (ми маємо 5 максимумiв для такої функцiї у

областi енергiй до 50 МеВ, див. Табл. 11.2), то ми робимо висновок про те, що



282

такi стани, що вiдповiдають мiнiмумам (нулям) S-матрицi при комплекснiй

енергiї налiтаючої α-частинки, суттєво вiдрiзняються вiдносно станiв, що вiд-

повiдають максимумам ймовiрностi iснування складеного ядра, обчисленої за

допомогою нашого метода.
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11.5. Головнi результати i висновки до Роздiлу 11

У Роздiлi дослiджено захоплення α-частинки ядром за допомогою метода

БВВ. У цих дослiдженнях вiдкрито новi стани [якi ми назвали квазiзв’яза-

ними (quasi-bound states)], що описують найбiльш стабiльне iснування скла-

деного ядра, що формується пiд час цiєї реакцiї. На простому прикладi (див.

Рис. 11.1 та пояснення до цього рисунку) пояснено вiдсутнiсть таких ста-

нiв у традицiйних розрахунках перерiзiв α-захоплення наступним. Коефiцi-

єнти проникностi бар’єра мають монотонну залежнiсть вiд енергiї α-частинки

(див. Рис. 2 у роботi [75]). На пiдставi таких монотонних проникностей, повнi

перерiзи α-захоплення не мають пiкiв (див. Рис. 3 у роботi [75]). Це вини-

кає тому, що традицiйний пiдхiд до опису процесiв захоплення α-частинок

ядрами не враховує поведiнку хвильової функцiї у внутрiшнiй областi ядра

(та внаслiдок цього вiдповiдний потiк не зберiгається), яка, однак, повинна

бути визначеною, вiдповiдно до основних положень квантової механiки. Вiд-

повiдно до логiки нашого формалiзму, такi квазiзв’язанi стани з’являються

при повному описi еволюцiї складеного ядра, через додаткове врахування

внеску вiд квантових процесiв у внутрiшнiй ядернiй областi. Ми описуємо

таку еволюцiю у внутрiшнiй областi на основi зберiгання повного потоку на

всiй областi визначення хвильової функцiї. З метою повнiстю описати еволю-

цiю складеної ядерної системи, ми удосконалюємо наш метод багаторазових

внутрiшнiх вiдбиттiв, викладений у попереднiх роздiлах (див. також робо-

ту [75]), для повного опису попереднiх дослiджень цього методу). Переваги

нашого метода наступнi: (1) Ясна картина формування складеного ядра та

його розвал, (2) Детальний квантовий опис еволюцiї складеного ядра, (3) Те-

сти квантової механки (якi не реалiзованi у iнших вiдомих пiдходах), (4) На-

двисока точнiсть розрахункiв (що не досягається у iнших вiдомих пiдходах).

Iнша суттєва перевага нашого метода — це те, що на основi його формалiзму
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ми єдиним шляхом об’єднуємо двi ключовi iдеї Гамова, що назараз широко

застосовуються при рiшеннi задач ядерних розпадiв та задач захоплення (що

базуються на оцiнках тунелювання через бар’єр, та осциляцiй у внутрiшнiй

областi ядра). Але, крiм цього, у нашому пiдходi iстотно виникає ще один

принципово новий додатковий множник. Цей множник описує просторовий

розподiл α-частинки у внутрiшнiй ядернiй областi, та вiн повинен впливати

на оцiнки швидкостей розпадiв та перерiзiв захоплення (що не було врахова-

но Гамовим). Однак, це нiколи ще не було враховано у попереднiх роботах у

цiй областi.

Ми демонструємо властивостi нашого методу на прикладi реакцiї за-

хоплення α +44 Ca. Для цiєї реакцiї ми даємо власнi передбачення значень

енергiї квазiзв’язаних станiв (див. Табл. 11.2), та показуємо, що уключення

еволюцiї складеного ядра з можливiстю злиття до розгляду дозволяє суттєво

пiдвищити згоду мiж розрахунками (теорiєю) та експериментальними дани-

ми. Це можна бачити на Рис. 11.3, де видно, що обчисленi перерiзи для захо-

плення α-частинок ядрами 44Ca дуже гарно описують експериментальнi данi.

Оновленi данi ймовiрностей злиття для цiєї реакцiї показано у Табл. 11.3), у

порiвняннi з нашими попереднiми результатами роботи [75] (див. Табл. 2, B.3,

F.9 у тiй роботi).

Ми порiвняли формалiзм методу БВВ у визначеннi квазiзв’язаних ста-

нiв з теорiєю квазiстацiонарних станiв з комплексними енергiями (наприклад,

див. роботи [344, 345, 352, 357]) у визначеннi резонансних та квазiстацiонар-

них станiв у реакцiї α-захоплення. Ми отримаємо наступне.

1. Теорiя квазiстацiонарних станiв з комплексними енергiями не визначає

перерiзiв для α-захоплення, вiдповiдно до логiки сучасних моделей α-

захоплення (див. роботи [226, 75, 112]). На вiдмiну до цiєї теорiї, наш

пiдхiд має єдиний формалiзм, що дозволяє визначити коефiцiєнти про-

никностi з високою точнiстю (якi необхiднi при оцiнках перерiзiв, вiд-
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повiдно до сучасного формалiзму α-захоплення), а також ймовiрностi

iснування складеного ядра та ймовiрностi злиття (див. дискусiї у Пiд-

роздiлi 11.4.1).

2. Квазiстацiонарнi стани (та вiдповiднi значення енергiї), розрахованi для

α-захоплення за допомогою теорiї квазiстацiонарних станiв при компле-

ксних енергiях, вiдрiзняються вiд квазiзв’язаних станiв, що описуються

за допомогою нашого пiдходу (див. Рис. 11.7 та пояснення у Пiдроз-

дiлi 11.4.3). У Пiдроздiлi 11.4.2 ми додаємо порiвняльний аналiз мiж

такими двома пiдходами на прикладi розсiяння α+44 Ca.

Рiзницю можна пояснити вже на прикладi найпростiшого випадку, тобто для

вiльної частинка, що рухається у постiйному потенцiалi, для якого цi два пiд-

ходи описують два принципово рiзнi процеси (для однакового значення дiй-

сної частини енергiї, при ненульовiй Γ-ширинi). Але, розрахунки для бiльш

складних реалiстичних потенцiалiв вже базуються саме на цьому аспектi,

та тому не можуть описати однаковi процеси. Час обчислень на комп’юте-

рi подiбний для двох пiдходiв. Наприклад, час обчислень модуля S-матрицi

(та Γ-ширини при комплексних енергiях) досягає бiля 8 сек (при N = 100,

rmax = 70 фм, 500 iнтервалiв у областi дiйсної частини енергiї, з використан-

ням реалiстичного бар’єра), та час обчислень ймовiрностi iснування складено-

го ядра Pcn за нашим пiдходом досягає близ 10 сек (при тих же параметрах).

Результати дослiджень, представлених у цьому Роздiлi, викладено у

роботi [76].
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РОЗДIЛ 12

ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ БВВ ДО ЗАДАЧ КВАНТОВОЇ

КОСМОЛОГIЇ

12.1. Вступ

Насьогоднi квазiкласичний пiдхiд є домiнуючим до квантового опису форму-

вання Всесвiту та його еволюцiї на першому етапi. Тут ключовим об’єктом

являється хвильова функцiя, що використовується у розрахунках амплiтуд

переходiв, ймовiрностей та iнших характеристик еволюцiї Всесвiту.

Такий пiдхiд покладено у базис пiдходу Хартлi-Хокiнга (“Hartle-

Hawking proposal”) (тобто моделей з використанням Фейнманiвского фор-

малiзму iнтегралiв по траєкторiях у багатовимiрному просторi-часу [359]),

та пiдходу тунелювання (“tunneling proposal”) (тобто методiв, що базуються

на безпосередньому розглядi тунелювання крiзь потенцiальний бар’єр у так-

званому мiнiсуперпросторi (minisuperspace) з можливiстю багатовимiрного

узагальнення [360, 361, 362, 363, 364, 365, 366, 367, 368]). Прийнято використо-

вувати рiзнi граничнi умови: коли у першому пiдходi прийнятим вважається

використання так-званих умов без меж (no-boundary condition), то у дру-

гому пiдходi — граничних умов тунелювання (tunneling boundary condition).

Математичний апарат цих пiдходiв розвивається у моделях, що базуються на

розв’язку одновимiрного рiвняння Уiлера–Де Вiтта (УДВ, Wheeler–De Witt,

WDW) [370, 371, 372, 373, 374, 375, 376], багатовимiрний моделях [377, 378],

некомутативних пiдходах [379], моделях струн [380, 381]. Можна вiдзначи-

ти альтернативний напрямок — полевий пiдхiд до квантування гравiтацiї з

уключенням анiзотропiї та неоднорiдностi Всесвiту шляхом теорiї збурень

[384, 385, 386, 373].
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Незважаючи майже на 40 рокiв дослiджень у квантової космологiї

(див. першi роботи [387]), на даний час квазiкласичний пiдхiд є практично

безальтернативним до опису квантових станiв Всесвiту (див. спроби до пов-

нiстю квантового опису [386, 388, 389, 390, 391]). Зусилля у дослiдженнях

спрямованi на пошуки нових фiзичних ефектiв на квазiкласичнiй основi. Як

змiняться результати квазiкласичних моделей, якщо не використовувати таке

наближення, а знайти рiшення максимально точно? Це питання не вивчало-

ся детально (див. [77, 78]). Можна було б сподiватись, що такi спроби навряд

чи дадуть iстотних вiдмiнностей вiд квазiкласичних результатiв. Iнша тру-

днiсть полягає у тому, що невикористання ВКБ-наближення додає повноти до

квантового опису явищ. У такому випадку важко (а iнодi неможливо) знайти

аналогiї з класичної динамiки. Виявляється, що квантовi поправки змiнюють

квазiкласичнi результати на декiлька порядкiв.

Формування Всесвiту — це квантовий процес, що часто розвивається

на основi iдеї тунелювання крiзь бар’єр. У такому напрямку, результати

залежать вiд наближень, що застосовуються для опису тунелювання. Щоб

зрозумiти, наскiльки вдало реалiзована iдея тунелювання, має сенс вико-

ристати iншi фiзичнi i геометричнi iдеї найпростiшим чином. Отже, ми не

будемо включати багатовимiрних моделей, структури вакууму у моделях

струн [380, 381, 392] та iн. Iдея iнфляцiя iстотно змiнює оцiнки еволюцiї Все-

свiту [393, 394, 395, 369, 396, 397, 399, 372, 398, 400, 401, 402, 403, 404]. Однак,

вона використовується тiльки у квантовому формалiзмi моделей, що мають

iншi сценарiї еволюцiї. Некомутативнiсть мiж просторово-часовими змiнними

та спряженими iмпульсами вносить корекцiї до квантування [379]. Але, пiсля

отримання рiвнянь, розподiл ймовiрностей остається не визначеним на кван-

товiй основi. Ми зосередимося на вивченнi формування Всесвiту на основi iдеї

тунелювання у повнiстю квантовому описi. Найпростiше це питання можна

дослiдити у одновимiрнiй задачi тунелювання через космологiчнi бар’єри на
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пiввiсi в основi рiвняння Уiлера-де Вiтта.

В Роздiлi показано, що квазiкласичний пiдхiд не має необхiдного кри-

терiя, який би вказував, наскiльки коректними є отриманi результати. По цiй

причинi, у Роздiлi створено новий повнiстю квантовий метод, що описує про-

никнення через бар’єр. Вперше застосовано тести для перевiрки отриманих

результатiв, та оцiнки похибки. Продемонстровано, наскiльки такий пiдхiд

виявляється правильним. Зазначимо, що моделi на основi теорiї збурень не

мають повного набору квантових характеристик для оцiнки їх самодоста-

тностi1. У той-же час, у роботах по квантовiй космологiї, в яких розрахунки

базуються на квазiкласичнiй основi, часто використовується термiн “повнiстю

квантовi розрахунки”, що призводить до плутанини. Може з’явитися запита-

ння, навiщо саме нам потрiбнi повнiстю квантовi методи? У нас i так iснує

значна кiлькiсть моделей у квантовiй космологiї. У цiй ситуацiї стає зро-

зумiлим, що нам потрiбнi яснi демонстрацiї таких випадкiв, коли повнiстю

квантовi методи дають принципово iнший результат.

12.2. Модель Фрiдманна–Робертсона–Уолкера з радiацi-

єю та узагальненим газом Чаплигiна

У рамках моделi Фрiдманна–Робертсона–Уолкера (ФРУ) для Всесвiту закри-

того типу (при k = 1), з включенням космологiчної сталої Λ > 0, компоненти

радiацiї та газу Чаплигiна запишемо лагранжiан у такому виглядi [78]):

L (a, ȧ) =
3 a

8π G

(
−ȧ2 + k − 8π G

3
a2 ρ(a)

)
,

ρ (a) =

(
ρΛ +

ρdust
a3 (1+α)

)1/(1+α)

+
ρrad
a4(t)

,

ρΛ =
Λ

8π G
,

(12.1)

1Поясненням такого ствердження є те, що теорiя збурень не розглядує процес тунелювання як єдиний

неперервний процес.



289

де a — масштабний фактор (залежить вiд часу), ȧ — похiдна функцiї a за

часовою координатою t, ρ (a) — густина енергiї, ρrad(a) — компонента, що

описує радiацiю (рiвняння стану для радiацiї має вигляд p (a) = ρrad(a)/3, де

p — тиск), α — параметр моделi газу Чаплигiна (див. [405, 372, 401], iсторичну

роботу [406]). Перехiд до квантового опису еволюцiї Всесвiту виконується вiд-

повiдно до стандартної процедури канонiчного квантування систем у форма-

лiзмi Дiрака. Так отримується рiвняння Уiлера–Де Вiтта (див. [367, 387, 386]),

яке пiсля помноження на постiйний множник та переносу компоненти з ра-

дiацiєю ρrad у праву частину рiвняння має вигляд [78]:{
− ∂2

∂a2
+ V (a)

}
φ(a) = Erad φ(a), Erad =

3 ρrad
2π G

, (12.2)

де

V (a) =

(
3

4π G

)2

k a2 − 3

2π G
a4
(
ρΛ +

ρdust
a3 (1+α)

)1/(1+α)

(12.3)

та φ(a) — хвильова функцiя. Можна бачити математичну аналогiю такого

рiвняння з одномiрним рiвнянням Шредiнгера на пiввiсi [при енергiї Erad з

потенцiалом V (a)]. У системi одиниць 8π G ≡M−2
p = 1 перепишемо (12.3) як

V (a) = Aa2 −B a4
(
Λ +

ρdust
a3 (1+α)

)1/(1+α)
, (12.4)

де A та B — сталi.

12.3. Перехiд до нестацiонарного рiвняння УДВ

Тунелювання — квантове явище, при якому частинка проникає через кла-

сично заборонену область. Падiння частинки на бар’єр, її подальше туне-

лювання та вiдбиття пов’язанi причинно-наслiдним зв’язком. Тому, розгляд

еволюцiї тунелювання крiзь космологiчнi бар’єри є iстотним. Заперечення

причинно-наслiдного зв’язку мiж падiння хвилi на бар’єр та її подальшим

проходженням крiзь бар’єр (з вiдбиттями) приводить до появи невизначено-

стей у знаходженнi коефiцiєнту проникнення та iнших характеристик у ко-
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смологiї. Вiдзначимо, що характерним у роботах по розрахункам проникно-

стей у космологiї є повна вiдсутнiсть тестiв квантової механiки, що дозволили

б перевiрити результат.

Таким чином, запишемо узагальнене рiвняння УДВ як(
∂2

∂a2
− Veff (a)

)
Ψ(a, τ) = −i ∂

∂τ
Ψ(a, τ), (12.5)

де τ — нова змiнна, що описує еволюцiю та являє собою аналог часу. Вiдповiд-

но до квантової механiки, коефiцiєнти проникнення та вiдбиття — стацiонарнi

характеристики, тобто не залежать вiд τ . Вiдзначимо, що всi цi характери-

стики є розв’язками стацiонарного рiвняння УДВ, тодi як нестацiонарний

розгляд пакетiв, що поширюються по бар’єру, добавляє розумiння процесу.

З метою створити базис для порiвнянь з розрахунками по iншим мо-

делям, розглянемо роботу [389], де результати отримано на основi рiвняння(
− 1

12

∂2

∂a2
+ Veff (a)

)
Ψ(a, τ) = i

∂

∂τ
Ψ(a, τ) (12.6)

з потенцiалом замкненої моделi УДВ з узагальненим газом Чаплигiна

Veff(a) = 3 a2 − a4

π

√
Ā+

B̄

a6
(12.7)

Пiсля замiни змiнної anew = aold
√
12 рiвняння (12.6) перетворюється у рiвня-

ння (12.5), де потенцiал Veff не залежить вiд змiнної τ (див. Рис. 12.1).

12.4. Тунелювання пакета через бар’єр, що складається

з довiльного числа прямокутних сходинок

Розглянемо тунелювання пакету через одномiрний бар’єр довiльної форми за

допомогою метода багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв (БВВ) (див. попере-

днi Роздiли). Для застосування методу слiд замiнити радiальну вiдстань r

на масштабний фактор a, та апроксимувати потенцiал через достатньо вели-

ке число N прямокутних сходинок (формули приведено у Додатку Л, див.
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Рис.12.1 Поведiнка потенцiалу (12.7) пiсля замiни anew = aold
√
12 при Ā = 0.001 та B̄ = 0.001

(параметри потенцiалу взято з роботи [389], див. Рис. 1, Таблицi I та II у тiй роботi): (а) форма

бар’єра (Vmax = 223.52 при a = 42.322); (б) iснує достатньо мала внутрiшня яма близ нуля

(Vmin = −8.443 · 10−6 при a = 0.00581).

стор. 535–545):

V (a) =



V1 при amin < a ≤ a1 (область 1),

V2 при a1 < a ≤ a2 (область 2),

. . . . . . . . .

VN при aN−1 < a ≤ amax (область N),

(12.8)

де Vi — сталi (i = 1 . . . N).

Припустимо, що пакет починає поширюватися назовнi з довiльно обра-

ної внутрiшньої областi з номером M (позначимо її лiву межу aM−1 як astart)

злiва вiд бар’єра. Будемо шукати розв’язок для енергiї вище бар’єра, тодi як

розв’язок для тунелювання можна отримати потiм через замiну i ξi → ki. За-
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гальний розв’язок хвильової функцiї (з точнiстю до нормування) має вигляд:

φ =



α1 e
ik1a + β1 e

−ik1a при amin ≤ a ≤ a1 (область 1),

. . .

αM−1e
ikM−1a + βM−1e

−ikM−1a при aM−2 ≤ a ≤ aM−1 (область M − 1),

eikMa + AR e
−ikMa при aM−1 < a ≤ aM (область M),

αM+1 e
ikM+1a + βM+1 e

−ikM+1a при aM ≤ a ≤ aM+1 (область M + 1),

. . .

αn−1 e
ikN−1a + βN−1 e

−ikN−1a при aN−2 ≤ a ≤ aN−1 (область N − 1),

AT e
ikNa при aN−1 ≤ a ≤ amax (область N),

(12.9)

де αj та βj — невiдомi амплiтуди,AT таAR — невiдомi амплiтуди проходження

та вiдбиття, ki =
√

6 (E − Vi) — хвильовi числа. Нормування зафiксовано так,

що модуль першої хвилi eikMa на стартi дорiвнює одиницi.

Ми будемо вивчати еволюцiю пакета, що починає в областi M рухати-

ся вправо на праву частину потенцiалу з бар’єром. У вiдповiдностi до метода

багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв, розсiяння пакету на бар’єрi розглядає-

ться по етапах його послiдовного поширення вiдносно кожної межi бар’єру.

Ми обчислюємо амплiтуди T±
1 , T±

2 . . .T±
N−1 та R±

1 , R±
2 . . .R±

N−1 за формула-

ми (Л.20) (нижнiй iндекс позначає номер межi, а верхнiй знак “+” або “−”

— напрямок руху хвилi вправо або влiво), сумарнi амплiтуди R̃+
N−1 . . . R̃+

M ,

R̃−
M . . . R̃−

N−1 та T̃+
M . . . T̃+

N−1 — за формулами (Л.22), суми амплiтуд
+∞∑
n=1

A
(n)
inc ,

+∞∑
n=1

A
(n)
T ,

+∞∑
n=1

A
(n)
R — за формулами (Л.21), повнi амплiтуди αj i βj та амплiтуди

проходження та вiдбиття AT i AR — за формулами (Л.24) та (Л.25).

Також (на вiдмiну до формалiзму у Роздiлi 9) ми включимо до фор-

малiзму можливiсть подальшої еволюцiї пакетiв, що поширюються в областi

з номером M лiворуч та потiм формують осциляцiї. Самi пакети формую-

ться у наслiдок вiдбиттiв вiдносно правої частини потенцiалу, починаючи з
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межи aM . Якщо нам потрiбно перейти вiд простої межi aM−1 до лiвої части-

ни потенцiальної ями, починаючи вiд цiєї точки до amin, то слiд узагальнити

коефiцiєнт R−
M−1 на R̃−

M−1, що дається рекурентною формулою у (Л.22) [див.

стор. 544)], де для визначення T±
i та R±

i слiд використати рiвняння (Л.20)

[див. стор. 543]. У випадку amin = 0 ми отримаємо можливiсть описати повне

проходження пакету через цю межу (без вiдбиття), де ми маємо R−
0 = −1.2

Ми визначаємо коефiцiєнти T та R, що описують проникнення пакету

з внутрiшньої областi назовнi та його вiдбиття вiд бар’єру, за формулами

(Л.26) [див. стор. 545]:

TMIR ≡ kN
kM

∣∣AT

∣∣2 = ∣∣Ainc

∣∣2 · Tbar, Tbar =
kN
kM

∣∣T̃+
N−1

∣∣2,
RMIR ≡

∣∣AR

∣∣2 = ∣∣Ainc

∣∣2 ·Rbar, Rbar =
∣∣R̃+

M

∣∣2. (12.10)

Тут Tbar та Rbar — коефiцiєнти проникнення та вiдбиття вiдносно бар’єра,∣∣Ainc

∣∣2 — коефiцiєнт, що характеризує осциляцiї пакета у внутрiшнiй областi

(вiн являє собою повнiстю квантовий аналог нормуючого множника F , уве-

деного наприклад у роботi [140] при квазiкласичному описi розпаду ядра).

Важливим тестом формалiзму є перевiрка наступної властивостi:
kN
kM

|AT |2 + |AR|2 = 1 або TMIR +RMIR = 1. (12.11)

Для отримання розв’язкiв для енергiї пакета нижче вiд висоти однiєї довiльно

обраної сходинки з номером M слiд використати замiну

km → i ξm, ξm =
√
E − Vm. (12.12)

Зокрема, картини проникнення та вiдбиття на Рис. 12.2 (а) i (б), Рис. 12.3

(а) i (б), Рис. 12.4 (б) повнiстю вiдтворюються також за виконанням стандар-

тної технiкi квантової механiки. Отже, результат осциляторної залежностi

проникностi вiд положення точки старту astart на таких рисунках є не за-

лежним вiд повнiстю квантового методу, обраного для обчислень.
2Можливiсть довiльно змiнювати значення амплiтуди R−

0 дозволяє включити опис стоку до такого

квантового формалiзму (що могло б описати народження частинок матерiї або їх анiгiляцiю). Але у цiй

роботi ми не будемо розвивати такий аналiз.



294

12.5. Аналiз

Застосуємо метод, описаний вище, до аналiзу поведiнки хвильового пакета,

що тунелює крiзь потенцiальний бар’єр (12.6) (ми використовуємо anew →
√
12 aold). Перший цiкавий результат — це помiтна залежнiсть проникностi

бар’єра вiд положення точки старту amin ≤ a ≤ a1, де ми помiщуємо пакет

для старту. Використовуючи можливiсть зменшувати ширину iнтервалiв до

достатньо малих розмiрiв (та вибираючи ширини iнтервалiв однаковими), ми

назвемо точку amin як точку старту (позначимо її як astart), звiдки пакет

починає своє поширення назовнi. На Рис. 12.2 (а) можна бачити, що прони-

кнiсть сильно змiнюється у залежностi вiд astart при довiльнiй енергiї радiацiї

Erad: Вона має осциляцiйну поведiнку, рiзниця мiж мiнiмумами та максиму-

мами є мiнiмальною при astart у центрi ями, зi зростанням значення astart ця

рiзниця зростає також, доходячи до максимуму близ точки повороту. На такiй

пiдставi, ми вперше установили залежнiсть проникностi вiд точки старту

astart пакета. Залежностi коефiцiєнтiв вiдбиття, осциляцiй та проходження

вiд положення точки старту astart представлено на наступних Рис. 12.2 (б),

(в) та (г), якi мають подiбну поведiнку.

Iснують нестацiонарнi пiдходи до еволюцiї у задачах квантової космо-

логiї. Але тут формалiзм визначення проникностi стацiонарний, без враху-

вання впливу початкових умов. Таке розумiння про проникнiсть бар’єра є

достатньо поширеним на сьогоднiшнiй день, яке iснує не тiльки у квантовiй

космологiї, але й у теоретичнiй ядернiй фiзицi. Так, у останнiй галузi, така то-

чка зору є глибоко поширеною, де розрахунки перiодiв напiврозпаду розпадiв

ядер виконано без врахування початкових умов процесу розпаду. Ми наведе-

мо тiльки декiлька прикладiв. Так, у роботi [119] опублiковано порiвняльний

аналiз мiж експериментальними даними та теоретичними розрахунками пе-

рiодiв α-розпаду у широкому дiапазонi ядер вiд 106Te до ядер з Ad = 266
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Рис.12.2 Залежностi коефiцiєнтiв проникностi Tbar (а), вiдбиття Rbar (б), коефiцiєнта осциля-

цiї Kosc (в) та коефiцiєнта проходження TMIR (г) вiд положення точки старту astart для енергiї

E = 220 (A = 0.001, B = 0.001, amax = 70, загальна кiлькiсть iнтервалiв — 2000, для усiх пред-

ставлених значень досягнута точнiсть становить |Tbar + Rbar − 1| < 10−15). Цi рисунки наглядно

демонструють осциляторну поведiнку всiх розглянутих коефiцiєнтiв вiд astart.
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та Zd = 109 (див. роботи [112, 226], де представлено бiльш детальний аку-

ратний пiдхiд та проаналiзовано бiльше даних). У оглядi [126] представлено

методологiю розрахункiв перiодiв напiврозпаду для спонтанного подiлу ядер

[див. формули (21)–(24) на стор. 321 у цiй роботi]. Для визначення перiодiв

ядерного розпаду з вильотом протона (ядерний протонний розпад) можна

вiдзначити двопотенцiальний пiдхiд (ДПП, two-potential approach, TPA) та

квазiкласичний пiдхiд (ВКБ), що насьогоднi прийнято вважати як найбiльш

широко поширенi, точнi та достовiрнi (наприклад, див. [140, 274, 117, 144]).

Але в цих роботах вплив початкових умов на отриманi результати не вра-

ховано та їми нехтується повнiстю (див. [73] для детальних пояснень та де-

монстрацiй цiєї властивостi). На основi саме таких пiдходiв сформовано та-

блицi ядерних даних, що прийнято вважати як найбiльш сучасний та до-

стовiрний погляд на процеси розпаду у ядернiй фiзицi на сьогоднi (напри-

клад, див. [324]). Неочiкуваний результат, що продемонстровано на Рис. 12.2,

приводить до неминучої змiни такого уявлення про проникнiсть та цих вка-

заних вище опублiкованих результатiв. Перший прямий наслiдок вiд такого

результату такий: проникнiсть повинна бути пов’язана з початковими умо-

вами квантового процесу (не тiльки у нестацiонарному його розглядi, але й

також у стацiонарному), якi визначають положення локалiзацiї для старта

пакета назовнi. Другий важливий висновок — це проникнiсть бар’єра у ста-

цiонарному розглядi повинна визначатися з врахуванням початкових умов

квантового процесу.

Перше дiйсно важливе питання — наскiльки достовiрними виявляю-

ться отриманi результати. А саме, чи не буде зруйнована ця картина, якщо

зсунути зовнiшню межу назовнi (хоча у ВКБ-пiдходi це не можливо)? Беручи

до уваги сильне зниження зовнiшнього хвоста бар’єру до мiнус нескiнченно-

стi, можна навiть розраховувати на це.

На Рис. 12.3 можна бачити, що розрахунки чудово сходяться, що де-
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Рис.12.3 Залежностi коефiцiєнтiв проникностi (а), вiдбиття (б), осциляцiй (в) та проходження

(г) вiд зовнiшньої межи amax для енергiї E = 223 (A = 0.001, B = 0.001). Досягається точнiсть

|Tbar +Rbar − 1| < 1 · 10−15 (число iнтервалiв — 2000).
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Рис.12.4 Залежностi коефiцiєнта проходження TMIR (а), коефiцiєнта проникностi Tbar (б), ко-

ефiцiєнтв осциляцiй Kosc (в) та рiзниця Eres, next − Eres, previous мiж двома найближчими пiками

енергiї (г) вiд енергiї радiацiї Erad (для розрахункiв обрано: A = 0.001 i B = 0.001, astart = 10,

amax = 70, кiлькiсть iнтервалiв по осi — 1000, кiлькiсть iнтервалiв енергiї — 100000). Всерединi

областi енергiй Erad = 200 − 223 ми спостерiгаємо 19 резонансних пiкiв у TMIR i Kosc у той час,

як проникнiсть монотонно зростає зi зростанням енергiї радiацiї Erad.
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монструє ефективнiсть методики БВВ. Це вказує, що намагання визначити

розбiжну хвилю в асимптотичнiй областi (щоб задовiльнити граничну умо-

ву тунелювання у космологiї) не мають практичного сенсу. Тому ми обрали

amax = 70 для розрахункiв. Можна бачити, що включення зовнiшньої областi

у розрахунки iстотно змiнює коефiцiєнти проникностi i проходження.

Друге питання — наскiльки сильним виявляється цей ефект у роз-

рахунках проникностi. Якщо б виявилося, що вiн достатньо малий, то тодi

можна вважати, що квазiкласичнi пiдходи є достатньо вдалим наближенням.

З Рис. 12.2 випливає, що проникнiсть не сильно змiнюється у залежностi вiд

зсуву точки старту. Однак такi невеликi змiни пов’язанi з вiдносно невели-

кими висотою бар’єра та глибиною внутрiшньої ями, тодi як вони можуть

iстотно зрости при iншому виборi параметрiв (коефiцiєнти осциляцiй та про-

ходження помiтно змiнюються при певних енергiях радiацiї, див. нижче). Та-

ким чином, можна припустити, що цей ефект є бiльшим при збiльшеннi висо-

ти бар’єру та глибини внутрiшньої ями, як для бiлябар’єрних енергiй (енергiй

близьких до висоти бар’єра), так i для надбар’єрних енергiї радiацiї.

Цiкавим є питання, наскiльки цi характеристики змiнюються у за-

лежностi вiд енергiї випромiнювання. Результат виявляється несподiваним

(див. Рис. 12.4). Коефiцiєнт проходження має осциляторну поведiнку, в якiй

чiтко проявляються пiки. Цi пiки знаходяться приблизно на однакових вiд-

станях, мiж якими спостерiгаються неперервнi ями зi своїми мiнiмумами.

Таким чином, вперше у рамках такого квантового пiдходу ми спостерiгає-

мо чiтку картину резонансiв, якi повиннi бути пов’язанi з деякими квазi-

стацiонарними станами. Бiльш детальний аналiз показує наступне. При збiль-

шеннi енергiї випромiнювання проникнiсть монотонно змiнюється i визначає

загальну тенденцiю змiни коефiцiєнта проходження, в той час коли коефi-

цiєнт осциляцiй вносить пiки. Тепер причина iснування резонансiв стає зро-

зумiлою: осциляцiї пакета у внутрiшнiй ямi створюють їх, тодi як можливiсть
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пакета проникати через бар’єр (що описується через проникнiсть бар’єру) не

впливає на них. Взагалi, спостерiгається 134 таких резонансних рiвнiв енергiї

всерединi дiапазону Erad = 0–200 та ще 19 рiвнiв при Erad = 200–223.

На Рис. 12.5 показано точнiсть |Tbar + Rbar − 1| < 10−15 у всiй областi

вiд astart до amax. Ця оцiнка характеризує точнiсть методу БВВ.
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Рис.12.5 Точнiсть розрахункiв у визначеннi проникностi Tbar та вiдбиття Rbar для енергiї E =

220, що використанi на Рис. 12.2 та 12.3. Ми обчислюємо Tbar + Rbar − 1 у залежностi вiд точки

старту astart (а) та зовнiшньої межи amax (б) (A = 0.001, B = 0.001, кiлькiсть iнтервалiв — 2000).

12.5.1. Проникнiсть у повнiстю квантовому та у квазiкласичному

пiдходах: порiвняння

Поставимо запитання: чи може проникнiсть, що визначається за ВКБ-

формулою на основi форми бар’єру мiж двома точками повороту, дати вичер-

пну iнформацiю i найкращi оцiнки еволюцiї Всесвiту? З Рис. 12.2 (а) видно,

що це не так: проникнiсть є функцiєю вiд нових параметрiв старту пакету.

Таку рiзницю мiж квантовим та квазiкласичним пiдходами отримано вперше

у космологiї.

(1) Щоб перевiрити результати, можна використати тест T + R = 1

(де T i R — це проникнiсть через бар’єр i вiдбиття вiд нього). Але ВКБ-

наближення нехтує вiдбиттям хвилi [див. [43], (46.10), стор 205, 221–222]. Тому
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цей тест неможна застосувати до перевiрки T .

(2) Квазiкласичнi наближення другого та наступних порядкiв вже вра-

ховують убуваючу та зростаючу компоненти хвильової функцiї в областi ту-

нелювання (що не вивчалося у космологiї). Звiдси повстає наступна проблема

— наявнiсть ненульової iнтерференцiї мiж падаючою та вiдбитою хвилями.

Тобто загально прийнятий критерiй T + R = 1 [43] не виконується i потрi-

бно врахувати ще третю компоненту M , що описує iнтерференцiю [78]. Якщо

ми некоректно роздiлемо точно вiдому хвильову функцiю на падаючу та вiд-

биту хвилi, то iнтерференцiйна компонента може безмежно зрости! У тако-

му випадку, коефiцiєнти проникностi та вiдбиття можуть також перевищити

одиницю та безмежно зростати. Який сенс у цiй ситуацiї має проникнiсть?

(3) Наведемо лише декiлька прикладiв з квантової механiки.

• Якщо ми розглянемо двовимiрне проникнення пакету через бар’єр най-

простiшої прямокутної форми, то ми побачимо, що проникнiсть безпо-

середньо залежить вiд напрямку тунелювання пакета. Тобто стає ясно,

що проникнiсть — це не число, а функцiя.

• Якщо ми розглянемо одновимiрне тунелювання пакету через найпростi-

ший прямокутний бар’єр, то ми отримуємо “iнтерференцiйну картину”

амплiтуди у областi проходження, що залежить вiд просторової коорди-

нати та є точним аналiтичним розв’язком. Стацiонарна частина такого

результату точно збiгається з вiдомими стацiонарними розв’язками [54].

З наведених вище прикладiв стає ясно, що проникнiсть, визначена тiль-

ки на основi форми бар’єра мiж двома точками повороту, — це не бiльш

нiж, як спрощене розумiння, тодi як для бiльш глибокого та точного

аналiзу слiд використовувати повнiстю квантову основу.

(4) Перевага ВКБ-формули проникностi — у її простотi, що базується

на визначеннi хвилi у асимптотичнiй областi. Гранична умова тунелювання
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[367, 366] є достатньо природною, вiдповiдно до якої хвильова функцiя яв-

ляє собою розбiжну хвилю при великих значеннях масштабного фактора a.

Однак, чи дiйсно така хвиля описує вiльний рух? На вiдмiну до задач атомної

та ядерної фiзики, у космологiї ми маємо справу з потенцiалами, модулi яких

зростають (з прискоренням) зi збiльшенням масштабного фактора a (їх градi-

єнти зростають, якi мають сенс сили, що дiє на хвилю). Таким чином, тут ми

не маємо нiчого спiльного з поширенням вiльної хвилi у асимптотичнiй обла-

стi. Тепер стає незрозумiлим, як пов’язати двi функцiї Ейрi у точцi повороту,

щоб отримати коректну форму хвилi, що поширюється назовнi. Виявляється,

що замiсть вiльної хвилi у асимптотичнiй областi (яка не виникає у задачах

квантової космологiї) ми повиннi працювати з хвилями, що поширюються у

сильних полях (див. [78]).

У розрахунках ймовiрностей тунелювання у космологiчних моделях

широко застосовується визначення хвильової функцiї:

Ψ(x) = N eiS(x), (12.13)

де S — дiя, N — постiйна нормування. У квантовiй механiцi це визначення

формулюється у квазiкласичному наближеннi (див. (6,1), стр. 36 [43]), то-

дi як у квантовому розглядi має сенс знайти точне формулювання. Iнколи,

формулу (12.13) пов’язують з рiшеннями Евклiдових класичних рiвнянь ру-

ху та квазiкласичнiй експонентi ймовiрностi тунелювання. Але цей зв’язок

отримується з ВКБ-наближення (див. [407], стор. 218–228).
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12.6. Головнi результати i висновки до Роздiлу 12

У Роздiлi представлено новий метод для визначення ймовiрностi проходже-

ння пакету з внутрiшньої ями назовнi з його тунелюванням через однови-

мiрний радiальний бар’єр довiльної форми, що використовуються у задачах

квантової космологiї. Вiдзначимо наступне:

1. Метод є подальшим розвитком пiдходу багаторазових внутрiшнiх вiд-

биттiв [263, 264, 265, 54, 71, 96, 73]. Коли бар’єр складається з довiль-

ного числа n прямокутних потенцiйних сходинок, точнi розв’язки для

амплiтуд хвильової функцiї, коефiцiєнтiв проникностi Tbar через бар’єр

та вiдбиття Rbar вiд нього отримано вперше. При n → ∞ розв’язки мо-

жна розглядати як точнi для потенцiала з бар’єром та ямою довiльної

форми.

2. Точнiсть методу у знаходженнi коефiцiєнтiв проникностi i вiдбиття скла-

дає |Tbar+Rbar−1| < 10−15 (див. Рис. 12.5). На даний час не iснує iнших

методiв у космологiї, що досягають такої точностi.

3. У космологiю уведено новий коефiцiєнт, що описує ймовiрнiсть прохо-

дження пакету з внутрiшньої ями назовнi з його тунелюванням через

бар’єр довiльної форми та враховує внутрiшнi осциляцiї пакету у ямi

(його названо як коефiцiєнт проходження). Вдається вперше чiтко роз-

дiлити цей коефiцiєнт на коефiцiєнт проникностi та iнший новий коефiцi-

єнт, який характеризує осциляторну поведiнку пакету у внутрiшнiй ямi

та його названо коефiцiєнтом осциляцiй. Знайдена вперше формула та-

кого роздiлення являє собою повнiстю квантовий аналог квазiкласичної

формули для Γ-ширини розпаду у квазiстацiонарному станi, запропоно-

ваної Гурвiцем (Gurvitz) та Калберманном (Kälbermann) у роботi [140].

Тут, коефiцiєнт осциляцiй — повнiстю квантовий аналог квазiкласичного
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фактору формування F , а коефiцiєнт проходження є аналогом квазiкла-

сичної Γ-ширини.

Метод застосовано для дослiдження властивостей пакету, що опи-

сує еволюцiю Всесвiту на першому етапi у закритiй моделi Фрiдманна–

Робертсона–Уолкера з квантуванням та позитивною космологiчною сталою,

компонентою випромiнювання та компонентою узагальненого газу Чаплигiна

з потенцiалом, що обрано з роботи [389]. Сформулюємо наступнi висновки:

1. Проникнiсть бар’єру помiтно змiнюється у залежностi вiд точки старту

Rstart пакету у внутрiшнiй ямi (див. Рис. 12.2). Коефiцiєнт проникностi

має осциляторну поведiнку, рiзниця мiж мiнiмумами i максимумами є

мiнiмальною, якщо точка старту Rstart розташована у мiнiмумi внутрi-

шньої ями; зi збiльшенням Rstart ця рiзниця збiльшується, досягаючи ма-

ксимального значення бiля точки повороту. Коефiцiєнти вiдбиття, осци-

ляцiй та проходження мають аналогiчну поведiнку. Досягається збiг (до

перших 15 цифр) мiж амплiтудами хвильової функцiї, отриманої таким

методом, та вiдповiдними амплiтудами, отриманими стандартним пiдхо-

дом квантової механiки (див. Додаток B у роботi [73]). Це пiдтверджує,

що цей результат не залежить вiд вибору повнiстю квантового методу,

що застосовується для розрахункiв. Ця особливiсть проявляється у пов-

нiстю квантовому розглядi та зникає у квазiкласичному наближеннi.

2. Коефiцiєнт проникностi суттєво змiнюється при врахуваннi зовнiшнього

хвоста бар’єру. Так, проникнiсть змiнюється до 2 разiв (див. Рис. 12.3)

для бар’єра (12.6) з параметрами A = 0.001 i B = 0.001 (див. Рис. 12.1)

при енергiї випромiнювання Erad = 223.

3. Коефiцiєнт проникнення має осциляторну залежнiсть вiд енергiї випро-

мiнювання. Пiки осциляцiй локалiзуються на однакових вiдстанях (див.

рис. 12.4). Таким чином, вперше отримано чiтку та стабiльну картину ре-
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зонансiв, що вказують на наявнiсть ранiше невiдомих квазiстацiонарних

станiв. При збiльшеннi енергiї випромiнювання проникнiсть змiнюється

монотонно. Вона описує тенденцiю поведiнки коефiцiєнта проходження,

тодi як коефiцiєнт осциляцiй додає пiки у залежнiсть. Тепер причина

резонансiв стає зрозумiлою: осциляцiї пакета у внутрiшнiй ямi спричи-

няють їх. Зокрема, виявлено 134 таких резонансiв при енергiї Erad =

0–223 для бар’єра (12.6) з параметрами A = 0.001 та B = 0.001.

4. Залежнiсть коефiцiєнта проникностi вiд точки старту має максимуми та

мiнiмуми. Тому можна припустити, що найбiльш ймовiрний старт пакету

приходиться на координату одного з максимумiв. Це дозволяє прогно-

зувати деякi певнi початковi значення масштабного коефiцiєнта, коли

найбiльш ймовiрно може починатися старт розширення Всесвiту.

5. Залежнiсть модуля хвильової функцiї у внутрiшнiй i зовнiшнiй областях

вiд масштабного фактору має мiнiмуми та максимуми [77, 78]. Це вка-

зує на значення масштабного фактору, при яких “проява” класичного

Всесвiту втрачається або є найбiльш ймовiрною. Тобто, радiус Всесвiту

у ходi його розширення зростає не безперервно, а послiдовно проходить

через певнi дискретнi значення. Випливає, що класичний простiр-час на

першому етапi еволюцiї Всесвiту пiсля квантування виглядає скорiше

дискретним, нiж безперервним. рiзниця мiж максимуми i мiнiмуми по-

ступово спадає до нуля iз збiльшенням масштабного фактора [77, 78].

Це нове явище найсильнiше виявляється на першiй стадiї розширення

Всесвiту та воно зникає пiсля накладення ВКБ-наближення.

Результати цих дослiджень опублiковано в роботах [77, 78, 79, 88, 92,

93].
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РОЗДIЛ 13

ТУНЕЛЮВАННЯ КРIЗЬ БАР’ЄРИ АЛЬБРЕХТА З

ДИСИПАТИВНИМИ КОМПОНЕНТАМИ

13.1. Вступ

Проблема квантування систем з силами тертя є однiєю з фундаментальних

проблем квантової фiзики. Iснуючi пiдходи, розробленi з намаганням уве-

сти дисипацiю у квантову фiзику, можна роздiлити на двi групи. До першої

групи можна винести методи, спрямованi на безпосереднє рiшення рiвнян-

ня Шредiнгера з намаганням як найбiльш коректно зберiгати усi принципи

квантової механiки та квантовi властивостi систем. Однак, найпростiшi спро-

би реалiзувати формалiзм таким чином для опису реалiстичних квантових

систем приводять до суттєвих складнощiв. По цiй причинi можна пояснити,

що кiлькiсть робiт достатньо мала.

До другої групи можна винести методи, що спрямованi на опис дисипа-

тивних властивостей реалiстичних систем, що знайшли своє природне засто-

сування у задачах ядерної фiзики. Ядерна дисипацiя у цьому напрямку являє

собою перетворення енергiї колективному руху в ядрах до енергiї внутрiшнiх

одне-частинкових збурень. Початок розвитку цього напрямку можна пов’я-

зати з появою робiт Святецького (Swiatecki) ще у 1969 роцi [408, 409], якi при-

вертали суттєвої уваги дослiдникiв до останнiх часiв. Однак, сам формалiзм

починається з наближень, неквантових узагальнень початкових квантових

рiвнянь. З метою розробити формалiзм, потрiбно вiдходити вiд початкового

рiвняння Шредiнгера та стандартної квантової механiки.

На початку розвитку методiв другої групи дисипативнi ефекти в ядер-

них реакцiях вивчались за допомогою класичних рiвнянь руху, що опису-
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ють зiткнення iндивiдуальних нуклонiв у ядерному середовищi зi в’язкi-

стю з пiдключенням сил тертя [410, 411, 412, 413, 414, 415, 416, 417, 418,

419, 420, 421, 422, 423, 424, 425]. Але, з роками, класичнi представлення

ядерної дисипацiї отримували все бiльш акуратне квантове формулювання.

Iнтенсивно удосконалювалися моделi захоплення, злиття, подiлу, глибоко-

непружних зiткнень важких iонiв на основi використання рiвнянь Ланже-

вена (Langevin) [426, 427, 428, 429, 430, 431, 432, 433, 434, 435, 436, 437]

(тут, знайшли своє мiсце методи Монте-Карло (Monte-Carlo), формалiзм

Фоккера-Планка (Fokker-Planck), моделi квантової молекулярної динамiки

та багато iнших). На сьогоднi, такий напрямок теорiї iнтенсивно розробля-

ється для опису утворення та властивостей надважких елементiв (напри-

клад, див. [438]). Застосовуються сучаснi квантовi пiдходи на основi теорiї

Хартрi-Фока (Hartree-Fock theory) з рiзними видами параметризацiї взаємо-

дiй Скирма (Skyrme), де для опису дисипативних процесiв застосовуються

квазiкласичнi та напiвкласичнi пiдходи (наприклад, формалiзм розподiлiв

Вiгнера [440, 441], моделi флуктацiйно-дисипативних траєкторiй (fluctuation-

dissipation trajectory models) з фолдинг-розрахунками [442], моделi класичних

дисипативних траєкторiй [443], розширений траєкторний пiдхiд Гутцвiллера

(extended Gutzwiller trajectory approach) у описi ядерної колективної динамi-

ки [444]).

Привабливою перевагою методiв останньої групи є можливiсть уводити

характеристики, фiзичний змiст яких стає достатньо простим та ясним у кла-

сичному наближеннi (з квантової механiки). До цiєї групи можна включити

пiдходи, спрямованi на опис дисипативних ефектiв у подiлi ядер, фiзицi важ-

ких iонiв, синтезi надважких ядер. Цей напрямок здобув своєї популярностi,

число робiт є дiйсно вражаючим. На сьогоднi для роботи в цьому напрямку

розробленi спецiальнi чисельнi методи (наприклад, див. [447, 448]).

Тут можна вiдзначити незалежний пiдхiд, що був уведений Калдей-
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рою (Caldeira) та Леггеттом (Leggett) у [449, 450]. Такий пiдхiд спрямований

на опис системи броунiвських частинок у середовищi за допомогою гармонi-

чних осциляторiв, на яку подальш накладається канонiчне квантування. Цей

формалiзм iнтенсивно застосовувався до широкого ряду задач, включаючи

системи з зовнiшнiм середовищем (systems coupled with environment), такi як

дифузiя мюонiв у металах, рух електронiв у бiологiчних та хiмiчних системах,

радiацiйне згасання (radiation damping) та iнше.

У даному роздiлi iнтерес ми направимо до першої групи методiв,

з метою побудувати повнiстю квантовий апарат для опису дисипативних

процесiв у квантовiй фiзицi. Ми очiкуємо, що такий пiдхiд буде спрямова-

ний на найбiльш точне збереження квантових властивостей при описi ди-

сипативних систем. Як ми визначаємо, найбiльш широко вiдомий (та, мо-

жливо, найперший серед створених) пiдхiд в цiй групi — це формалiзм

на основi гамiльтонiанiв Калдiрола-Канаї (Caldirola-Kanai) [451, 452] (див.

також iнтенсивнi дослiдження [453, 454, 455, 456, 457, 458], узагальнен-

ня [459, 460, 461, 462, 463, 464, 465]). Серед iнших пiдходiв можна вiдзначити

побудову нелiнiйних (не-ермiтових, non-hermitian) гамiльтонiанiв з операто-

рами Костiна (Kostin) [466], Альбрехта (Albrecht) [467], Хассе (Hasse) [468],

лiнiйних (ермiтових) гамiльтонiанiв Гiзiна (Gisin) [469], Екснера (Exner) [470],

Полiхронакоса (Polychronakos) та Тзанi (Tzani) [471]. В цiй роботi ми вибере-

мо напрямок Альбрехта, в формалiзмi якого потенцiал з дисипативною ком-

понентою визначається на основi усереднення по хвильовим пакетам [467]:

V (x) = V0(x) + γ W (x),

W (x) =
(
x− ⟨x⟩

) [
cp+ (1− c) ⟨p⟩

]
− i h̄c

2
,

(13.1)

де V0(x) — потенцiал стандартного стацiонарного рiвняння Шредiнгера, γ

та c — довiльнi дiйснi параметри, ⟨x⟩ та ⟨p⟩ — усередненi координата та iм-

пульс, де усереднення виконується по координатi x з використанням хвиле-

вих пакетiв, що базуються на розв’язках рiвняння Шредiнгера з потенцiалом
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V (x). Ця властивiсть видiляє пiдхiд Альбрехта серед iнших пiдвищеною скла-

днiстю у математичному формулюваннi та комп’ютерних розрахунках. Саме

тому ми вважаємо, що пiсля вдалої побудови такого формалiзму для визна-

чення хвилевої функцiї, бiльшiсть останнiх пiдходiв цiєї групи можна далi

буде розв’язати на основi подiбних вже знайдених iдей. Вiдповiдно до [467],

при c > 0 бiльшiсть потенцiалiв V дає затухаючi розв’язки та не локалiзує

основний стан, тодi як випадок c = 0 зберiгає основнi стани. Щоб зрозумiти,

як побудувати пiдхiд для знаходження розв’язкiв рiвняння при довiльному

параметру c, ми розберемося з випадком c = 0.

Основи такого формалiзму було покладено у роботах [80, 81]. Але, пе-

ред тим як застосувати такий формалiзм для складних реалiстичних ядерних

задач, поперш потрiбно було б довести цей пiдхiд до рiвня розрахункiв про-

никностей бар’єрiв простої форми з наявнiстю дисипативної компоненти в

потенцiалi взаємодiї, та проаналiзувати основнi властивостi методу. Деякi за-

гальнi властивостi тунелювання з включеною дисипативною компонентою у

потенцiалi можна дослiдити у задачi тунелювання через найпростiший одно-

мiрний бар’єр прямокутної форми. Знаходження розв’язку такої задачi є ме-

тою цiєї роботи. Ми будемо припускати, що як наступний крок у такому

напрямку дослiджень, цей пiдхiд можна бути вдосконалити для роботи з ре-

алiстичними бар’єрами для задач ядерної фiзики, де напрямок дослiджень

треба направити саме на бар’єри довiльної форми (де можна застосувати ме-

тод багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв, який, як ми оцiнюємо, є найбiльш

точним у знаходженнi розв’язку таких задач [263, 264, 265, 54, 71, 72, 73]).

Для дослiджень ми вiзьмемо потенцiальнi бар’єри з задач ядерної фi-

зики. Тут найбiльш глибоко дослiдженi та вiдтестованi потенцiали взаємодiй

мiж фрагментами малої маси та ядрами. Придатними кандидатами для та-

ких фрагментiв можуть бути протони та α-частинки. Тут прояв дисипатив-

них ефектiв у α-ядерних реакцiях є бiльш вагомим. Найбiльш iнтенсивно та
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глибоко α–ядернi взаємодiї вивчались у задачах α-розпаду ядер (див. експе-

риментальнi дослiдження [277, 278, 119, 279, 280, 281, 282, 283, 284, 285, 287],

рiзнi мiкроскопiчнi моделi [217, 288, 289, 212, 290, 291, 214, 292, 293, 294, 215],

макроскопiчнi кластернi моделi [295, 296, 297, 298, 299, 112, 224, 225, 226, 213,

300, 301, 302, 303, 304], моделi подiлу [305, 126]), та розсiяння α-частинок на

ядрах [306, 307, 308, 309, 310]. α-розпади ядер характеризуються перiодами

напiврозпаду, що визначаються на основi процесу формування α-частинки

у внутрiшнiй просторовiй областi ядра, її подальших (квантових) осциляцiй

та вильоту назовнi з тунелюванням через бар’єр. α-захват характеризується

перерiзами, що визначаються на основi проникностей бар’єру при рiзних зна-

ченнях кутового моменту та процесами злиття α-частинки з ядром, де саме

й проявляються дисипативнi ефекти. Вiдповiдно до такої логiки, α-захват є

найбiльш цiкавою реакцiєю, саме що ми й вибираємо для аналiзу у цiй ро-

ботi. Вiдзначимо, що фiзика процесiв злиття при α-захопленнi дослiджена

найменш глибоко [112, 224, 225, 226], та тому будь-яка здобута нова iнфор-

мацiя могла б бути корисною. Оцiнки ймовiрностей захоплення α-частинок

використовуються при описi ядерних реакцiй у зiрках [304, 309, 312].

На сьогоднi, найбiльш поширений пiдхiд до визначення перерiзiв α-

захоплення заснований на розрахунках проникностi бар’єрiв без включення

процесiв злиття (наприклад, див. [112]). З лiтератури можна знайти, що ви-

значення ймовiрностей злиття являє собою серйозну та довго-iснуючу загад-

ку, не дивлячись на довгу iсторiю дослiджень реакцiй захоплення. Тут, Глас

та Мосел увели пiдхiд рiзкого обрiзання кутових моментiв [316, 317], який

широко застосовувався до останнiх часiв (наприклад, див. [321, 322]). Ебер-

хард та iн. запропонували формулу, що дає деяку iнформацiю про злиття

при α-захопленнi на основi порiвняння розрахункових перерiзiв з експери-

ментальними даними при деяких обраних енергiях [313]. У [74] ми показали,

що включення процесiв злиття у задачу дозволяє суттєво покращити згоду
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мiж теорiєю та експериментом. Експериментально, цi реакцiї не дослiдже-

нi достатньо глубоко: ми маємо данi вимiрiв для α-захоплення ядрами 40Ca,
44Ca [313], 59Co [314], 208Pb [315], 209Be [315].

13.2. Метод визначення хвильової функцiї рiвняння

Шредiнгера з потенцiалом Альбрехта

У цьому роздiлi ми коротко розглянемо метод визначення хвильової функцiї

для нестацiонарного рiвняння Шредiнгера з потенцiалом Альбрехта [80, 81].

13.2.1. Рiвняння Шредiнгера з дисипативною компонентою

Розглянемо нестацiонарне рiвняння Шредiнгера:

i h̄
∂

∂t
Ψ(x, t) =

(
− h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V (x, t)

)
Ψ(x, t), (13.2)

в якому потенцiал має деяку залежнiсть вiд часу. Розглянемо хвильову фун-

кцiю, що залежить вiд часу, у виглядi iнтеграла Фур’є:

Ψ(x, t) =

E0∫
0

g(E) e−iEt/h̄ φ(E, x) dE, (13.3)

де φ (E, x) — компонента хвильової функцiї, що не залежить вiд часу t, g(E)

— ваговий фактор у формi гаусiану

g(E) = A e−a
2(k−k̄)2, (13.4)
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де A та a — сталi, k̄ — значення iмпульсу, вiдносно якого локалiзується пакет.

Пiдставляючи хвильову функцiю (13.3) у вираз (13.2), отримаємо:
E0∫
0

g(E) e−iEt/h̄ φ(E, x) EdE =

= − h̄2

2m

E0∫
0

g(E) e−iEt/h̄
∂2φ(E, x)

∂x2
dE +

E0∫
0

g(E)V (x, Ē, t) e−iEt/h̄ φ(E, x) dE.

(13.5)

Застосуємо обернене Фур’є-перетворення до цього рiвняння. Лiва частина

отримає вигляд

1

2π

∫
dt eiE

′t/h̄

E0∫
0

g(E) e−iEt/h̄ φ(E, x) E dE =

= h̄

E0∫
0

g(E)φ(E, x) δ(E ′ − E) E dE = h̄ g(E ′)E ′ φ(E ′, x),

(13.6)

а права частина перетвориться як

− 1

2π

h̄2

2m

∫
dt eiE

′t/h̄

E0∫
0

g(E) e−iEt/h̄
∂2φ(E, x)

∂x2
dE +

+
1

2π

∫
dt eiE

′t/h̄

E0∫
0

g(E)V (x, Ē, t) e−iEt/h̄ φ(E, x) dE =

= − h̄3

2m
g(E ′)

∂2φ(E ′, x)

∂x2
+

1

2π

E0∫
0

dE g(E)φ(E, x)

∫
V (x, Ē, t) ei(E

′−E)t/h̄ dt.

(13.7)

Об’єднуючи цi частини, ми отримаємо наступне рiвняння:

h̄ g(E ′)E ′ φ(E ′, x) = − h̄3

2m
g(E ′)

∂2φ(E ′, x)

∂x2
+

+
1

2π

E0∫
0

dE g(E)φ(E, x)

∫
V (x, Ē, t) ei(E

′−E)t/h̄ dt.
(13.8)

При c = 0 дисипативна компонента WA(x) має вигляд:

WA(x) =< p > (x− < x >). (13.9)
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Визначимо усереднення як

< p > =

∫
Ψ∗(x, t)

(
− i h̄

∂

∂x

)
Ψ(x, t) dx,

< x > =

∫
Ψ∗(x, t)xΨ(x, t) dx,

(13.10)

звiдки отримаємо дисипативну компоненту

WA(x, t) =

= −ih̄
∫
dx1

∫
dx2

E0∫
0

dE1

E0∫
0

dE2

E0∫
0

dE3

E0∫
0

dE4g(E1)g(E2)g(E3)g(E4)×

× ei(E1−E2+E3−E4)t/h̄
(
x− x2

)
φ∗(E1, x1)

∂φ(E2, x1)

∂x1
φ∗(E3, x2)φ(E4, x2),

(13.11)

то розрахуємо повний потенцiал

V (x, t) = V0(x) −

− i h̄ γ

∫
dx1

∫
dx2

E0∫
0

dE1

E0∫
0

dE2

E0∫
0

dE3

E0∫
0

dE4 g(E1) g(E2) g(E3) g(E4) ×

× ei(E1−E2+E3−E4)t/h̄
(
x− x2

)
φ∗(E1, x1)

∂φ(E2, x1)

∂x1
φ∗(E3, x2)φ(E4, x2).

(13.12)

Враховуючи перетворення, знайдемо другу складову правої частини (13.8):

1

2π

E0∫
0

dE g(E)φ(E, x)

∫
V (x, Ē, t) ei(E

′−E)t/h̄ dt = h̄ g(E ′)φ(E ′, x)V0(x) −

−ih̄2γ
∫
dx1

∫
dx2

E0∫
0

dE1

E0∫
0

dE2

E0∫
0

dE3

E0∫
0

dE4 g(E1)g(E2)g(E3)g(E4)g(E
′′)×

×
(
x− x2

)
φ∗(E1, x1)

∂φ(E2, x1)

∂x1
φ∗(E3, x2)φ(E4, x2)φ(E

′′, x).

(13.13)

де

E ′′ = E ′ + E1 − E2 + E3 − E4. (13.14)



314

Таким чином, рiвняння (13.8) перетворюється до наступного (при E ′ → E)(
− h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V0(x)− E

)
φ(E, x) =

= ih̄γ

∫
dx1

∫
dx2

E0∫
0

dE1

E0∫
0

dE2

E0∫
0

dE3

E0∫
0

dE4 ×

× g(E1) g(E2) g(E3) g(E4) g(E
′′)

g(E)

(
x− x2

)
×

× φ∗(E1, x1)
∂φ(E2, x1)

∂x1
φ∗(E3, x2)φ(E4, x2) φ(E

′′, x).

(13.15)

Ми знайшли нове рiвняння без часу, яке залежить вiд дисипативного пара-

метру γ. Якщо цей параметр прямує до нуля, тодi рiвняння (13.14) перетво-

риться до стацiонарного рiвняння Шредiнгера зi стацiонарним потенцiалом

V0(x) без дисипативної компоненти WA(x), що вiдповiдає стацiонарному про-

цесу.

13.2.2. Метод послiдовних наближень

Припускаючи параметр γ достатньо малим, ми будемо шукати розв’язок не-

вiдомої функцiї φ(x) у виглядi

φ(x) = φ0(x) + γ φ1(x), (13.16)

де φ0(x) — хвильова функцiя стацiонарного рiвняння Шредiнгера зi потенцi-

алом V0(x) при енергiї E0. Пiдставляючи розв’язок (13.16) у рiвняння (13.15),

ми отримаємо нове рiвняння, що до членiв при γ1 має вигляд:(
− h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V0(x)− E

)(
φ0(E, x) + γ φ1(E, x)

)
=

= i h̄ γ ·
∫
dx1

∫
dx2

E0∫
0

dE1

E0∫
0

dE2

E0∫
0

dE3

E0∫
0

dE4 ×

× g(E1) g(E2) g(E3) g(E4) g(E
′′)

g(E)

(
x− x2

)
×

× φ∗
0(E1, x1)

∂φ0(E2, x1)

∂x1
φ∗
0(E3, x2)φ0(E4, x2) φ0(E

′′, x).

(13.17)
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Випишемо компоненти при рiзних ступенях γ у (13.17) (позначення E = E0):

γ0 :

(
− h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V0(x)− E0

)
φ0(E0, x) = 0,

γ1 :

(
− h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V0(x)− E0

)
φ1(E0, x) =

= i h̄

∫
dx1

∫
dx2

E0∫
0

dE1

E0∫
0

dE2

E0∫
0

dE3

E0∫
0

dE4 ×

× g(E1) g(E2) g(E3) g(E4) g(E
′′)

g(E0)

(
x− x2

)
×

× φ∗
0(E1, x1)

∂φ0(E2, x1)

∂x1
φ∗
0(E3, x2)φ0(E4, x2) φ0(E

′′, x),

(13.18)

де

E ′′ = E0 + E1 − E2 + E3 − E4. (13.19)

Перше рiвняння у системi (13.18), що нами отримана, — це тотожнiсть згi-

дно до умов задачi. Друге рiвняння визначає невiдому функцiю φ1 на основi

заданої функцiї φ0. Це диференцiйне рiвняння другого порядку та для його

рiшення можна застосувати чисельнi методи.

13.2.3. Точний розв’язок для корекцiї φ1

Для того щоб знайти розв’язки рiвнянь (13.18), нам потрiбно знати корекцiю

φ1, яка невiдома. Перепишемо праву частину другого рiвняння при γ1 як

f (E0, x) = i

E0∫
0

dE1

E0∫
0

dE2

E0∫
0

dE3

E0∫
0

dE4
g(E1) g(E2) g(E3) g(E4) g(E

′′)

g(E0)
×

× φ0(E
′′, x)

{
x I1(E3, E4)− I2(E3, E4)

}
· I3(E1, E2),

(13.20)

де

I1(E1, E2) =

∫
φ∗
0(E1, x)φ0(E2, x) dx,

I2(E1, E2) =

∫
φ∗
0(E1, x)φ0(E2, x) x dx,

I3(E1, E2) =

∫
φ∗
0(E1, x)

∂φ0(E2, x)

∂x
dx,

(13.21)
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та рiвняння (13.18) при γ1 отримають наступний вигляд:(
− h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V0(x)− E0

)
φ1(E0, x) = h̄ f(E0, x). (13.22)

Помножуючи це рiвняння злiва на хвильову функцiю φ0(x), отримаємо:

− h̄2

2m

∂

∂x

[
φ2
0(x)

∂

∂x

φ1(x)

φ0(x)

]
= h̄ φ0(x) f(x). (13.23)

Враховуючи, що функцiї φ0(x) та f(x) вiдомi, ми проiнтегруємо це рiвняння

по dx:

− h̄2

2m
φ2
0(x)

∂

∂x

φ1(x)

φ0(x)
= h̄

∫
φ0(x) f(x) dx+ C1, (13.24)

та отримаємо:

∂

∂x

φ1(x)

φ0(x)
= − 2m

h̄

1

φ2
0(x)

{∫
φ0(x) f(x) dx+ C1

}
. (13.25)

Iнтегруючи це рiвняння по dx ще раз, отримаємо точний розв’язок для фун-

кцiї φ1:

φ1(x) = −φ0(x)

{
2m

h̄

∫
1

φ2
0(x)

[∫
φ0(x) f(x) dx+ C1

]
dx+ C2

}
. (13.26)

Використовуючи сталi C1 та C2, можна деформувати корекцiю φ1 до да-

ної хвильової функцiї φ0 (тобто ми створили метод явної деформацiї повної

хвильової функцiї, що могло би бути цiкавим при пошуках нових квантових

систем з заданими властивостями). Як було показано у роботi [80], у вузлах

хвильової функцiї φ0(x) її корекцiя φ1 має вигляд:

φ1(x) = −φ0(x)

{
2m

h̄

∫
f(x)

2φ′
0(x)

dx+ C2

}
. (13.27)

Таким чином, корекцiя φ1(x) прямує до нуля у вузлах та, на цiй основi вона

не має розбiжностей.

13.3. Тунелювання крiзь прямокутний бар’єр

Тепер ми розглянемо одномiрну задачу тунелювання частинки з масою m у

напрямку осi x через прямокутний потенцiйний бар’єр. Позначимо область I
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при x < 0, область II при 0 < x < a та область III при x > a вiдповiдно.

Стацiонарна хвильова функцiя для такого процесу тунелювання має вигляд:

φ0(x) =


eikx + AR e

−ikx при x < 0,

α eξx + β e−ξx при 0 < x < a,

AT e
ikx при x > a,

(13.28)

де k = 1
h̄

√
2mE, ξ = 1

h̄

√
2m(V1 − E), E — повна енергiя частинки. Амплiтуди

AT , AR, α та β можна визначити, якщо використати умови неперервностi хви-

льової функцiї та її похiдної на кожнiй межi бар’єра. Ми маємо (наприклад,

див. [263, 264, 54, 71, 72, 73]):

AT =
i4kξ e−ξa−ika

Fsub
, α =

2k (iξ − k) e−2ξa

Fsub
,

AR =
k20D−

Fsub
, β =

2k (iξ + k)

Fsub
,

(13.29)

де
Fsub = (k2 − ξ2)D− + 2ikξD+,

D± = 1± e−2ξa,

k20 = k2 + ξ2 =
2mV1

h̄2
.

(13.30)

Пiдставляючи у (13.3) хвилю φinc(k, x), що падає на бар’єр, а також прошед-

шу хвилю φtr(k, x) або вiдбиту хвилю φref(k, x) вiд хвильової функцiї φ(k, x),

що дана (13.28), ми вiдповiдно отримаємо пакет, що падає на бар’єр, або про-

шедший чи вiдбитий пакет.

На основi таких рiшень тепер ми можемо знайти iнтеграли I1, I2 та

I3. Такi розрахунки являють собою математично складну проблему та вони

наведенi у Додатку М [див. стор. 547–552]. Ми отримаємо наступнi рiшення:

I1(E1, E2) = δ(k1 − k2) · f11(E1, E2) + f12(E1, E2),

I2(E1, E2) = f
(+)
21 (E1, E2) ·

∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=k2+k1

+

+ f
(−)
21 (E1, E2) ·

∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=k2−k1

+ f22(E1, E2),

I3(E1, E2) = δ(k1 − k2) · f31(E1, E2) + f32(E1, E2),

(13.31)
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де

f11(E1, E2) = π
(
A∗
T, 1AT, 2 + A∗

R, 1AR, 2 + 1
)
,

f12(E1, E2) =
α∗
1α2 e

(ξ1+ξ2)a − β∗
1β2 e

−(ξ1+ξ2)a − α∗
1α2 + β∗

1β2
ξ1 + ξ2

−

−
i (A∗

R, 1 − AR, 2)

k1 + k2
+

{
i
(
A∗
T, 1AT, 2 e

i(k2−k1)a + A∗
R, 1AR, 2 − 1

)
k2 − k1

+

+
α2 β

∗
1 e

(ξ2−ξ1)a − α∗
1 β2 e

−(ξ2−ξ1)a − α2 β
∗
1 + α∗

1 β2
ξ2 − ξ1

}∣∣∣∣
E1 ̸=E2

+

+ a ·
{
α∗
1 β2 + β∗

1 α2 − A∗
T, 1AT, 2

}∣∣∣
E1=E2

,

(13.32)

f
(+)
21 (E1, E2) = i π (AR, 2 − A∗

R, 1),

f
(−)
21 (E1, E2) = i π (A∗

T, 1AT, 2 − A∗
R, 1AR, 2 − 1),

f22(E1, E2) =
1

(ξ1 + ξ2)2

{[
(ξ1 + ξ2) a− 1

]
α∗
1 α2 e

(ξ1+ξ2)a −

−
[
(ξ1 + ξ2) a+ 1

]
β∗
1 β2 e

−(ξ1+ξ2)a + α∗
1 α2 + β∗

1 β2

}
+

+
A∗
R, 1 + AR, 2

(k1 + k2)2
+

a2

2
·
{
α∗
1 β2 + β∗

1 α2 − A∗
T, 1AT, 2

}∣∣∣
E1=E2

+

+

{
1

(ξ2 − ξ1)2

([
(ξ2 − ξ1) a− 1

]
α2 β

∗
1 e

(ξ2−ξ1)a −

−
[
(ξ2 − ξ1) a+ 1

]
α∗
1 β2 e

−(ξ2−ξ1)a + α2 β
∗
1 − α∗

1 β2

)
+

+
A∗
T, 1AT, 2

(k2 − k1)2

(
[i(k2 − k1) a− 1] ei(k2−k1)a + 1

)
+

+
A∗
T, 1AT, 2 − A∗

R, 1AR, 2 + 1

(k1 − k2)2

}∣∣∣∣∣
E1 ̸=E2

,

(13.33)
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f31(E1, E2) = π ik2 (A
∗
T, 1AT, 2 − A∗

R, 1AR, 2 + 1),

f32(E1, E2) =
ξ2

ξ1 + ξ2

[
α∗
1 α2 e

(ξ1+ξ2)a + β∗
1 β2 e

−(ξ1+ξ2)a − α∗
1 α2 − β∗

1 β2

]
+

+
k2 (A

∗
R, 1 + AR, 2)

k1 + k2
+ a ·

{
ξ2 β

∗
1 α2 − ξ2 α

∗
1 β2 − ik2A

∗
T, 1AT, 2

}∣∣∣
E1=E2

−

−
{
k2
(
A∗
T, 1AT, 2 e

i(k2−k1)a − A∗
R, 1AR, 2 − 1

)
k2 − k1

−

−
ξ2
(
α2 β

∗
1 e

(ξ2−ξ1)a + α∗
1 β2 e

−(ξ2−ξ1)a − α2 β
∗
1 − α∗

1 β2
)

ξ2 − ξ1

}∣∣∣∣
E1 ̸=E2

.

(13.34)

Використовуючи отриманi розв’язки для iнтегралiв, тепер ми знайдемо фун-

кцiю f(E0, x), яка визначена у (13.20). Її рiшення наведено у Додатку М.2

[див. стор. 552–559]] та її розв’язок має вигляд (М.32):

f(E0, x) =
i

g(E0)

h̄

m
J1(E0)

{
x
h̄

m
g(E0)φ0(E0, x) · J2(E0)+

+ x · J3(E0, x) +
2 h̄

m
g(E0)φ0(E0, x) ×

×
([
g2(E3) f

(−)
21 (E3, E3) k3

]∣∣∣E3=E0

E3=0
− J4(E0)

)
− J5(E0, x)

}
+

+
i

g(E0)
·

{
x · h̄

m
· J6(E0, x) · J2(E0) + x · J7(E0, x) +

+
2 h̄

m
· J6(E0, x) ·

[
g2(E3) f

(−)
21 (E3, E3) k3

]∣∣∣E3=E0

E3=0
−

− 2 h̄

m
· J6(E0, x) · J4(E0) − J8(E0, x)

}
,

(13.35)

де розрахунки iнтегралiв J1(E0) . . .J8(E0, x) приведено у (М.33) та (М.34) у

Додатку М.2 [див. стор. 552–559].
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13.3.1. Проблема iнтерференцiї мiж хвилею, що падає на бар’єр, та

вiдбитою хвилею

Повну хвильову функцiю φtotal у першiй областi x < 0 можна переписати як

суму хвилi φinc, що падає на бар’єр, та вiдбитої хвилi φref :

φtotal = φinc + φref , (13.36)

звiдки ми отримаємо повний потiк:

j (φtotal) =
ih̄

2m

[(
φinc + φref

)
∇
(
φ∗
inc + φ∗

ref

)
− h. c.

)]
= jinc + jref + jmixed,

(13.37)

де

jinc =
ih̄

2m

(
φinc∇φ∗

inc − h. c.
)
,

jref =
ih̄

2m

(
φref∇φ∗

ref − h. c.
)
,

jmixed =
ih̄

2m

(
φinc∇φ∗

ref + φref∇φ∗
inc − h. c.

)
.

(13.38)

Тут, компонента jmixed описує iнтерференцiю мiж хвилею, що падає на бар’єр,

та вiдбитою хвилею у першiй областi при x < 0 (далi ми будемо називати її як

змiшана компонента вiд повного потоку або просто потоком змiшування

(flux of mixing)). З умови збереження повного потоку jtotal ми отримаємо потiк

jtr для хвилi, що пройшла через бар’єр, та:

jinc = jtr − jref − jmixed, jtr = jtotal = const. (13.39)

Звiдси можна бачити, що потiк змiшування вносить невизначенiсть у знахо-

дження проникностi та вiдбиття при однiй та тiй же вiдомiй повнiй хвильовiй

функцiї.

Ми визначимо коефiцiєнти проникностi, вiдбиття та змiшування так:

T =
jtr
jinc

, R =
jref
jinc

, M =
jmixed

jinc
. (13.40)
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Тодi, з формул (13.39) та (13.40) отримаємо (jtr та jref направленi у протиле-

жних напрямках, а jinc та jtr — у однаковому напрямку):

|T |+ |R| −M = 1. (13.41)

Звiдси ми бачимо, що умова |T |+|R| = 1 має сенс у квантовiй механiцi тiльки

тодi, коли не iснує iнтерференцiї мiж хвилею, що падає на бар’єр, та вiдбитою

хвилею, тобто

jmixed = 0. (13.42)

13.3.2. Проникнiсть

Припускаючи коефiцiєнт γ достатньо малим, ми будемо шукати розв’язок

для невiдомої функцiї φ(x) як

φ(x) = φ0(x) + γ φ1(x) = φ0(x)
{
1 + γ ϕ(x)

}
, (13.43)

де

ϕ(x) =
φ1(x)

φ0(x)
= − 2m

h̄2

∫
1

φ2
0(x)

[∫
φ0(x) f(x) dx+ C1

]
dx+ C2. (13.44)

Знайдемо потiк, що пройшов через бар’єр:

jtr =
ih̄

2m

(
φtr∇φ∗

tr − h. c.
)

=

=
ih̄

2m

(
φtr,0∇φ∗

tr,0 + γ φtr,0∇φ∗
tr,0

(
ϕtr + ϕ∗tr

)
+ γ2 φtr,0∇φ∗

tr,0 |ϕtr|2 +

+ γ |φtr,0|2∇ϕ∗tr + γ2 |φtr,0|2 ϕtr∇ϕ∗tr − c. c.
)
.

(13.45)

Убираючи всi компоненти при γ2, отримаємо для потоку, що пройшов через

бар’єр, наступний вираз:

jtr = jtr,0 + γ ·
{
jtr,0

(
ϕtr + ϕ∗tr

)
+

ih̄

2m
|φtr,0|2

(
∇ϕ∗tr − h. c.

)}
, (13.46)

та вiдповiдний вираз для проникностi:

T =
jtr,0
jinc

+ γ ·
{
jtr,0

(
ϕtr + ϕ∗tr

)
+

ih̄

2m
|φtr,0|2

(
∇ϕ∗tr − h. c.

)} 1

jinc
=

= T0 + γ ·
{
T0
(
ϕtr + ϕ∗tr

)
+

ih̄

2m

1

jinc
|φtr,0|2

(
∇ϕ∗tr − h. c.

)}
.

(13.47)
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Перепишемо його у наступному виглядi:

T = T0 + γ ·∆T, (13.48)

де

∆T = T0
(
ϕtr + ϕ∗tr

)
+

ih̄

2m

1

jinc
|φtr,0|2

(
∇ϕ∗tr − h. c.

)
. (13.49)

Пiдставляючи сюди компоненту хвильової функцiї вiдповiдно до хвилi, що

пройшла через бар’єр:

φtr,0 = AT e
ikx, ∇φtr,0 = ik AT e

ikx, ∇φ∗
tr,0 = − ik A∗

T e
−ikx, (13.50)

отримаємо
ih̄

2m
|φtr,0|2 = i

jtr,0
2k

. (13.51)

Тепер ми перепишемо розв’язок (13.49) так

∆T = T0

{
ϕtr + ϕ∗tr +

i

2k

(
∇ϕ∗tr − h. c.

)}
= T0

{
2 Re(ϕtr) +

1

k
∇ Im(ϕtr)

}
.

(13.52)

Таким чином, ми отримали наступний вираз для проникностi:

T = T0 + γ ·∆T, ∆T = T0

{
2 Re(ϕtr) +

1

k
∇ Im(ϕtr)

}
,

T = T0 · δT, δT = 1 + γ
{
2 Re(ϕtr) +

1

k
∇ Im(ϕtr)

}
.

(13.53)

Будемо називати ∆T дисипативною корекцiєю проникностi.

13.4. Аналiз тунелювання у захопленнi α-частинки

ядром 44Ca

Будемо вивчати прояв та властивостi дисипативних сил при тунелюваннi че-

рез прямокутний бар’єр у задачi захоплення α-частинки ядром. Для аналiзу

ми виберемо ядро 44Ca, на яка налiтає α-частинка з наступним захопленням.

Для опису взаємодiї мiж α-частинкою та ядром ми будемо використовувати

пiдхiд [112], де параметри α-ядерного потенцiалу були здобутi з орiєнтацi-

єю на реакцiї α-захоплення. Ми визначимо межи бар’єра з внутрiшньою та
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зовнiшньою точками повороту R1 та R2 для потенцiалу при параметриза-

цiї [112] при енергiї налiтаючої α-частинки 5 МеВ. Отримаємо R1 = 8.128 фм

таR2 = 10.650 фм; висота бар’єру — Vmax = 6.168 МеВ (ми маємо орбiтальний

момент l = 0).

Розумiння про вплив дисипацiї на процеси тунелювання краще отри-

мати на основi характеристик, якi не залежать вiд дисипативного параметру

γ [тому що цей параметр може змiнюватися довiльно та тому вiн не визна-

чає власно властивостi дисипативних процесiв, що можуть виникати при ту-

нелюваннi через бар’єр, див. (13.1), стор. 308]. Таку iнформацiю надає нам

дисипативна корекцiя ∆T до проникностi або її вiдношення до проникностi

без дисипацiї ∆T/T0.
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Рис.13.1 Вплив дисипативної компоненти на проникнiсть бар’єра для α-захоплення ядром 44Ca.

(а) Дисипативна корекцiя до проникностi ∆T/T0, що визначена першою формулою у (13.53) [див.

стор. 322]. (б) Проникнiсть T0 бар’єра без включення дисипативних сил [тобто без дисипативної

компоненти WA у потенцiалi (13.1), див. стор. 308].

На Рис. 13.1 ми представляємо результати наших розрахункiв остан-

ньої характеристики у залежностi вiд енергiї α-частинки. Аналiзуючи отри-

манi результати, ми робимо наступнi висновки:

• У повнiй областi енергiй дисипативна корекцiя ∆T є негативною. Звiдси

слiдує, що включення дисипативного члена WA типу Альбрехта у потен-

цiал (13.1) понижує проникнiсть бар’єру. Цей результат є природним,
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але вiн був отриманий на основi нетривiальних розрахункiв на основi

розробленого методу, що вказує на його ефективнiсть.

• Ми виявляємо iснування чiткого мiнiмуму у залежностi дисипативної

корекцiї ∆T/T0 вiд енергiї налiтаючої α-частинки при E = 5.27 МеВ,

де вплив дисипативних сил на процеси тунелювання повинен бути ма-

ксимальним (iснує також iнший але суттєво менший мiнiмум у цiй за-

лежностi при E = 2.22 МеВ). При подальшому зростаннi енергiї вплив

дисипативних сил зменшується.

• При зменшеннi енергiї α-частинки (з 5.27 МеВ) енергiя тунелювання зни-

жується глибше пiд бар’єр та дисипативна корекцiя ∆T/T0 зменшується.

Це вказує на послаблення впливу дисипативних сил на тунелювання.

• Залежнiсть дисипативної корекцiї ∆T/T0 вiд енергiї α-частинки має

осциляцiйний характер. Така поведiнка пояснюється хвильовою приро-

дою тунелювання пiд бар’єром.
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13.5. Головнi результати i висновки до Роздiлу 13

У даному роздiлi побудовано новий метод знаходження хвильової функцiї

для квантових систем у полi одномiрного потенцiалу Альбрехта з дисипа-

тивною компонентою, що визначається на основi хвильових пакетiв. Метод

дозволяє управляти iнтенсивнiстю впливу дисипативних сил такого типу на

процеси тунелювання завдяки довiльного параметра γ. Для частинки, що ту-

нелює через прямокутний бар’єр, метод визначає проникнiсть у залежностi

вiд дисипативного параметра γ. Проаналiзовано загальнi властивостi дисипа-

тивних ефектiв при тунелюваннi на прикладi захоплення α-частинки ядром
44Ca. На основi методу виявлено наступне:

1. Включення дисипативної компоненти у потенцiал Альбрехта послаблює

проникнiсть бар’єра;

2. Вплив дисипативних сил такого типу на процес тунелювання має осци-

ляцiйний характер у залежностi вiд енергiї α-частинки, маючи свiй ма-

ксимум.

Результати цих дослiджень опублiковано у роботах [80, 81, 82].
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ВИСНОВКИ

Головнi результати дослiджень, що представленi у дисертацiйнiй робо-

тi, полягають у наступному.

1. Побудовано нову квантову теорiю гальмiвного випромiнювання фо-

тонiв в ядерних процесах з застосуванням до α-розпаду сферичних та де-

формованих ядер, розпадiв ядер з вильотом протонiв, розсiяння протонiв та

π-мезонiв на ядрах, спонтанного та потрiйного подiлу ядер. Ця теорiя є най-

бiльш точною в описi iснуючої експериментальної iнформацiї випромiнюван-

ня гальмiвних фотонiв у реакцiях, вказаних вище. Окремi досягнення такої

теорiї сформульовано у роздiлах. Вiдзначимо наступне:

• Теорiя вперше дозволяє вивчати експериментально деформацiї ядер у

розпадах через аналiз спектрiв випромiнювання фотонiв.

• Розроблений новий метод провiдної гармонiки дозволяє суттєво пiдви-

щити точнiсть розрахункiв матричних елементiв випромiнювання у за-

дачах, де виникають труднощi у збiжностi розрахункiв при визначеннi

спектрiв (наприклад, така ситуацiя виникає у задачах подiлу важких

ядер).

• Теорiя дозволяє дослiджувати динамiку та геометрiю вильоту фрагмен-

тiв при потрiйному подiлу ядер через аналiз гальмiвних фотонiв.

• Теорiя єдиним чином описує некогерентне та когерентне випромiнюван-

ня при розсiяннi. Так, у рамках такої єдиної теорiї вперше пояснено сут-

тєву роль некогерентного випромiнювання фотонiв при розсiяннi прото-

нiв на ядрах та вiдсутнiсть такого випромiнювання при альфа-розпадах

ядер (що пiдтверджується експериментами). Суттєвою частиною теорiї є
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формалiзм магнiтного випромiнювання, аномальних магнiтних моментiв

нуклонiв, що складають ядра.

• Теорiя дозволяє вивчати багатонуклонну структуру ядер у альфа-

розпадах на основi аналiзу гальмiвних фотонiв.

• Проведено першi дослiдження випромiнювання гальмiвних фотонiв при

розсiяннi пiонiв (у пучках) на ядрах. Встановлено, що випромiнювання

фотонiв високих енергiй, сформоване за рахунок ядерної частини потен-

цiалiв, вносить iстотний внесок у повний спектр (це вказує на те, що

некулонiвську взаємодiю можна вивчати експериментально через аналiз

вимiрювань гальмiвних фотонiв).

• У теорiї вперше реалiзовано пiдхiд до визначення потенцiалiв взаємодiї у

розсiяннi протонiв на ядрах, π-мезонiв на ядрах через аналiз гальмiвного

випромiнювання фотонiв.

2. Побудовано новий квантово-механiчний метод (що було названо ме-

тодом багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв, або методом БВВ) для опису одно-

мiрного тунелювання пiд бар’єром загальної форми та проходження над ним.

• Метод БВВ є найбiльш точним у визначеннi проникностей одномiрних

бар’єрiв загальної форми (у порiвняннi з iншими пiдходами).

• Метод БВВ (на вiдмiну вiд iнших методiв) повнiстю використовує тести

квантової механiки, що дозволяють оцiнити коректнiсть формалiзму, то-

чнiсть розрахункiв.

• Суттєвою перевагою метода БВВ є його фокус на аналiз бар’єрiв до-

вiльної форми, що дозволяє вивчати реалiстичнi потенцiали взаємодiй у

ядерних задачах.
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• Метод БВВ застосовано до опису процесiв вильоту протона з ядра

(протонний розпад), α-розпаду, α-захоплення, дослiдження особливо-

стей злиття. За допомогою такого метода, суттєво покращено опис екс-

периментальних даних вказаних реакцiй вище (у деяких випадках бiльш

нiж на порядок у порiвняннi з iншими пiдходами).

• При описi α-розпаду та оберненого процесу α-захоплення у формалiзмi

БВВ вперше в єдиному пiдходi об’єднанi тунелювання крiзь бар’єр та

осциляцiї во внутрiшнiй областi ядра. Але такий точний аналiтичний

розв’язок (отриманий вперше) включає ще один додатковий новий мно-

жник, що описує просторовий розподiл α-частинки у межах ядра (його

не iснувало в пiдходi Гамова до визначення перiодiв напiврозпадiв для

α-розпадiв). На прикладi α-захоплення ядрами 44Ca оцiнено роль всiх

цих процесiв при визначеннi ймовiрностi iснування складеного ядра.

• Метод БВВ перевiрено при його застосуваннi до задач квантової космо-

логiї, де використовується iдея тунелювання при описi еволюцiї Всесвiту

на першому етапi. Методом БВВ отримано збiжнiсть розрахункiв прони-

кностi (та iнших вiдповiдних характеристик, з тестами та демонстрацiєю

точностi) для бар’єрiв зi спадаючим потенцiалом у безмежностi (такої си-

туацiї немає у задачах розсiяння та розпадiв в ядернiй фiзицi). Виявлено,

що метод БВВ описує процеси тунелювання у таких задачах з бiльш ви-

сокою точнiстю у порiвняннi з iншими пiдходами, також пропонує тести.

3. Розроблено новий метод визначення хвильової функцiї для тунелю-

вання частинки у полi одномiрного потенцiалу Альбрехта з дисипативною

компонентою, що визначається на основi хвильових пакетiв [80, 81, 82]. Ме-

тод дозволяє управляти iнтенсивнiстю впливу дисипативних сил такого типу

на процеси тунелювання завдяки уведеного довiльного параметра γ. Для ча-

стинки, що тунелює через прямокутний бар’єр, метод визначає проникнiсть
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у залежностi вiд дисипативного параметра γ. Проаналiзовано властивостi

дисипативних ефектiв при тунелюваннi на прикладi захоплення α-частинки

ядром 44Ca. Виявлено, що (1) включення дисипативної компоненти у потен-

цiал Альбрехта послаблює проникнiсть бар’єра; (2) вплив дисипативних сил

такого типу на процес тунелювання має осциляцiйний характер у залежностi

вiд енергiї α-частинки.
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resonant-state wave functions in a simple description of isobaric analog

resonances, Phys. Rev. C 1 (1), 1–3 (1970).



369

348. B. Gyarmati and T. Vertse, Easy method for calculating the resonance

parameters of the isobaric analogue resonance, Nucl. Phys. A 182 (6), 315–

320 (1972).

349. W. R. Coker, Gamow-state analysis of 54Fe(d, n) to proton resonances in
55Co, Phys. Rev. C9 (2), 784–786 (1974).

350. W. R. Coker, Distorted-wave Born-approximation analysis of 36,38Ar(d, p)

to neutron resonances in 37,39Ar, Phys. Rev. C 7 (6), 2426–2431 (1973).
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ДОДАТОК A

МАТЕМАТИЧНI ДОДАТКИ

A.1. Полiноми Лежандра

Ми визначаємо полiноми Лежандра Pl (cos θ) та приєднанi полiноми Лежан-

дра Pm
l (cos θ), вiдповiдно до [43] [див. стор. 752–754, (c,1)–(c,4); також див.

[116] (2.6), стор. 34]:

Pl (cos θ) =
1

2l l!

dl

(d cos θ)l
(cos2 θ − 1)l,

Pm
l (cos θ) = sinm θ

dm Pl(cos θ)

(d cos θ)m
=

1

2l l!
sinm θ

dl+m

(d cos θ)l+m
(cos2 θ − 1)l =

= (−1)m
(l +m)!

(l −m)! 2l l!
sin−m θ

dl−m

(d cos θ)l−m
(cos2 θ − 1)l.

(A.1)

де m = 0 . . . l. Цi полiноми пiдлягають умовам нормування, якi можна засто-

совувати для перевiрки знаходження полiномiв (µ = cos θ; див. [43], (c,6)–(c,9)

стор. 753–754):

1∫
−1

[
Pl (µ)

]2
dµ =

2

2l + 1
,

1∫
−1

Pl (µ) Pl′ (µ) dµ = 0,

1∫
−1

[
Pm
l (µ)

]2
dµ =

2

2l + 1

(l +m)!

(l −m)!
,

1∫
−1

Pm
l (µ) Pm

l′ (µ) dµ = 0.

(A.2)



383

Знайдемо полiноми Лежандра Pl:

P0 (cos θ) = 1,

P1 (cos θ) = cos θ,

P2 (cos θ) =
1

2
(3 cos2 θ − 1),

P3 (cos θ) =
1

2

(
5 cos3 θ − 3 cos θ

)
,

P4 (cos θ) =
1

8

(
35 cos4 θ − 30 cos2 θ + 3

)
,

P5 (cos θ) =
1

8

(
63 cos5 θ − 70 cos3 θ + 15 cos θ

)
.

(A.3)

Випишемо приєднанi полiноми Лежандра при перших значеннях l та m:

P 0
0 (cos θ) = 1, P 0

1 (cos θ) = cos θ, P 1
1 (cos θ) = sin θ,

P 0
2 (cos θ) =

1
2 (3 cos

2 θ − 1), P 1
2 (cos θ) = 3 sin θ cos θ, P 2

2 (cos θ) = 3 sin2 θ,

(A.4)

P 0
3 (cos θ) =

1

2
(5 cos2 θ − 3) cos θ, P 1

3 (cos θ) =
3

2
sin θ (5 cos2 θ − 1),

P 2
3 (cos θ) = 15 sin2 θ cos θ, P 3

3 (cos θ) = 15 sin3 θ,

(A.5)

P 0
4 (cos θ) =

1

8
[35 cos4 θ − 30 cos2 θ + 3], P 3

4 (cos θ) = 105 sin3 θ cos θ,

P 1
4 (cos θ) =

1

2
sin θ (35 cos3 θ − 15 cos θ), P 4

4 (cos θ) = 105 sin4 θ,

P 2
4 (cos θ) =

1

2
sin2 θ (105 cos2 θ − 15),

(A.6)

P 0
5 (cos θ) =

1

8

(
63 cos5 θ − 70 cos3 θ + 15 cos θ

)
, P 4

5 (cos θ) = 945 sin4 θ cos θ,

P 1
5 (cos θ) =

15

8
sin θ (21 cos4 θ − 14 cos2 θ + 1), P 5

5 (cos θ) = 945 sin5 θ.

P 2
5 (cos θ) =

105

2
sin2 θ (3 cos3 θ − cos θ),

P 3
5 (cos θ) =

105

2
sin3 θ (9 cos2 θ − 1),

(A.7)
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A.2. Сферичнi функцiї Ylm

Сферичнi функцiї Ylm(θ, φ) визначаємо, вiдповiдно до [43] (див. стор. 119,

(28,7)–(28,8), стор. 752–755):

Ylm(θ, φ) = (−1)
m+|m|

2 il

√
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

P
|m|
l (cos θ) · eimφ, (A.8)

де Pm
l (cos θ) — приєднанi полiноми Лежандра (див. Додаток A.1). Для фун-

кцiй Ylm(θ, φ) виконується умова нормування (див. [43], (28,3), стор. 118):

2π∫
0

π∫
0

Y ∗
l′m′(θ, φ) Ylm(θ, φ) sin θ dθ dφ = δll′δmm′. (A.9)

Функцiї Ylm(θ, φ), що вiдрiзняються знаком iндекса m, пов’язанi друг з дру-

гом спiввiдношеннями (див. (28,9), стор. 119 у [43]):

Y ∗
lm(θ, φ) = (−1)l−m Yl−m(θ, φ). (A.10)

Випишемо вирази для декiлькох перших нормованих сферичних функцiй

Ylm(θ, φ) (див. [43], стор. 754–755):

Y00 =
1√
4π
, Y10 = i

√
3

4π
cos θ,

Y1,±1 = ∓ i

√
3

8π
sin θ · e±iφ, Y20 =

√
5

16π
(1− 3 cos2 θ),

Y2,±1 = ±
√

15

8π
cos θ sin θ · e±iφ, Y2,±2 = −

√
15

32π
sin2 θ · e±2iφ,

(A.11)

Y30 = − i

√
7

16π
cos θ (5 cos2 θ − 3),

Y3,±1 = ± i

√
21

64π
sin θ (5 cos2 θ − 1) · e±iφ,

Y3,±2 = − i

√
105

32π
cos θ sin2 θ · e±2iφ,

Y3,±3 = ± i

√
35

64π
sin3 θ · e±3iφ.

(A.12)
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A.3. Сферичнi функцiї Бесселя

Визначимо сферичнi функцiї Бесселя (функцiї Бесселя напiвцiлого порядку),

вiдповiдно до (33,9), (33,10) та (33,11) у [43] (див. стор. 139), так:

Jn+1/2(x) = (−1)n
√

2x

π
xn
( d

xdx

)n sinx

x
. (A.13)

Знайдемо рекурентне спiввiдношення:

Jn+1/2(x) = (n− 1/2)
J(n−1)+1/2(x)

x
−
d J(n−1)+1/2(x)

dx
. (A.14)

Для перших iндексiв отримаємо

J1/2(x) =

√
2x

π

sinx

x
,

J1+1/2(x) =

√
2x

π

{
sinx

x2
− cosx

x

}
,

J2+1/2(x) =

√
2x

π

{( 3

x3
− 1

x

)
sinx− 3

x2
cosx

}
,

J3+1/2(x) =

√
2x

π

{(15
x4

− 6

x2

)
sinx+

(1
x
− 15

x3

)
cosx

}
,

J4+1/2(x) =

√
2x

π

{(105
x5

− 45

x3
+

1

x

)
sinx+

(
−105

x4
+

10

x2

)
cosx

}
,

J5+1/2(x) =

√
2x

π

{(945
x6

− 420

x4
+

15

x2

)
sinx+

(
−945

x5
+

105

x3
− 1

x

)
cosx

}
,

J6+1/2(x) =

√
2x

π

{(10395
x7

− 4725

x5
+

210

x3
− 1

x

)
sinx+

+
(
−10395

x6
+

1260

x4
− 21

x2

)
cosx

}
.

(A.15)

A.4. Коефiциєнти Клебша-Гордона

Визначимо коефiциєнти Клебша-Гордона, вiдповiдно до Таблицi ПА.1 з [116

(див. стор. 317, також див. Табл. A.1):
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(ja1j
∣∣mambm)

mb = 1 mb = −1

j = ja + 1

(
(ja +m) (ja +m+ 1)

(2ja + 2) (2ja + 2)

)1/2 (
(ja −m) (ja −m+ 1)

(2ja + 1) (2ja + 2)

)1/2

j = ja −

(
(ja +m) (ja −m+ 1)

2ja (ja + 1)

)1/2 (
(ja −m) (ja +m+ 1)

2ja (ja + 1)

)1/2

j = ja − 1

(
(ja −m) (ja −m+ 1)

2ja (2ja + 1)

)1/2 (
(ja +m+ 1) (ja +m)

2ja (2ja + 1)

)1/2

Табл. A.1. Коефiциєнти Клебша-Гордона.

(011
∣∣ 2,−1, 1) = 0, (011

∣∣ 0, 1, 1) =√1

2
,

(011
∣∣ 0,−1,−1) =

√
1

2
, (011

∣∣− 2, 1,−1) = 0;

(A.16)

(111
∣∣ 2,−1, 1) = 0, (111

∣∣ 0, 1, 1) = −
√

1

2
,

(111
∣∣ 0,−1,−1) =

√
1

2
, (111

∣∣− 2, 1,−1) = 0;

(A.17)

(211
∣∣ 2,−1, 1) =

√
3

5
, (211

∣∣ 0, 1, 1) =√ 1

10
,

(211
∣∣ 0,−1,−1) =

√
1

10
, (211

∣∣− 2, 1,−1) =

√
3

5
.

(A.18)

A.5. Коефiцiєнти Cmµ′

lf lphn
при li = 0

Розглянемо коефiцiєнти Cmµ′

lf lphn
при li = 0:

Cmµ′

lf lphn
= (−1)lf+n+1−µ′+ |m+µ′|

2 (n, 1, lph
∣∣−m− µ′, µ′,−m) ×

×

√
(2lf + 1)(2n+ 1)

32π

(lf − 1)!

(lf + 1)!

(n− |m+ µ′|)!
(n+ |m+ µ′|)!

.
(A.19)

Вiдповiдно до (??), при lf = 1, lph = 1 та n = 0 ми маємо

m = −µ′ = ±1. (A.20)
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Коефiцiєнт Cmµ′

lf lphn
приймає наступний вигляд:

Cmµ′

110 =

= (−1)1+0+1−µ′+0 (011
∣∣ 0, µ′,−m)

√
(2 · 1 + 1) (2 · 0 + 1)

32π

(1− 1)!

(1 + 1)!

(0− 0)!

(0 + 0)!
=

= −
√

3

64π
· (011

∣∣ 0, µ′,−m).

(A.21)

Враховуючи значення (A.16) для наступних коефiцiєнтiв Клебша-Гордона:

(011
∣∣ 0, 1, 1) = (011

∣∣ 0,−1,−1) =

√
1

2
,

отримаємо

C−1−1
110 = 0,

C−11
110 = −

√
3

64π
· (011

∣∣ 0, 1, 1) = −
√

3

128π
= −1

8
·
√

3

2 π
,

C1−1
110 = −

√
3

64π
· (011

∣∣ 0,−1,−1) = −
√

3

128π
= −1

8
·
√

3

2 π
,

C11
110 = 0.

(A.22)

При lf = 1, lph = 1 та n = 1 властивiсть (A.20) виконується також.

Коефiцiєнти Cmµ′

lf lphn
приймають наступний вигляд:

Cmµ′

111 =

= (−1)1+1+1−µ′+0 (111
∣∣ 0, µ′,−m)

√
(2 · 1 + 1) (2 · 1 + 1)

32π

(1− 1)!

(1 + 1)!

(1− 0)!

(1 + 0)!
=

=

√
9

64π
· (111

∣∣ 0, µ′,−m).

(A.23)

Враховуючи значення (A.17) для наступних коефiцiєнтiв Клебша-Гордона:

(111
∣∣ 0, 1, 1) = −

√
1

2
, (111

∣∣ 0,−1,−1) =

√
1

2
,
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ми отримаємо

C−1−1
111 = 0,

C−11
111 =

√
9

64π
· (111

∣∣ 0, 1, 1) = −3

8
·
√

1

2 π
,

C1−1
111 =

√
9

64π
· (111

∣∣ 0,−1,−1) =
3

8
·
√

1

2 π
,

C11
111 = 0.

(A.24)

При lf = 1, lph = 1 та n = 2 властивiсть (A.20) не виконується. Маємо

Cmµ′

112 = (−1)1+2+1−µ′+ |m+µ′|
2 (211

∣∣−m− µ′, µ′,−m) ×

×

√
(2 ·1+1)(2 · 2 + 1)

32π

(1−1)!

(1+1)!

(2−|m+µ′|)!
(2+ |m+µ′|)!

=

= (−1)−µ
′+ |m+µ′|

2

√
15

64 π

(2− |m+ µ′|)!
(2 + |m+ µ′|)!

· (211
∣∣−m− µ′, µ′,−m).

(A.25)

Розпишемо при рiзних m = ±1 та µ′ = ±1:

C−1−1
112 = (−1)1+

|−1−1|
2

√
15

64 π

(2− | − 1− 1|)!
(2 + | − 1− 1|)!

· (211
∣∣ 1 + 1,−1, 1) =

=

√
15

64 π

1

4!
· (211

∣∣ 2,−1, 1) =
1

16

√
5

2π
· (211

∣∣ 2,−1, 1),

C−11
112 = (−1)−1+ |−1+1|

2

√
15

64 π

(2− | − 1 + 1|)!
(2 + | − 1 + 1|)!

· (211
∣∣ 1− 1, 1, 1) =

= −
√

15

64 π
· (211

∣∣ 011) = −1

8

√
15

π
· (211

∣∣ 011),
C1−1

112 = (−1)1+
|1−1|

2

√
15

64 π

(2− |1− 1|)!
(2 + |1− 1|)!

· (211
∣∣− 1 + 1,−1,−1) =

= −
√

15

64 π
· (211

∣∣ 0,−1,−1) = −1

8

√
15

π
· (211

∣∣ 0,−1,−1),

C11
112 = (−1)−1+ |1+1|

2

√
15

64 π

(2− |1 + 1|)!
(2 + |1 + 1|)!

· (211
∣∣− 1− 1, 1,−1) =

=

√
15

64 π

1

4!
· (211

∣∣ − 2, 1,−1) =
1

16

√
5

2π
· (211

∣∣ − 2, 1,−1).

(A.26)
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Використовуючи знайденi значення (A.18) для коефiцiєнтiв Клебша-Гордона:

(211
∣∣ 2,−1, 1) =

√
3

5
, (211

∣∣ 0, 1, 1) =√ 1

10
,

(211
∣∣ 0,−1,−1) =

√
1

10
, (211

∣∣ − 2, 1,−1) =

√
3

5
,

отримаємо

C−1−1
112 =

1

16

√
5

2 π
· (211

∣∣ 2,−1, 1) =
1

16

√
5

2 π
·
√

3

5
=

1

16

√
3

2π
,

C−11
112 = −1

8

√
15

π
· (211

∣∣ 011) = −1

8

√
15

π
·
√

1

10
= −1

8

√
3

2 π
,

C1−1
112 = −1

8

√
15

π
· (211

∣∣ 0,−1,−1) = −1

8

√
15

π
·
√

1

10
= −1

8

√
3

2 π
,

C11
112 =

1

16

√
5

2 π
· (211

∣∣ − 2, 1,−1) =
1

16

√
5

2 π
·
√

3

5
=

1

16

√
3

2π
.

(A.27)

Випишемо значення знайдених коефiцiєнтiв:

C−1−1
110 = 0, C−11

110 = −1

8
·
√

3

2π
, C1−1

110 = −1

8
·
√

3

2 π
, C11

110 = 0;

C−1−1
111 = 0, C−11

111 = −3

8
·
√

1

2π
, C1−1

111 =
3

8
·
√

1

2π
, C11

111 = 0;

C−1−1
112 =

1

16

√
3

2π
, C−11

112 = −1

8

√
3

2 π
, C1−1

112 = −1

8

√
3

2 π
, C11

112 =
1

16

√
3

2π
.

(A.28)

A.6. Функцiї fmµ
′

lfn
(θ)

Розглянемо функцiю fmµ
′

lfn
(θ):

fmµ
′

lfn
(θ) = P 1

lf
(cos θ) P 1

1 (cos θ) P
|m+µ′|
n (cos θ). (A.29)

При lf = 1 та n = 0, 1, 2 маємо

fmµ
′

10 (θ) = P 1
1 (cos θ) P

1
1 (cos θ) P

|m+µ′|
0 (cos θ),

fmµ
′

11 (θ) = P 1
1 (cos θ) P

1
1 (cos θ) P

|m+µ′|
1 (cos θ),

fmµ
′

12 (θ) = P 1
1 (cos θ) P

1
1 (cos θ) P

|m+µ′|
2 (cos θ).

(A.30)
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Розпишемо цю функцiю при рiзних m = ±1 та µ′ = ±1:

f−1,−1
10 (θ) = P 1

1 (cos θ) P
1
1 (cos θ) P

2
0 (cos θ) = 0,

f−11
10 (θ) = P 1

1 (cos θ) P
1
1 (cos θ) P

0
0 (cos θ) = sin2 θ,

f 1−1
10 (θ) = P 1

1 (cos θ) P
1
1 (cos θ) P

0
0 (cos θ) = sin2 θ,

f 1110 (θ) = P 1
1 (cos θ) P

1
1 (cos θ) P

2
0 (cos θ) = 0;

f−1,−1
11 (θ) = P 1

1 (cos θ) P
1
1 (cos θ) P

2
1 (cos θ) = 0,

f−11
11 (θ) = P 1

1 (cos θ) P
1
1 (cos θ) P

0
1 (cos θ) = sin2 θ cos θ,

f 1−1
11 (θ) = P 1

1 (cos θ) P
1
1 (cos θ) P

0
1 (cos θ) = sin2 θ cos θ,

f 1111 (θ) = P 1
1 (cos θ) P

1
1 (cos θ) P

2
1 (cos θ) = 0;

f−1,−1
12 (θ) = P 1

1 (cos θ) P
1
1 (cos θ) P

2
2 (cos θ) = 3 sin4 θ,

f−11
12 (θ) = P 1

1 (cos θ) P
1
1 (cos θ) P

0
2 (cos θ) = 1

2 sin
2 θ (3 cos2 θ − 1),

f 1−1
12 (θ) = P 1

1 (cos θ) P
1
1 (cos θ) P

0
2 (cos θ) = 1

2 sin
2 θ (3 cos2 θ − 1),

f 1112 (θ) = P 1
1 (cos θ) P

1
1 (cos θ) P

2
2 (cos θ) = 3 sin4 θ.

(A.31)
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ДОДАТОК Б

ОСОБЛИВОСТI МОДЕЛI ГАЛЬМIВНОГО

ВИПРОМIНЮВАННЯ ФОТОНIВ ПРИ АЛЬФА-РОЗПАДI

СФЕРИЧНИХ ЯДЕР

Б.1. Першi коррекцiї амплiтуд у теорiї збурень квазiста-

цiонарних станiв

Вiдповiдно до (1.8) та (1.9) (див. стор. 41), часове рiвняння Шредiнгера зi

збуреним гамильтонiаном та хвильова функцiя мають вигляд:

ih̄
∂Ψ(t)

∂t
= (Ĥ0(t) + Ŵ (t)) Ψ(t), (Б.1)

Ψ(t) =

∫
kmin

ak(t)Ψ
(0)
k (t) dk. (Б.2)

Пiдставляючи (Б.2) у (Б.1), запишемо

ih̄

∫
kmin

∂ak(t)

∂t
Ψ

(0)
k dk + ih̄

∫
kmin

ak(t)
∂Ψ

(0)
k

∂t
dk =

= Ĥ0

∫
kmin

ak(t)Ψ
(0)
k dk + Ŵ (t)

∫
kmin

ak(t)Ψ
(0)
k dk.

(Б.3)

Враховуючи (1.5), отримаємо

ih̄

∫
kmin

Ψ
(0)
k

∂ak(t)

∂t
dk =

∫
kmin

Ŵ (t) ak(t)Ψ
(0)
k dk. (Б.4)

Тут ми вводимо оператор Ŵ (t) пiд знак iнтеграла, використовуючи власти-

вiсть лiнiйностi (суперпозицiї) його дiї на функцiї Ψ(0)
k при рiзних k. Уважа-

ючи ваговi амплiтуди a(t) залежними вiд часу, на якi не дiє оператор Ŵ (t),

отримаємо

ih̄

∫
kmin

Ψ
(0)
k

∂ak(t)

∂t
dk =

∫
kmin

ak(t) Ŵ (t)Ψ
(0)
k dk. (Б.5)
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Домножуючи обидвi сторони цiєї рiвностi злiва на Ψ
(0),∗
m i iнтегруючи за змiн-

ною r по усьому простору, отримаємо

ih̄

∫
kmin

(∫
Ψm(0), ∗Ψ(0)

k dr

)
· ∂ak(t)

∂t
dk =

=

∫
kmin

ak(t) ·
(∫

Ψm(0), ∗Ŵ (t)Ψ
(0)
k dr

)
dk.

(Б.6)

Припустимо, що для опису розпадаючої системи можна вибрати систему ква-

зiстацiонарних хвильових функцiй Ψ
(0)
k такою, щоб вона задовольняла насту-

пнiй умовi нормування (для станiв у неперервному спектрi) (див. [43], п. 5,

стор. 30–35): ∫
Ψ(0),∗
m (t)Ψ

(0)
k (t) dr = δ(k −m). (Б.7)

З врахуванняом цього, перепишемо (Б.6) у виглядi:

ih̄
∂am(t)

∂t
=

∫
kmin

ak(t)Wmk(t) dk, (Б.8)

де

Wmk(t) =

∫
Ψ(0),∗
m Ŵ (t)Ψ

(0)
k dr (Б.9)

— матричнi елементи збурення, що включають часовий множник.

У якостi незбуреної хвильової функцiї виберемо хвильову функцiю ква-

зiстацiонарного i-стану до випромiнювання, чому вiдповiдають значення ко-

ефiцiєнтiв у (Б.2): a(0)i = δ(k − i) (тобто a(0)k = 0 при k ̸= i). Для визначення

першого наближення шукаємо ak у виглядi ak = a
(0)
k + a

(1)
k , причому в праву

сторону рiвняння (Б.8) (де маємо малi величини Vmk) пiдставляємо ak = a
(0)
k .

Це дає

ih̄
∂a

(1)
k (t)

∂t
= Wki(t), (Б.10)

Для того щоб вказати, до якої з незбурених функцiй обчислюється корекцiя,

додамо другого iндексу до коефiцiєнтiв ak як

Ψi(t) =

∫
kmin

aki(t)Ψ
(0)
k (t) dk. (Б.11)
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Вiдповiдно до цього, напишемо результат iнтегрування рiвняння (Б.10) у ви-

глядi:

a
(1)
ki (t) = − i

h̄

∫
Wki(t) dt. (Б.12)

За допомогою таких вагових множникiв визначаються хвильовi функцiї у

першому наближеннi.

Б.2. Матричний елемент переходу

Використовуючи хвильовi функцiї у виглядi (1.12) (див. стор. 42), запишемо

матричний елемент переходу i→ f як першу корекцiю (1.10):

afi(t) = − i

h̄

t∫
t0

⟨
kf , nk + 1

∣∣ Ŵ (r, t′) | ki, nk
⟩
dt′, (Б.13)

де Ψi(r, t) = |ki
⟩

i Ψf(r, t) = |kf
⟩

— нестацiонарнi хвильовi функцiї системи

у початковому i-станi й у кiнцевому f -станi, якi не враховують випромiню-

вання фотонiв; nk — число фотонiв одного сорту з iмпульсом k у початко-

вому i-станi. Якщо nk = 0, тодi випромiнювання називається спонтанним.

Якщо nk > 0, тодi випромiнювання називається змушеним (iндукованим).

Наявнiсть фотонiв у початковому станi стимулює додаткове випромiнювання

фотонiв цього ж сорту (що буде видно далi з формули для ймовiрностi ви-

промiнювання). Матричний елемент (Б.13) визначено у першому наближеннi



394

по теорiї збурень:

afi(t) = − i

h̄

t∫
t0

⟨
Ψf(r, t

′), nk + 1

∣∣∣∣ Ŵ (r, t′)

∣∣∣∣ Ψi(r, t
′), nk

⟩
dt′ =

= − i

h̄

t∫
t0

⟨ +∞∫
0

g(k2 − kf)ψf(k2, r) e
−iw(k2)t dk2, nk + 1

∣∣∣∣ Ŵ (r, t′) ×

×
∣∣∣∣

+∞∫
0

g(k1 − ki)ψi(k1, r) e
−iw(k1)t dk1, nk

⟩
dt′ =

= − i

h̄

+∞∫
0

dk2

+∞∫
0

dk1 g
∗(k2 − kf) g(k1 − ki)×

×
⟨
ψf(k2, r), nk + 1

∣∣∣∣
t∫

t0

eiw(k2)t
′
Ŵ (r, t′) e−iw(k1)t

′
dt′
∣∣∣∣ ψi(k1, r), nk ⟩

або

afi(t) =

+∞∫
0

dk2

+∞∫
0

dk1 · g∗(k2 − kf) g(k1 − ki) ·
⟨
k2, nk + 1

∣∣ W̃ (r, t)
∣∣ k1, nk⟩,

(Б.14)

де

W̃ (r, t) = − i

h̄

t∫
t0

eiw2t
′
Ŵ (r, t′) e−iw1t

′
dt′. (Б.15)

У кулонiвському калiбруваннi оператор випромiнювання Ŵ (r, t) має вигляд

(1.4) (див. стор. 40).

Враховуючи векторний потенцiал A(r, t) електромагнiтного поля до-

чiрнього ядра у виглядi (1.14) [див. стор. 42], запишемо

Ŵ (r, t) = −Zeff
e

mc

∑
k,α

√
2πh̄c2

w
×

×
(
ĉk,αe

(α)ei(kr−wt) + ĉ+k,αe
(α),∗e−i(kr−wt)

)
(−ih̄) ∂

∂r
,

(Б.16)

де e(α) — одиничнi вектори поляризацiї випромiненого фотона, k — хвильо-

вий вектор фотона й w = k =
∣∣k∣∣. Вектори e(α) перпендикулярнi до k у
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кулоновському калiбруваннi. Ми маємо двi незалежнi поляризацiї e(1) i e(2)

для фотона з iмпульсом k (α = 1, 2). Пiдставляючи цей вираз у (Б.15), отри-

маємо

W̃ (r, t) = Zeff
e

mc

∑
k,α

√
2πh̄c2

w

t∫
t0

eiw2t
′ ×

×
(
ĉk,αe

(α)ei(kr−wt) + ĉ+k,αe
(α),∗e−i(kr−wt)

)
e−iw1t

′
dt′

∂

∂r
.

(Б.17)

Матричний елемент переходу перетвориться до наступного:⟨
k2, nk + 1

∣∣ W̃ (t)
∣∣ k1, nk⟩ =

= − i

h̄

⟨
k2, nk + 1

∣∣∣∣∣
t∫

t0

eiw2t
′
Ŵ (r, t′) e−iw1t

′
dt′

∣∣∣∣∣ k1, nk
⟩

=

= Zeff
e

mc

∑
k,α

√
2πh̄c2

w
·

⟨
k2, nk + 1

∣∣∣∣∣ ĉk,αe(α)eikr
t∫

t0

ei(w2−w1−w)t′ dt′
∂

∂r
+

+ ĉ+k,αe
(α),∗e−ikr

t∫
t0

ei(w2−w1+w)t
′
dt′

∂

∂r

∣∣∣∣∣ k1, nk
⟩
.

(Б.18)

Фотони вiдповiдають статистицi Бозе, вiдповiдно до якої маємо:⟨
nk + 1

∣∣ ĉ+k,α ∣∣nk⟩ = √
nk + 1,⟨

nk + 1
∣∣ ĉk,α ∣∣nk⟩ = 0.

(Б.19)

Вiдповiдно до (Б.19), перший доданок у (Б.18) зводиться до нуля й ми отри-

маємо ⟨
k2, nk + 1

∣∣ W̃ (t)
∣∣ k1, nk⟩ =

= Zeff
e

m

∑
k,α

√
2πh̄

w

⟨
k2

∣∣∣∣ e(α),∗e−ikr ∂∂r
∣∣∣∣ k1⟩√

nk + 1

t∫
t0

ei(w2−w1+w)t
′
dt′.

(Б.20)

Далi ми будемо вивчати спонтанне випромiнювання, тобто випромiнювання

лише першого фотона з iмпульсом k, до випромiнювання якого фотонiв цього
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сорту не було (nk = 0). Тодi сумування по nk можна усунути та вираз (Б.20)

спрощується:⟨
k2, 1

∣∣ W̃ (t)
∣∣ k1, 0⟩ =

= Zeff
e

m

∑
α=1,2

√
2πh̄

w
·
⟨
k2

∣∣∣∣ e(α),∗e−ikr ∂∂r
∣∣∣∣ k1⟩ ·

t∫
t0

ei(w2−w1+w)t
′
dt′.

(Б.21)

Б.3. Осциляцiї у спектрах випромiнювання у нестацiо-

нарному розглядi

Якщо на систему (α-частинка й дочiрнє ядро) дiє збурення протягом деякого

скiнченого часового iнтервалу t, то ми маємо (при w1 − w2 ̸= w):⟨
k2, 1

∣∣ W̃ (t)
∣∣ k1, 0⟩ =

= Zeff
e

m

∑
α=1,2

√
2πh̄

w
·
⟨
k2

∣∣∣∣ e(α),∗e−ikr ∂∂r
∣∣∣∣ k1⟩ · ei(w2−w1+w)t

′

i(w2 − w1 + w)

∣∣∣∣t′=t
t′=0

=

= Zeff
e

m

∑
α=1,2

√
2πh̄

w

⟨
k2

∣∣∣∣ e(α),∗e−ikr ∂∂r
∣∣∣∣ k1⟩ ×

× sin (w2 − w1 + w) t− i cos (w2 − w1 + w) t+ i

w2 − w1 + w

або ⟨
k2, 1

∣∣ W̃ (t)
∣∣ k1, 0⟩ =

= Zeff
e

m

∑
α=1,2

√
2πh̄

w
·
⟨
k2

∣∣∣∣ e(α),∗e−ikr ∂∂r
∣∣∣∣ k1⟩ · i

w2 − w1 + w
+

+ Zeff
e

m

∑
α=1,2

√
2πh̄

w

⟨
k2

∣∣∣∣ e(α),∗e−ikr ∂∂r
∣∣∣∣ k1⟩ ×

× sin (w2 − w1 + w) t− i cos (w2 − w1 + w) t

w2 − w1 + w
.

(Б.22)

Перший доданок у цiй формулi — це незалежна вiд часового iнтервалу t фун-

кцiя, яка визначає ймовiрнiсть випромiнювання фотона при α-розпадi у ста-

цiонарному пiдходi. Другий доданок вносить у матричний елемент осциляцiї,
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перiод яких безпосередньо пов’язаний iз тривалiстю t дiї збурення. Отже, ми

одержали ймовiрнiсть гальмiвного випромiнювання, що мiстить як монотон-

ну, так i осцилюючу складовi.

Тепер можна врахувати, що α-частинка при вильотi проходить через

усi атомнi оболонки. Можна видiлити деяку границю Rat зовнiшньої оболон-

ки, де закiнчується її вплив на α-частинку. При визначеннi ймовiрностей ви-

промiнювання фотонiв слiд включити всi цi оболонки у сумарний електрома-

гнiтний заряд (що вже залежить вiд вiдстанi мiж центрами мас α-частинки

й дочiрнього ядра): якщо при стартi α-частинки цей заряд практично до-

рiвнює числу протонiв дочiрнього ядра (тобто його зарядовому числу, яке

є досить великим, оскiльки α-розпаднi ядра важкi), то при проходженнi α-

частинки крiзь границю Rat цей заряд знизиться до −2. Якщо за межами

зовнiшньої границi Rat впливом такого сумарного електромагнiтного поля

на α-частинку можна знехтувати, то область з вiдстанню до Rat можна роз-

глядати, як область реального впливу електромагнiтного поля атома на α-

частинку. У такому розглядi перiод осциляцiй несе iнформацiю про часову

тривалiсть прольоту α-частинки, починаючи вiд моменту її формування у

ядрi й закiнчуючи її покиданням просторової областi, обмеженої зовнiшньою

атомною оболонкою iз границею Rat.

Б.4. Стацiонарне наближення

Розглянемо межi iнтегрування:

t0 = −∞, t1 = +∞. (Б.23)

Враховуючи властивiсть

+∞∫
−∞

eiαt dt = 2π δ(α), (Б.24)
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з (Б.21) отримаємо

⟨
k2, 1

∣∣ W̃ ∣∣ k1, 0⟩ = Zeff
e

m

∑
α=1,2

√
2πh̄

w
·
⟨
k2

∣∣∣∣ e(α),∗e−ikr ∂∂r
∣∣∣∣ k1⟩·2πδ(w2−w1+w).

(Б.25)

Нехай

Ffi = Zeff
e

m

√
2πh̄

w
p (ki, kf),

p (ki, kf) =
∑
α=1,2

e(α),∗p(ki, kf), p(ki, kf) =

⟨
k2

∣∣∣∣ e−ikr ∂∂r
∣∣∣∣ k1⟩. (Б.26)

Тодi перепишемо вирази (Б.25) так:⟨
k2, 1

∣∣ W̃ ∣∣ k1, 0⟩ = F21 · 2πδ(w2 − w1 + w). (Б.27)

Матричний елемент (Б.14) приймає наступного вигляду:

afi =

∫
dk2

∫
dk1 g

∗(k2 − kf) g(k1 − ki) · F21 · 2πδ(w2 − w1 + w). (Б.28)

Для квазiмонохроматичних пакетiв маємо

afi = (∆k)2|C|2 · Ffi · 2π δ(w2 − w1 + w), (Б.29)

де C — постiйна. Виберемо її, увiвши нормування для пакетiв

(∆k)2c2 = 1. (Б.30)

Отримаємо остаточний вираз для матричного елемента

afi = Ffi · 2π δ(wf − wi + w). (Б.31)

Такий вираз збiгається (з точнiстю до множника 2π) iз загальною структурою

матричного елемента у пiдходi квантової теорiї поля (наприклад, див. [113]

(21.2) п. 21, стор. 168–169, де функцiя Ffi для дiаграм є гладкою, не мiстить

iнших δ-функцiй). Наявнiсть сингулярного множника у (Б.31) вiдповiдає за-

кону збереження енергiї системи з випромiнюванням.
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Далi нас будуть цiкавити ймовiрностi переходiв, що визначаються на

основi квадрата матричного елемента afi. У квантовiй механiцi використову-

ють ймовiрностi переходiв, що вiдносяться до одиничного iнтервалу часу й

одиничного просторового об’єму. Такi ймовiрностi можна визначити, напри-

клад, у квантовiй теорiї поля, якщо матричний елемент включає 4-вимiрну

δ-функцiю. У нашому випадку безпосереднє обчислення квадрата матрично-

го елемента (Б.31) не дозволяє визначити ймовiрнiсть переходу в одиничному

просторовому об’ємi. Однак, цю проблему можна розв’язати, нормуючи ймо-

вiрнiсть на потiк частинок, що вилiтають.

При обчисленнi квадрата матричного елемента доводиться мати спра-

ву з добутком двох дельта функцiй, що є сингулярними функцiями. Розгля-

немо два способи обчислення такого добутку. Перший спосiб ми беремо з

[113] (див. п. 21, стор. 169), який використовується при побудовi ймовiрно-

стi переходу на основi матричного елемента у пiдходi квантової теорiї поля.

Беручи до уваги, що одновимiрна δ-функцiя виникає у результатi iнтегрува-

ння по всьому часовому iнтервалу (T → ∞), знаходимо формулу пониження

ступеня δ-функцiї (див. [113], § 21, стор. 169):

[δ(w)]2 = δ(w) δ(0) = δ(w) (2π)−1

∫
dt = δ(w) (2π)−1 T. (Б.32)

Звiдки отримаємо

|afi|2 = 2π T |Ffi|2 · δ(wf − wi + w), (Б.33)

що подiбно виразу (4.21) у [113] (з точнiстю до множника (2π)2, див. п. 21,

стор. 169) i збiгається з (42,5) у [43] (точно, див. § 42, стор. 189). Сингулярний

множник T зникає при переходi виразу (Б.33) до ймовiрностi в одиницю часу.

Другий спосiб можна взяти з [43] (див. п. 42, стор. 188-189). Запишемо

матричний елемент до накладення стацiонарної межi у виглядi:

afi = − i

h̄

T∫
0

Vfi(t) dt, (Б.34)
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де Vfi(t) — оператор нестацiонарного збурення. Виберемо вигляд функцiї

Vfi(t) для квазiмонохроматичних пакетiв при спонтанному випромiнюваннi.

З (Б.14), (Б.21) i (Б.30) отримаємо (виберемо t0 = 0, t1 = T ):

Vfi(t) = i h̄ · Ffi · ei (w2−w1+w) t =

= i h̄ · Zeff
e

m

∑
α=1,2

√
2πh̄

w
·
⟨
k2

∣∣∣∣ e(α),∗e−ikr ∂∂r
∣∣∣∣ k1⟩ · ei (w2−w1+w) t,

(Б.35)

де функцiя Ffi визначена у (Б.26). Пiдставляючи Vfi у (Б.34), отримаємо

afi = −i Ffi
ei (wf−wi+w)T − 1

wf − wi + w
. (Б.36)

Звiдси знаходимо квадрат матричного елемента:

|afi|2 = |Ffi|2
4 sin2

(wf − wi + w)T

2
(wf − wi + w)2

. (Б.37)

Використовуючи наступну формулу (див. [43], стор. 188):

lim
T→∞

sin2 αT

α2T
= π δ(α), (Б.38)

при великих T → +∞ отримаємо

|afi|2 = π T |Ffi|2 · δ
(
wf − wi + w

2

)
. (Б.39)

Використовуючи формулу:

δ(ax) =
δ(x)

|a|
, (Б.40)

отримаємо

|afi|2 = 2π T |Ffi|2 · δ(wf − wi + w).

Отже, ми одержали формулу (Б.33), що збiгається з формулою (42,5) у [43]

(див. стор. 189) з точнiстю до множника h̄. Однак, множник h̄ [що з’являється

при введеннi оператора випромiнювання (Б.30)] входить явно у матричний

елемент Ffi, що робить збiг мiж (Б.33) i формалiзмом у п. 42 у [43] повним.
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Б.5. Мультипольний пiдхiд до визначення матричного

елемента

Б.5.1. Наближення сферично симетричного α-розпаду

Будемо вважати, що взаємодiя мiж α-частинкою й дочiрнiм ядром при розпа-

дi може бути описана за допомогою потенцiалу, що повнiстю залежить лише

вiд вiдстанi мiж центрами мас α-частинки й дочiрнього ядра. У такому ви-

падку застосовується сферично симетричний опис розпаду. Ми зорiєнтуємо

систему координат так, щоб вiсь z була спiвнаправлена з вектором k, i отри-

маємо

Dνµl(φ, θ, 0) = δµν. (Б.41)

Хвильовi функцiї розпадаючої системи в початковому й кiнцевому станах

роздiляються на радiальну й кутову компоненти, такi стани характеризую-

ться квантовими числами l i m. Нас буде цiкавити випромiнювання фотона,

при якому система переходить у суперпозицiю по всiх можливих кiнцевих

станах з рiзними числами mf при однаковому lf . Нехай у початковому станi

ми маємо li = mi = 0 i радiальна компонента хвильової функцiї φf(r) не

залежить вiд mf при обраному lf . Маємо

ψi(r) = φi(r) Y00(n
i
r),

ψf(r) = φf(r)
∑
mf

Ylfmf
(nfr ).

(Б.42)

Тодi матричний елемент (1.26) перетвориться до такого

p (ki, kf) =
√
2π
∑
l=1

(−i)l
√
2l + 1

[
pMl − ipEl

]
, (Б.43)

де

pMl =
∑

µ=−1,1
µhµ p

M
lµ , pEl =

∑
µ=−1,1

µ2hµ p
E
lµ (Б.44)
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i

pMlµ =

+∞∫
0

dr

∫
dΩ r2 ψ∗

f(r)

(
∂

∂r
ψi(r)

)
A∗
lµ(r,M),

pElµ =

+∞∫
0

dr

∫
dΩ r2 ψ∗

f(r)

(
∂

∂r
ψi(r)

)
A∗
lµ(r, E).

(Б.45)

Використовуючи градiєнтну формулу (див. (2.56), стор. 46 у [116]):

∂

∂r
f(r)Ylm(nr) =

=

√
l

2l + 1

(
df

dr
+
l + 1

r
f

)
Tll−1,m(nr)−

√
l + 1

2l + 1

(
df

dr
− l

r
f

)
Tll+1,m(nr),

(Б.46)

знаходимо
∂

∂r
ψi(r) = − dφi(r)

dr
T01,0(n

i
r), (Б.47)

i тодi матричнi елементи здобувають вигляду:

pMlph = − IM(lf , lph, lph) · J (lf , lph),

pElph = −
√

lph + 1

2lph + 1
IE(lf , lph, lph − 1) · J (lf , lph − 1) +

+

√
lph

2lph + 1
IE(lf , lph, lph + 1) · J (lf , lph + 1),

(Б.48)

де

J (lf , n) =

+∞∫
0

φ∗
f(l, r)

dφi(r)

dr
jn(kr) r

2dr,

IM(lf , lph, n) =
∑
mf

∑
µ=±1

µhµ

∫
Y ∗
lfm

(nfr )T01,0(n
i
r)T

∗
lphn,µ

(nph) dΩ,

IE(lf , lph, n) =
∑
mf

∑
µ=±1

hµ

∫
Y ∗
lfm

(nfr )T01,0(n
i
r)T

∗
lphn,µ

(nph) dΩ.

(Б.49)

Обчислимо наступнi коефiцiєнти Клебша-Гордона (див. Додаток A.4):

(110 |1,−1, 0) = (110 | − 1, 1, 0) =

√
1

3
, (Б.50)
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з (1.31) i (Б.47) отримаємо

T01,0(n
i
r) =

∑
µ=±1

(110 | − µµ0) Y1,−µ(n
i
r) ξµ =

√
1

3

∑
µ=±1

Y1,−µ(n
i
r) ξµ,

∂

∂r
ψi(r) = −

√
1

3

dφi(r)

dr

∑
µ=−1,1

Y1,−µ(n
i
r) ξµ

(Б.51)

i для кутових iнтегралiв для переходу у суперпозицiю за всiма можливими

кiнцевими f -станами з рiзними mf при обраному lf з (Б.49) знаходимо

IM(lf , lph, n) =

√
1

3

∑
mf

∑
µ=±1

µhµ

∫
Y ∗
lfm

(nfr )
∑
µ′=±1

Y1,−µ′(nir) ξµ′T∗
lphn,µ

(nph) dΩ,

IE(lf , lph, n) =

√
1

3

∑
mf

∑
µ=±1

hµ

∫
Y ∗
lfm

(nfr )
∑
µ′=±1

Y1,−µ′(nir) ξµ′T∗
lphn,µ

(nph) dΩ.

(Б.52)

Б.5.2. Матричний елемент при li ̸= 0

Якщо, ядро при розпадi у початковому станi має li ̸= 0, то хвильову функцiю

такого стану можна записати так:

ψi(r) = φi(r)
∑
mi

Ylimi
(nir). (Б.53)

Використовуючи градiєнтну формулу (Б.46), отримаємо

∂

∂r
ψi(r) =

∂

∂r

{
φi(r)

∑
mi

Ylimi
(nir)

}
=

=

√
li

2li + 1

(
dφi(r)

dr
+
li + 1

r
φi(r)

)∑
mi

Tlili−1,mi
(nir) −

−
√

li + 1

2li + 1

(
dφi(r)

dr
− li
r
φi(r)

) ∑
mi

Tlili+1,mi
(nir).

(Б.54)
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Тепер знайдемо магнiтну й електричну матричнi компоненти при li ̸= 0. Для

магнiтної компоненти pMl маємо

pMl =
∑

µ=−1,1

µhµ

+∞∫
0

dr

∫
dΩ r2ψ∗

f(r)

(
∂

∂r
ψi(r)

)
A∗
lµ(r,M) =

=
∑
µ=±1

∑
mimf

µhµ

+∞∫
0

dr

∫
dΩ r2φ∗

f(r)Y
∗
lfm

(nfr ) ×

×
{√

li
2li + 1

(
dφi(r)

dr
+
li + 1

r
φi(r)

) ∑
mi

Tlili−1,mi
(nir) −

−
√

li+1

2li+1

(
dφi(r)

dr
− li
r
φi(r)

) ∑
mi

Tlili+1,mi
(nir)

}
jlph(kr)T

∗
lphlph,µ

(nph),

а для електричної компоненти pElph отримаємо

pElph =
∑
µ=±1

µ2hµ

+∞∫
0

dr

∫
dΩ r2ψ∗

f(r)

(
∂

∂r
ψi(r)

)
A∗
lphµ

(r, E) =

=
∑
µ=±1

∑
mimf

hµ

+∞∫
0

dr

∫
dΩ r2φ∗

f(r)Y
∗
lfm

(nfr ) ×

×
{√

li
2li + 1

(
dφi(r)

dr
+
li + 1

r
φi(r)

)
·
∑
mi

Tlili−1,mi
(nir) −

−
√

li + 1

2li + 1

(
dφi(r)

dr
− li
r
φi(r)

)
·
∑
mi

Tlili+1,mi
(nir)

}
×

×

{√
lph + 1

2lph + 1
jlph−1(kr) ·T∗

lphlph−1,µ(nph) −

−
√

lph
2lph + 1

jlph+1(kr) ·T∗
lphlph+1,µ(nph)

}
.
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Цi компоненти можна представити у такому виглядi:

pMlph =

√
1

2li + 1

{√
li IM(li, lf , lph, li − 1) ×

×
{
J1(li, lf , lph) + (li + 1) · J2(li, lf , lph)

}
−

−
√
li + 1 IM(lf , li, lph, li − 1) ·

{
J1(li, lf , lph)− li · J2(li, lf , lph)

}}
,

pElph =

√
1

(2li + 1)(2lph + 1)
·
{√

li (lph + 1) · IE(li, lf , lph, li − 1, lph − 1) ×

×
{
J1(li, lf , lph − 1) + (li + 1) · J2(li, lf , lph − 1)

}
−

−
√
li lph · IE(li, lf , lph, li − 1, lph + 1) ×

×
{
J1(li, lf , lph + 1) + (li + 1) · J2(li, lf , lph + 1)

}
+

+
√

(li+1)(lph+1) · IE(li, lf , lph, li+1, lph− 1) ×

×
{
J1(li, lf , lph− 1) − li · J2(li, lf , lph− 1)

}
−

−
√

(li + 1) lph · IE(li, lf , lph, li + 1, lph + 1) ×

×
{
J1(li, lf , lph + 1) − li · J2(li, lf , lph + 1)

}}
,

(Б.55)

де введенi наступнi позначення:

J1(li, lf , n) =

+∞∫
0

φ∗
f(lf , r)

dφi(r, li)

dr
jn(kr) r

2dr,

J2(li, lf , n) =

+∞∫
0

φ∗
f(lf , r)φi(r, li) jn(kr) r dr,

IM (li, lf , lph, l1) =
∑
µ=±1

∑
mi

∑
mf

µhµ

∫
Y ∗
lfmf

(nfr )Tli l1,mi
(nir)T

∗
lph lph,µ

(nph)dΩ,

IE (li, lf , lph, l1, l2) =
∑
µ=±1

∑
mi

∑
mf

hµ

∫
Y ∗
lfmf

(nfr )Tlil1,mi
(nir)T

∗
lphl2, µ

(nph) dΩ.

(Б.56)
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Б.5.3. Фiзичний змiст векторiв nir, nfr , nph i розрахунок кутових iн-

тегралiв при li = 0

Проаналiзуємо фiзичний змiст векторiв nir, nfr i nph. Спочатку розглянемо ве-

ктор nir. Вiдповiдно до визначення (Б.53) хвильової функцiї φi(r), вiн показує

напрямок радiус-вектора r вiд центру системи координат до точки простору,

де квадрат модуля хвильової функцiї характеризує ймовiрнiсть появи (знахо-

дження) частинки до випромiнювання фотона. Такий опис появи частинки у

точцi, зазначеної радiус-вектором r, має ймовiрнiсний сенс i виконується по

всьому просторi. Кути θi i φi визначають орiєнтацiю вектора nir та його поло-

ження вiдносно осi Oz системи координат (осi аксiальної симетрiї дочiрнього

ядра).

Вектор nfr визначає напрямок радiус-вектора r вiд центру системи ко-

ординат до точки простору, де квадрат модуля хвильової функцiї φf(r) хара-

ктеризує ймовiрнiсть появи (знаходження) частинки пiсля випромiнювання

фотона. Такий опис знаходження частинки також виконується по всьому про-

сторi й знову має ймовiрнiсний сенс. Змiна напряму руху (або тунелювання)

частинки у результатi випромiнювання фотона може бути описана змiною

квантових чисел l i m у кутовiй хвильовiй функцiї: Y00(nir) → Ylm(n
f
r ) (моду-

лi квадратiв яких характеризують ймовiрнiсть знаходження цiєї частинки по

рiзних напрямках, вносячи асиметрiю). Кути θf i φf вiд nfr знову визначають

орiєнтацiю радiус-вектора r вiдносно осi Oz системи координат. Тобто, оби-

два вектори nir i nfr у кутових iнтегралах (Б.56) мають однаковий сенс i тому

збiгаються. Ми маємо

nir = nfr . (Б.57)

Вектор nph визначає напрямок радiус-вектора r вiд центру системи ко-

ординат до точки простору, де хвильова функцiя фотона описує його “появу”.

Тому можна записати:

nph = nir = nfr = nr. (Б.58)
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Оскiльки ми вибрали систему координат так, щоб вiсь z була спiвнаправлена

з вектором випромiнювання фотона k, тодi пiдiнтегральна функцiя з векто-

ром r у матричному елементi являє собою амплiтуду (а її квадрат — ймо-

вiрнiсть) появи у точцi простору r частинки пiсля випромiнювання фотона,

коли цей фотон випромiнений уздовж осi z. Тодi кут θ (вiд вектора nr) саме й

виявляється розташованим мiж напрямками руху частинки (з врахуванням

тунелювання) i напрямком випромiнювання фотона.

Знайдемо явний вигляд кутових iнтегралiв IM , IE i матричних елемен-

тiв p (ki, kf , φ, θ), p (ki, kf , θ) при li = 0. З врахуванням (Б.58), перепишемо

кутовi iнтеграли (Б.52) так:

IM(lf , lph, n) =

√
1

3

∑
mf

∑
µ=±1

µhµ

∫
Y ∗
lfm

(nr)
∑
µ′=±1

Y1,−µ′(nr) ξµ′T∗
lphn,µ

(nr) dΩ,

IE(lf , lph, n) =

√
1

3

∑
mf

∑
µ=±1

hµ

∫
Y ∗
lfm

(nr)
∑
µ′=±1

Y1,−µ′(nr) ξµ′T∗
lphn,µ

(nr) dΩ.

(Б.59)

Пiдставляючи сюди вигляд (1.31) для векторної сферичної гармонiки у по-

трiбних iндексах

Tlphn,µ(nr) =
∑
µ′′=±1

(n, 1, lph
∣∣µ− µ′′, µ′′, µ) Yn,µ−µ′′(nr) ξµ′′, (Б.60)

отримаємо

IM(lf , lph, n) =

√
1

3

∑
mf

∑
µ=±1

µhµ
∑
µ′=±1

∑
µ′′=±1

(n, 1, lph
∣∣µ− µ′′, µ′′, µ) ξµ′ ξ∗µ′′ ×

×
∫

Y ∗
lfm

(nr)Y1,−µ′(nr)Y
∗
n,µ−µ′′(nr) dΩ,

IE(lf , lph, n) =

√
1

3

∑
mf

∑
µ=±1

hµ
∑
µ′=±1

∑
µ′′=±1

(n, 1, lph
∣∣µ− µ′′, µ′′, µ) ξµ′ ξ∗µ′′ ×

×
∫

Y ∗
lfm

(nr)Y1,−µ′(nr)Y
∗
n,µ−µ′′(nr) dΩ
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або (враховуючи ортогональнiсть векторiв ξ±1)

IM(lf , lph, n) =

√
1

3

∑
mf

∑
µ,µ′=±1

µhµ(n, 1, lph
∣∣µ−µ′, µ′, µ) ×

×
∫
Y ∗
lfm

(nr)Y1,−µ′(nr)Y
∗
n,µ−µ′(nr) dΩ,

IE(lf , lph, n) =

√
1

3

∑
mf

∑
µ,µ′=±1

hµ (n, 1, lph
∣∣µ−µ′, µ′, µ) ×

×
∫
Y ∗
lfm

(nr)Y1,−µ′(nr)Y
∗
n,µ−µ′(nr) dΩ.

(Б.61)

Тепер розглянемо кутовий iнтеграл у цих виразих. Пiдставляючи сюди сфе-

ричнi функцiї (визначивши їх, вiдповiдно до (A.8) у Додатку A.2)

Ylm(θ, φ) = (−1)
m+|m|

2 il

√
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

Pl|m|(cos θ) · eimφ, (Б.62)

де Pm
l (cos θ) — приєднанi полiноми Лежандра (див. Додаток A.1), отримаємо∫

Y ∗
lm(nr)Y1,−µ′(nr)Y

∗
n,µ−µ′(nr) dΩ =

=

∫
(−1)

m+|m|
2 (−1)l il

√
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

Pl|m|(cos θ) · e−imφ×

× (−1)
−µ′+|µ′|

2 i1

√
2 · 1 + 1

4π

(1− |µ′|)!
(1 + |µ′|)!

P1|µ′|(cos θ) · e−iµ′φ×

× (−1)
µ−µ′+|µ−µ′|

2 (−1)n in

√
2n+ 1

4π

(n− |µ− µ′|)!
(n+ |µ− µ′|)!

×

× Pn|µ− µ′|(cos θ) · ei(−µ+µ′)φ · sin θ dθ dφ =

та нарештi∫
Y ∗
lm(nr)Y1,−µ′(nr)Y

∗
n,µ−µ′(nr) dΩ =

= (−1)
m+|m|−µ′+1+µ−µ′+|µ−µ′|

2 (−1)l+n il+n+1 ×

×

√
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

3

8π

2n+ 1

4π

(n− |µ− µ′|)!
(n+ |µ− µ′|)!

2π∫
0

ei(−m−µ′−µ+µ′)φ dφ ×

×
π∫

0

Pl|m|(cos θ) P 1
1 (cos θ) Pn|µ− µ′|(cos θ) · sin θ dθ dφ.

(Б.63)



409

Iнтеграл по φ вiдмiнний вiд нуля лише при виконаннi умови:

m = −µ.

Враховуючи µ = ±1, одержуємо обмеження на можливi значення чисел m i

lf :

m = −µ = ±1, lf ≥ 1, n ≥ |µ− µ′| = |m+ µ′|. (Б.64)

Отже, отримаємо∫
Y ∗
lm(nr)Y1,−µ′(nr)Y

∗
n,µ−µ′(nr) dΩ =

= (−1)l+n−µ′+1+ |m+µ′|
2 il+n+1

√
3 (2l + 1) (2n+ 1)

32π

(l − 1)!

(l + 1)!

(n− |m+ µ′|)!
(n+ |m+ µ′|)!

×

×
π∫

0

P 1
l (cos θ) P

1
1 (cos θ) P

|m+µ′|
n (cos θ) · sin θ dθ dφ.

(Б.65)

Тепер розпишемо повний кутовий iнтеграл IM(lf , lph, n) у (Б.61), виконуючи

iнтегрування по куту φ:

IM(lf , lph, n) =

√
1

3

∑
mf

∑
µ=±1

µhµ
∑
µ′=±1

(n, 1, lph
∣∣µ− µ′, µ′, µ) ilf+n+1 ×

× (−1)lf+n−µ′+1+ |m+µ′|
2

√
3 (2lf + 1) (2n+ 1)

32π

(lf − 1)!

(lf + 1)!

(n− |m+ µ′|)!
(n+ |m+ µ′|)!

×

×
π∫

0

P 1
lf
(cos θ) P 1

1 (cos θ) P
|m+µ′|
n (cos θ) · sin θ dθ dφ =

=
∑
mf

−mh−m ilf+n+1 (−1)lf+n+1

√
(2lf + 1) (2n+ 1)

32π

(lf − 1)!

(lf + 1)!
×

×
∑
µ′=±1

(−1)−µ′+
|m+µ′|

2 (n, 1, lph
∣∣−m− µ′, µ′,−m)

√
(n− |m+ µ′|)!
(n+ |m+ µ′|)!

×

×
π∫

0

P 1
lf
(cos θ) P 1

1 (cos θ) P
|m+µ′|
n (cos θ) · sin θ dθ.
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Уведемо коефiцiєнт

Cmµ′
lf lphn

= (−1)lf+n+1−µ′+ |m+µ′|
2 (n, 1, lph

∣∣−m− µ′, µ′,−m) ×

×

√
(2lf + 1) (2n+ 1)

32π

(lf − 1)!

(lf + 1)!

(n− |m+ µ′|)!
(n+ |m+ µ′|)!

(Б.66)

i функцiю

fmµ′lfn
(θ) = P 1

lf
(cos θ) P 1

1 (cos θ) P
|m+µ′|
n (cos θ). (Б.67)

У результатi ми отримаємо повнi кутовi iнтеграли

IM(lf ; lph, n) =
∑
mf

−mh−m ilf+n+1
∑
µ′=±1

Cmµ′
lf lphn

π∫
0

fmµ′lfn
(θ) sin θ dθ,

IE(lf ; lph, n) =
∑
mf

h−m ilf+n+1
∑
µ′=±1

Cmµ′
lf lphn

π∫
0

fmµ′lfn
(θ) sin θ dθ.

(Б.68)

Визначимо диференцiальнi вирази вiд цих кутових iнтегралiв по куту θ так:

d IM(lf ; lph, n)

sin θ dθ
=
∑
mf

−mh−m ilf+n+1
∑
µ′=±1

Cmµ′
lf lphn

fmµ′lfn
(θ),

d IE(lf ; lph, n)

sin θ dθ
=
∑
mf

h−m ilf+n+1
∑
µ′=±1

Cmµ′
lf lphn

fmµ′lfn
(θ)

(Б.69)

i диференцiальнi матричнi елементи pMl i pEl , що залежать вiд кута θ, так:

d pMlph
sin θ dθ

= − d IM(lf , lph, lph)

sin θ dθ
· J (lf , lph),

d pElph
sin θ dθ

= −
√

lph + 1

2lph + 1
· d IE(lf , lph, lph − 1)

sin θ dθ
· J (lf , lph − 1)+

+

√
lph

2lph + 1
· d IE(lf , lph, lph + 1)

sin θ dθ
· J (lf , lph + 1)
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або

d pMlph
sin θ dθ

=
∑
mf

mh−m ilf+lph+1 J (lf , lph)
∑
µ′=±1

Cmµ′
lf lphlph

fmµ′lf lph
(θ),

d pElph
sin θ dθ

=
∑
mf

−h−milf+lph
√

lph + 1

2lph + 1
J(lf , lph − 1)

∑
µ′=±1

Cmµ′
lf ,lph,lph−1f

mµ′
lf ,lph−1(θ)−

− h−mi
lf+lph

√
lph

2lph + 1
J (lf , lph + 1)

∑
µ′=±1

Cmµ′
lf ,lph,lph+1 f

mµ′
lf ,lph+1(θ).

(Б.70)

Можна бачити, що iнтегрування цих функцiй (Б.70) по куту θ за межами вiд

0 до π дає повнi матричнi елементи pMl i pEl у точностi.

Б.5.4. Розрахунок кутових i повних матричних елементiв при пер-

ших числах lf , lph

Знайдемо матричнi елементи при перших числах lf i lph. Нехай

lf = 1, lph = 1. (Б.71)

При таких числах матричнi елементи (Б.70) приймуть вигляд:

d pM1
sin θ dθ

= − i J (1, 1) ·
∑
m=±1

mh−m
∑
µ′=±1

Cmµ′
111 f

mµ′
11 (θ),

d pE1
sin θ dθ

=

√
2

3
J (1, 0)

∑
m=±1

h−m
∑
µ′=±1

Cmµ′
110 f

mµ′
10 (θ) +

+

√
1

3
J (1, 2)

∑
m=±1

h−m
∑
µ′=±1

Cmµ′
112 f

mµ′
12 (θ).

(Б.72)
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Обчисливши коефiцiєнти Cmµ′
11n i функцiї fmµ′1n (θ) для перших чисел lf i lph

(див. Додаток A.5), отримаємо

d pM1
sin θ dθ

= − i J (1, 1) ·
(
−h1 C−1,1

111 f
−1,1
11 (θ) + h−1 C

1,−1
111 f

1,−1
11 (θ)

)
=

= − i J (1, 1) ·
(
h1

3

8

√
1

2π
sin2 θ cos θ + h−1

3

8

√
1

2 π
sin2 θ cos θ

)
=

= − i J (1, 1) · 3
8

√
1

2 π
·
(
h1 + h−1

)
· sin2 θ cos θ =

= − i J (1, 1) · 3
8

√
1

2 π
·
(
−i

√
2
)
· sin2 θ cos θ,

d pE1
sin θ dθ

=

√
2

3
J (1, 0)

(
h1C

−1,1
110 f−1,1

10 (θ) + h−1C
1,−1
110 f 1,−1

10 (θ)

)
+

+

√
1

3
J (1, 2) ·

(
h1C

−1,−1
112 f−1,−1

12 (θ) + h1C
−1,1
112 f

−1,1
12 (θ)+

+ h−1C
1,−1
112 f

1,−1
12 (θ) + h−1C

1,1
112f

1,1
12 (θ)

)
=

=

√
2

3
J (1, 0)

(
−h1 ·

1

8

√
3

2π
· sin2 θ − h−1 ·

1

8

√
3

2 π
· sin2 θ

)
+

+

√
1

3
J (1, 2)

(
h1 ·

1

16

√
3

2π
· 3 sin 4θ − h1 ·

1

8

√
3

2π
· 1
2
sin2 θ (3 cos2 θ − 1)−

− h−1 ·
1

8

√
3

2π
· 1
2
sin2 θ (3 cos2 θ − 1) + h−1 ·

1

16

√
3

2π
· 3 sin4 θ

)
=

= i
1

8

√
2

π
· J (1, 0) · sin2 θ +

+ i
1

16

√
1

π
· J (1, 2) ·

(
−3 sin4 θ + sin2 θ (3 cos2 θ − 1)

)
або

d pM1
sin θ dθ

= −3

8

√
1

π
· J (1, 1) · sin2 θ cos θ,

d pE1
sin θ dθ

= i
1

8

√
2

π
· J (1, 0) · sin2 θ + i

1

8

√
1

π
· J (1, 2) · sin2 θ

(
1− 3 sin2 θ

)
.

(Б.73)
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Знайдемо тепер повнi матричнi елементи. Iнтегруючи (Б.73) по куту θ, отри-

маємо

pM1 = −3

8

√
1

π
J (1, 1) ·

π∫
0

sin2 θ cos θ · sin θ dθ =

= −3

8

√
1

π
J (1, 1) ·

π∫
0

sin 3θ d sin θ = −3

8

√
1

π
J (1, 1) · sin 4θ

4

∣∣∣∣π
0

= 0,

pE1 = i
1

8

√
2

π
J (1, 0)

π∫
0

sin2 θ · sin θ dθ +

+ i
1

8

√
1

π
J (1, 2)

π∫
0

sin2 θ
(
1− 3 sin2 θ

)
· sin θ dθ =

= −i 1
8

√
2

π
J (1, 0)

{
cos θ− cos 3θ

3

}∣∣∣∣π
0

−

− i
1

8

√
1

π
J (1, 2)

{
−2 cos θ+

5cos 3θ

3
− 3 cos 5θ

5

}∣∣∣∣π
0

або

pM1 = 0, pE1 = i
1

6

√
2

π
·
{
J (1, 0)− 7

10

√
2 · J (1, 2)

}
. (Б.74)

Б.6. Дипольне наближення

Б.6.1. Розрахунок матричного елемента

При розрахунку матричного елемента у дипольному наближеннi зручно ви-

користовувати наступне спiввiдношення:

⟨f |p |i⟩ = − ih̄

Ei − Ef

⟨
f

∣∣∣∣ ∂ Vi(r)∂r

∣∣∣∣ i⟩+
ih̄

Ei − Ef

⟨
f

∣∣∣∣Vl, f(r) ∂

∂r

∣∣∣∣ i⟩
(Б.75)

або ⟨
f
∣∣∣ ∂
∂r

∣∣∣ i⟩= 1

wfi

⟨
f

∣∣∣∣ ∂ Vi(r)∂r

∣∣∣∣ i⟩− 1

wfi

⟨
f

∣∣∣∣Vl, f(r) ∂

∂r

∣∣∣∣ i⟩. (Б.76)

Доведемо це спiввiдношення.
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Розглянемо наступний комутатор:

[Ĥ, p] φ(r) = Ĥpφ(r)− p Ĥ φ(r) =

=
( p̂2

2m
+ V (r)

)
· p · φ(r)− p ·

( p̂2

2m
+ V (r)

)
· φ(r) =

= V (r) · p · φ(r)− p · V (r) · φ(r) = V (r) (−ih̄) ∂
∂r

φ(r) + ih̄
∂

∂r
V (r)φ(r) =

= ih̄
∂ V (r)

∂r
φ(r)

або

[Ĥ, p] = ih̄
∂ V (r)

∂r
. (Б.77)

Ми врахуємо, що при переходi з початкового у кiнцевий стан змiнюється ор-

бiтальне квантове число системи (li ̸= lf). Тому гамильтонiани розпадаючої

системи у початковому й кiнцевому станах вiдрiзняються вiдцентровою ком-

понентою потенцiалу, та ми отримаємо (маємо li = 0):

Ĥf = Ĥi + Vl, f . (Б.78)

Звiдси запишемо

Ĥf p− p Ĥi = Ĥi p+ Vl, f p− p Ĥi =

= [Ĥi, p] + Vl, f p = ih̄
∂ Vi(r)

∂r
+ Vl, f p.

(Б.79)

Також запишемо

⟨f | Ĥf p |i⟩ = ⟨f |Ef p |i⟩ = Ef · ⟨f |p |i⟩,

⟨f |p Ĥi |i⟩ = ⟨f |pEi |i⟩ = Ei · ⟨f |p |i⟩.
(Б.80)

Звiдси знайдемо

⟨f | Ĥf p |i⟩ − ⟨f |p Ĥi |i⟩ = Ef · ⟨f |p |i⟩ − Ei · ⟨f |p |i⟩ = (Ef − Ei) · ⟨f |p |i⟩.

(Б.81)

Враховуючи (Б.79), звiдси отримаємо спiввiдношення (Б.75):

⟨f |p |i⟩ =
⟨f | Ĥf p |i⟩ − ⟨f |p Ĥi |i⟩

Ef − Ei
=

= − ih̄

Ei − Ef

⟨
f

∣∣∣∣ ∂ Vi(r)∂r
− Vl, f(r)

∂

∂r

∣∣∣∣ i⟩.
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Б.6.2. Векторний потенцiал A i матричний елемент

Матричний елемент p (ki, kf) у дипольному наближеннi векторного потенцi-

алу A набуває вигляду:

p (ki, kf) =
∑

µ=−1,1

hµ ξ
∗
µ

∫
ψ∗
f(r)

∂

∂r
ψi(r) dr. (Б.82)

Застосовуючи перетворення (Б.76), отримаємо

p (ki, kf) =
1

wfi

∑
µ=−1,1

hµ ξ
∗
µ

∫
ψ∗
f(r)

{
∂ Vi(r)

∂r
ψi(r) − Vl, f(r)

∂ ψi(r)

∂r

}
dr.

(Б.83)

У наближеннi сферично-симетричного α-розпаду, що описується радiальним

потенцiалом V (r), ми скористаємося представленням хвильових функцiй у

виглядi (Б.42)

ψi(r) = φi(r) Y00(n
i
r),

ψf(r) = φf(r)
∑
mf

Ylfmf
(nfr ).

i тодi матричний елемент у (Б.83) перепишемо так:

p (ki, kf) =
1

wfi

∑
µ=−1,1

hµ ξ
∗
µ

+∞∫
0

r2dr

∫
dΩ · φ∗

f(r) Y
∗
lfmf

(nfr ) ×

×
{
∂ Vi(r)

∂r
φi(r)− Vl, f(r)

∂ φi(r)

∂r

}
.

(Б.84)

Застосовуючи градiєнтну формулу (Б.46) при l = 0 (де f(r) — довiльна ра-

дiальна функцiя)
∂

∂r
f(r) = −d f(r)

dr
T01,0(nr) (Б.85)

i враховуючи вигляд (Б.51) для сферичної функцiї T01,0(nr)

T01,0(nr) =
∑
µ′=±1

(110| − µ′µ′ 0) Y1,−µ′(nr) ξµ′ =
√

1

3

∑
µ′=±1

Y1,−µ′(nr) ξµ′,
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з (Б.84) отримаємо

p (ki, kf) = − 1

wfi

√
1

3

∑
µ=−1,1

hµ
∑
µ′=±1

ξ∗µ ξµ′

+∞∫
0

φ∗
f(r)

{
φi(r)

d Vi(r)

dr
−

− dφi(r)

dr
Vl, f(r)

}
r2dr ·

∫
Y ∗
lfmf

(nfr ) Y1,−µ′(nr) dΩ.

(Б.86)

Уведемо наступнi позначення:

J1, dip (lf) =

+∞∫
0

φ∗
f(lf , r) φi(r)

d Vi(r)

dr
r2dr,

J2, dip (lf) =

+∞∫
0

φ∗
f(lf , r)

dφi(r)

dr
Vl, f(r) r

2dr,

Idip (lf ,mf) =

√
1

3

∑
µ=±1

∑
m

hµ

∫
Y ∗
lfmf

(nfr ) Y1,−µ(nr) dΩ.

(Б.87)

Тодi враховуючи умову ортогональности векторiв ξ±1, матричний елемент у

(Б.86) можна переписати так:

p (ki, kf) = − 1

wfi

{
J1 dip (lf)− J2, dip (lf)

}
· Idip (lf ,mf). (Б.88)

Далi будемо вважати, що виконується спiввiдношення (Б.58):

nph = nir = nfr = nr.

Тодi кутовий iнтеграл (Б.87) є вiдмiнним вiд нуля тiльки при наступних спiв-

вiдношеннях мiж квантовими числами:

mf = −µ = ±1, lf = 1 (Б.89)

та iнтеграл дорiвнює:

Idip (lf = 1) =

√
1

3

∑
µ=±1

hµ =

√
1

3

(
h−1 + h+1

)
=

√
1

3

(
−i

√
2
)
= −i

√
2

3
.

(Б.90)

Тодi матричний елемент (Б.88) прийме вигляду:

p (ki, kf) = i

√
2

3

1

wfi

{
J1, dip (1)− J2,dip (1)

}
. (Б.91)
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Ми будемо називати спiввiдношення (Б.89) правилами вiдбору для кванто-

вих чисел у дипольному наближеннi. Порiвнюючи їх iз правилами вiдбору у

мультипольному наближеннi (Б.64), ми бачимо, що: 1) вони не накладають

нiяких обмежень на випромiнювання фотона; 2) перехiд системи до стану

пiсля випромiнювання фотона можливий тiльки при lf = 1.

Б.6.3. Диференцiальний матричний елемент

Запишемо наступний диференцiальний вираз для iнтеграла Idip по куту θ:

d Idip (lf)

sin θ dθ
=

√
1

3

∑
µ=±1

∑
m

hµ ·
2π∫
0

Y ∗
lfmf

(nr) Y1,−µ(nr) dφ. (Б.92)

Вимагаючи виконання правил вiдбору (Б.89) i пiдставляючи вираз (Б.62) для

сферичних функцiй Ylm(θ, φ), знайдемо

d Idip (lf)

sin θ dθ
=

√
1

3

2π∫
0

∑
µ=±1

hµ · Y ∗
1,−µ(nr) Y1,−µ(nr) dφ =

=

√
1

3

∑
µ=±1

hµ ·
2π∫
0

(−1)
−µ+|µ|

2 i−1

√
2 · 1 + 1

4π

(1− 1)!

(1 + 1)!
P 1
1 (cos θ) · eiµφ×

× (−1)
−µ+|µ|

2 i1

√
2 · 1 + 1

4π

(1− 1)!

(1 + 1)!
P 1
1 (cos θ) · e−iµφ dφ =

=

√
1

3

∑
µ=±1

hµ ·
3

4
· P 1

1 (cos θ) · P 1
1 (cos θ) =

=
√
3 (−i

√
2) · 1

4
· sin2 θ = −i

√
6

4
sin2 θ.

(Б.93)

Визначимо диференцiальний матричний елемент по куту θ так:
d pdip (lf = 1)

sin θ dθ
= − 1

wfi

{
J1, dip(1)− J2, dip(1)

}d Idip(lf)
sin θ dθ

=

= i

√
6

4wfi

{
J1, dip(1)− J2, dip(1)

}
sin2 θ.

(Б.94)

Можна бачити, що iнтегрування функцiй, визначених у (Б.95), по куту θ

(з вiдповiдними межами) дає iнтегральний матричний елемент pdip (Б.88)
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у точностi. Порiвнюючи рiшення (Б.94) з (Б.91), знайдемо рiвняння зв’язку

мiж диференцiальним й iнтегральним матричними елементами у дипольному

наближеннi:

d pdip
sin θ dθ

= i

√
2

3

1

wfi

{
J1, dip (1)− J2, dip (1)

}
· 3
4

sin2 θ

= p (ki, kf) ·
3

4
sin2 θ.

(Б.95)

Б.7. Кутова ймовiрнiсть гальмiвного випромiнювання,

що супроводжує α-розпад ядер

Б.7.1. Ймовiрнiсть випромiнювання фотона з iмпульсом k: визна-

чення

Визначимо ймовiрнiсть переходу системи в одиницю часу з початкового i-

стану у кiнцевi f -стани, що перебувають у заданому iнтервалi dνf , з випро-

мiнюванням фотона з можливими iмпульсами, що пiдпадають у заданий iн-

тервал dνph, так (див. [43], (42,5) п. 42, стор. 189; [115], п. 44, стор. 191):

dW =
|afi|2

T
· dν = 2π |Ffi|2 δ(wf − wi + wph) · dν, dν = dνf · dνph, (Б.96)

де dνph i dνf — iнтервали, що характеризують фотон i систему у кiнцевому

f -станi. Якщо розглядається випромiнювання фотона з iмпульсом kph, то

dνph =
d3kph
(2π)3

=
w2

ph dwph dΩph

(2πc)3
, wfi = wi − wf =

Ei − Ef

h̄
, (Б.97)

де dΩph = d cos θph = sin θph dθph dφph, kph = wph/c. Однак, оскiльки при

мультипольному розкладаннi векторного потенцiалу електромагнiтного поля

ми зафiксували систему координат таким чином, щоб напрямок вектору kph

спiвпадав з вiссю z (а дипольне наближення є нечутливим до цiєї орiєнтацiї),

то у (Б.96) ми не повиннi використовувати dΩph.

Вiдносно iнтервалу d νf зробимо важливе зауваження. При визначен-

нi ймовiрностi у виглядi (Б.96) ми використовуємо матричний елемент Ffi,
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який визначається як iнтеграл по просторi з можливим врахуванням пiд-

сумовування за деякими квантовими числами системи у кiнцевому f -станi.

Цю процедуру можна розглянути як усереднення за цими характеристика-

ми, звiдки випливає, що Ffi не залежить вiд них. Тому будемо вважати, що

iнтервал d νf , що входить у визначення ймовiрностi у виглядi (Б.96), повинен

ураховувати лише тi додатковi характеристики й квантовi числа системи у

кiнцевому f -станi, за якими не виконувалося iнтегрування й повне пiдсумо-

вування при визначеннi Ffi. Пiдставляючи формулу (1.18) для Ffi i (Б.97) у

(Б.96) i потiм iнтегруючи цей вираз за dwfi, отримаємо

dW =
Z2
eff e

2

m2

h̄ wph

2π c3

∣∣∣p(ki, kf)∣∣∣2 dwph. (Б.98)

Цей вираз являє собою ймовiрнiсть випромiнювання фотона з iмпульсом kph,

де вже виконанi усереднення за значеннями поляризацiї фотона e(α) i iнтегру-

вання за кутами руху α-частинки пiсля випромiнювання фотона. Тому така

ймовiрнiсть не залежить вiд напрямкiв руху α-частинки пiсля випромiнюва-

ння. Для опису фотона з iмпульсом kph, випромененого пiд деяким кутом

щодо напрямку nrf руху (або тунелювання) α-частинки пiсля випромiнюва-

ння, уведемо ймовiрнiсть випромiнювання так:

Визначимо вiдносну дифференциальну ймовiрнiсть за значеннями кута θf

як функцiю, повний iнтеграл вiд якої за значеннями кута θf з межами вiд

0 до π точно вiдповiдає ймовiрностi випромiнювання (Б.98).

Розглянемо наступну функцiю:

d2W (θf)

dwph d cos θf
=

Z2
eff h̄ e

2

2π c3

wph

m2

{
p (ki, kf)

d p∗(ki, kf , θf)

d cos θf
+ c. c.

}
, (Б.99)

де c. c.— позначення комплексного спряження. Ця ймовiрнiсть обернено про-

порцiйна об’єму нормування V . Щоб визначити ймовiрнiсть, незалежну вiд

обраного об’єму V , ми роздiлимо вираз (Б.99) на потiк α-частинок, який

обернено пропорцiйний цьому об’єму також. Так, теорiя квантових полiв нам
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дає наступний вираз потоку (де v(p) = |p|/p0 при c = 1, див. [113], § 21.4,

стор. 174):

j = ni v(pi), vi = |vi| =
c2 |pi|
Ei

=
h̄ c2 ki
Ei

, (Б.100)

де ni — середнє число часток в одиницю часу перед випромiнюванням фотона

(ми маємо ni = 1 для нормованої хвильової функцiї у початковому i-станi),

v(pi) — модуль швидкостi α-частинки у системi вiдлiку, де центр мас ядра

не рухається. Отже, ми одержуємо диференцiальну абсолютну ймовiрнiсть:

dP (θf)

dwph
=

d2W (θf)

dwph d cos θf
· Ei

h̄ c2 ki
=

=
Z2
eff e

2

2π c5

wphEi

m2 ki

{
p (ki, kf)

d p∗(ki, kf , θf)

d cos θf
+ c. c.

}
.

(Б.101)

Вiдзначимо, що iснує також iнший шлях визначення кутової ймовiрностi галь-

мiвного випромiнювання фотонiв у задачах α-розпаду [101], заснований на

iншому зв’язку матричного елемента випромiнювання з кутом θ мiж напрям-

ками руху фрагмента, що вилiтає, i випромiнювання фотона. Iнодi змiннi φf

i θf у дужках цих функцiй будемо опускати.

Якщо ймовiрнiсть dw має розмiрнiсть маси (у рацiональнiй системi

одиниць вона дорiвнює c−1) i збiгається з енергетичною шириною Γ, то можна

визначити обернену до неї величину τ :

τ =
h̄

Γ
, Γ = dw. (Б.102)

Вiдповiдно до [113] (див. стор. 175), при розглядi переходу системи з по-

чаткового стану у кiнцевий величина τ являє собою час життя частинки у

початковому станi (до переходу). Тому в нашому випадку, величина τ — це

середнiй час життя α-частинки до випромiнювання фотона iз частотою

wph.
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Б.7.2. Ймовiрнiсть випромiнювання у мультипольному пiдходi

Обчислимо кутову ймовiрнiсть (Б.101) для перших чисел lf = 1 i lph = 1.

Вiдповiдно до (1.40), для матричного елемента p1 (ki, kf) запишемо

p1 (ki, kf) =
√
2π ·

{
(−i)l

√
2l + 1

[
pMl − i pEl

]}∣∣∣∣∣
l=1

= −
√
6π
(
i pM1 + pE1

)
,

d p1 (ki, kf)

sin θ dθ
=

√
2π ·

{
(−i)l

√
2l + 1

[ d pMl
sin θ dθ

− i
d pEl

sin θ dθ

]}∣∣∣∣∣
l=1

=

= −
√
6π

{
i
d pM1

sin θ dθ
+

d pE1
sin θ dθ

}
.

(Б.103)

Використовуючи знайденi кутовi електричну й магнiтну компоненти вiд ма-

тричного елемента (Б.73):

d pM1
sin θ dθ

= −3

8

√
1

π
· J (1, 1) · sin2 θ cos θ,

d pE1
sin θ dθ

= i
1

8

√
2

π
· J (1, 0) · sin2 θ + i

1

8

√
1

π
· J (1, 2) · sin2 θ

(
1− 3 sin2 θ

)
i iнтегральнi компоненти (Б.74):

pM1 = 0, pE1 = i
1

6

√
2

π
·
{
J (1, 0)− 7

10

√
2 · J (1, 2)

}
,

з (Б.103) отримаємо

p1 (ki, kf) = −
√
6π · i 1

6

√
2

π
·
{
J (1, 0)− 7

10

√
2 · J (1, 2)

}
=

= −i
√

1

3
·
{
J (1, 0)− 7

10

√
2 · J (1, 2)

}
,

d p1 (ki, kf)

sin θ dθ
= −

√
6π

{
i
d pM1

sin θ dθ
+

d pE1
sin θ dθ

}
=

= −
√
6π

{
−i 3

8

√
1

π
· J (1, 1) · sin2 θ cos θ + i

1

8

√
2

π
· J (1, 0) · sin2 θ +

+ i
1

8

√
1

π
· J (1, 2) · sin2 θ

(
1− 3 sin2 θ

)}
=

= i
√
6π

1

8

√
1

π

{
3 J (1, 1) cos θ −

√
2 J (1, 0)− J (1, 2)

(
1− 3 sin2 θ

)}
sin2 θ



422

або

p1 (ki, kf) = −i
√

1

3
·
{
J (1, 0)− 7

10

√
2 · J (1, 2)

}
,

d p1 (ki, kf)

sin θ dθ
= i

√
6

8
·
{
3 J (1, 1) · cos θ −

√
2 J (1, 0) −

− J (1, 2) ·
(
1− 3 sin2 θ

)}
· sin2 θ.

(Б.104)

Тепер знайдемо диференцiальну абсолютну ймовiрнiсть:

dPE1+M1
1 (θf)

dwph
=

Z2
eff e

2

2π c5

wphEi

m2 ki

{
i

√
1

3
·
{
J (1, 0)− 7

10

√
2 · J (1, 2)

}
×

× i

√
6

8
·
{
3 J∗(1, 1) · cos θ −

√
2 J∗(1, 0) −

− J∗(1, 2) ·
(
1− 3 sin2 θ

)}
· sin2 θ + c. c.

}
=

=
Z2
eff e

2

2π c5

wphEi

m2 ki

{√
2

8
·
[
J (1, 0)− 7

10

√
2 · J (1, 2)

]
×

×
[√

2 J∗(1, 0) + J∗(1, 2) ·
(
1− 3 sin2 θ

)
− 3 J∗(1, 1) · cos θ

]
+ c. c.

}
· sin2 θ

або

dPE1+M1
1 (θf)

dwph
=

Z2
eff e

2

8π c5

wphEi

m2 ki

{[
J (1, 0)− 7

10

√
2 · J (1, 2)

]
×

×
[
J∗(1, 0) +

1√
2
J∗(1, 2)

(
1− 3 sin2 θ

)
− 3√

2
J∗(1, 1) cos θ

]
+ c. c.

}
sin2 θ.

(Б.105)

Незважаючи на те, що iнтегральна магнiтна компонента pM1 вiд матричного

елемента дорiвнює нулю, врахування її диференцiальної складової вносить

ненульовий вклад у повну ймовiрнiсть випромiнювання фотона. Цей вираз

можна переписати так:

dPE1+M1
1 (θf)

dwph
=

dPE1
1 (θf)

dwph
+∆

dPM1
1 (θf)

dwph
, (Б.106)
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де перший доданок має вигляд:

dPE1
1 (θf)

dwph
=

Z2
eff e

2

8π c5

wphEi

m2 ki

{[
J (1, 0)− 7

10

√
2 · J (1, 2)

]
×

×
[
J∗(1, 0) +

1√
2
J∗(1, 2) ·

(
1− 3 sin2 θ

)]
+ c. c.

}
· sin2 θ,

(Б.107)

i визначає ймовiрнiсть випромiнювання фотона тiльки за рахунок врахуван-

няу електричного мультиполя випромiнювання E1. Другий доданок у (Б.106)

має вигляд:

∆
dPE1+M1

1 (θf)

dwph
= − 3Z2

eff e
2

8π
√
2 c5

wphEi

m2 ki
×

×
{[
J (1, 0)− 7

10

√
2 J (1, 2)

]
J∗(1, 1) + c. c.

}
sin2 θ cos θ

(Б.108)

i визначає корекцiю до ймовiрностi випромiнювання за рахунок врахуванняу

магнiтного мультиполя M1. З (Б.108) видно, що знайдену корекцiю можна

роздiлити на радiальну й кутову компоненти.

Б.7.3. Ймовiрнiсть випромiнювання у дипольному пiдходi

Знайдемо диференцiальну абсолютну ймовiрнiсть (Б.101) у залежностi вiд

кута θ у дипольному наближеннi. Вiдповiдно до (Б.91) i (Б.94), iнтегральний

i диференцiальний за кутом θ матричнi елементи у дипольному наближеннi

дорiвнюють:

pdip (lf = 1) = i

√
2

3

1

wfi

{
J1, dip (1)− J2, dip (1)

}
,

d pdip (lf = 1)

sin θ dθ
= i

√
6

4

1

wfi

{
J1, dip (1)− J2, dip (1)

}
· sin2 θ.
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На початку обчислимо iнтегральну ймовiрнiсть:

Pdip(θf) =
Z2
eff h̄ e

2

2π c3

wfi
m2

· Ei

h̄ c2ki
·
∣∣∣pdip (ki, kf)∣∣∣2 =

=
Z2
eff e

2

2π c5

wfiEi

m2 ki
·
∣∣∣∣ i
√

2

3

1

wfi

{
J1, dip (1)− J2,dip (1)

} ∣∣∣∣2 =
=

Z2
eff e

2

3π c5

Ei

m2 kiwfi
·
∣∣∣ J1, dip (1)− J2,dip (1)

∣∣∣2.
Тепер знайдемо диференцiальну ймовiрнiсть у залежностi вiд кута θ:

dPdip(θf)

dwph
=

Z2
eff e

2

2π c5

wfiEi

m2 ki

{
p (ki, kf)

d p∗(ki, kf)

d cos θf
+ c. c.

}∣∣∣∣
dip

=

=
Z2
eff e

2

2π c5

wfiEi

m2 ki

{
i

√
2

3

1

wfi

{
J1,dip (1)− J2, dip (1)

}
×

× (−i)
√
6

4

1

wfi

{
J1, dip (1)− J2, dip (1)

}∗
sin2 θ + c. c.

}
=

=
Z2
eff e

2

4π c5

Ei

m2 kiwfi

{∣∣∣J1, dip (1)− J2, dip (1)
∣∣∣2 · sin2 θ + c. c.

}
=

=
Z2
eff e

2

2π c5

Ei

m2 kiwfi
·
∣∣∣J1, dip (1)− J2, dip (1)

∣∣∣2 · sin2 θ
Випишемо результат:

dPdip(θf)

dwph
=

Z2
eff e

2

2π c5

Ei

m2 kiwfi
·
∣∣∣J1,dip (1)− J2, dip (1)

∣∣∣2 · sin2 θ,
Pdip(θf) =

Z2
eff e

2

3π c5

Ei

m2 kiwfi
·
∣∣∣J1,dip (1)− J2, dip (1)

∣∣∣2. (Б.109)

Звiдси можна також записати:
dPdip(θf)

dwph
= 3π · Pdip(θf) · sin2 θ. (Б.110)

Б.7.4. Спектроскопiчний фактор

У визначеннi ймовiрностi гальмiвного випромiнювання можна врахувати

ймовiрнiсть формування α-частинки у станi, з якого вона покидає ядро. Для

ясностi, перейдемо до iншої задачi розпаду ядер, де це питання вивчене пов-

нiше. Так, у задачi розпаду ядра з вильотом протона таким є стан ядра,
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який заповнений протоном перед його вильотом i виявиться порожнiм пi-

сля вильоту. Щоб отримати значення для перiоду напiврозпаду, слiд роздi-

лити його, що було визначено без врахуванняу ймовiрностi формування ста-

ну з подальшим вильотом протона, на спектроскопiчний фактор Sp(th) [117].

Спектроскопiчний фактор визначається у наближеннi незалежних квазiча-

стинок (independent quasiparticle approximation, BCS, вiдповiдно до термiно-

логiї, поданої у роботi [117]), вiдповiдно до якого передбачається, що основний

стан ядра з непарним числом протонiв є одно-квазiчастинковим, тодi як для

непарно-непарних ядер це повинна бути двух-квазiчастинкова конфiгурацiя.

У теорiї BSC спектроскопiчний фактор дається формулою S(th)p = u2, де u2

— ймовiрнiсть того, що сферичнi орбiтали, що вiдповiдають вильоту прото-

на, не зайнятi їм у дочiрньому ядрi [117, 118]. Для рiзних протонних емiтерiв

врахування спектроскопiчного фактора полiпшує згоду мiж розрахунковими

значеннями перiоду напiврозпаду i їх експериментальними значеннями. Схо-

жi пiдходи застосовуються також i у задачi α-розпаду iз застосуванням фа-

ктора S(th)
α . На такiй основi, ми скорегуємо формулу для ймовiрностi випро-

мiнювання. Для мультипольного й дипольного пiдходiв з (Б.107) та (Б.109)

отримаємо

dP̃E1+M1
mult,1 (θf)

dwph
=

Z2
eff e

2

8π c5

wfiEi S
(th)
α

m2 ki

{[
J (1, 0)− 7

10

√
2 · J (1, 2)

]
×

×
[
J∗(1, 0) +

1√
2
J∗(1, 2)

(
1− 3 sin2 θ

)
− 3√

2
J∗(1, 1) cos θ

]
+ c. c.

}
sin2 θ.

(Б.111)
dP̃dip(θf)

dwph
=

Z2
eff e

2

2π c5

Ei S
(th)
α

m2 kiwfi
·
∣∣∣J1, dip (1)− J2, dip (1)

∣∣∣2 · sin2 θ,
P̃dip(θf) =

Z2
eff e

2

3π c5

Ei S
(th)
α

m2 kiwfi
·
∣∣∣J1, dip (1)− J2, dip (1)

∣∣∣2. (Б.112)
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ДОДАТОК В

РОЗРАХУНКИ МАТРИЧНИХ ЕЛЕМЕНТIВ

ВИПРОМIНЮВАННЯ ПРИ АЛЬФА-РОЗПАДI

ДЕФОРМОВАНИХ ЯДЕР

В.1. Хвильова функцiя для деформованого α–ядерного

потенцiала

Будемо шукати хвильову функцiю деформованого α-ядерного потенцiалу за

допомогою теорiї збурень. Припустимо, що гамильтониан системи з таким

потенцiалом може бути представлений у виглядi:

Ĥ = Ĥsph + Ŵ , (В.1)

де Ĥsph — гамильтониан системи зi сферично-симетричним α-ядерним потен-

цiалом, Ŵ — достатньо мала корекцiя до незбуреного оператора Ĥsph. Задачу

теорiї збурень можна сформулювати таким чином. Припустимо, що власнi

функцiї ψsph вiд незбуреного оператора Ĥsph вiдносно власного значення E

нам вiдомi, тобто ми знаємо рiшення рiвняння:

Ĥsph ψsph =
(
− h̄2

2m
△+ Vsph(r)

)
ψsph = E ψsph. (В.2)

Потрiбно знайти наближене рiшення ψsph рiвняння з деформованим потенцi-

алом V (r, θβ):

Ĥ ψ =
(
− h̄2

2m
△+ V (r, θβ)

)
ψ = E ψ. (В.3)

Аналiзуючи вигляд деформованого потенцiалу (2.8) при β2 ̸= 0, ми знаходимо

таке значення кута θβ (позначимо його як θsph), при якому цей потенцiал

перетворюється у сферично-симетричний Vsph(r):

Y20 (θsph) =

√
5

16π

(
1− 3 cos2 θsph

)
= 0, (В.4)
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звiдки одержуємо

θsph = arccos
1√
3
. (В.5)

В.1.1. Оператор збурення Ŵ

Порiвнюючи (В.3) з (2.9), знаходимо вигляд оператора Ŵ з точнiстю до пер-

шої корекцiї:

Ŵ (r, θβ) = V (r, θβ)− Vsph(r), (В.6)

яку можна записати як комбiнацiю кулонiвської wC та ядерної wN компонент:

Ŵ = wC(r, θβ) + wN(r, θβ, Qα). (В.7)

З (2.9) визначаємо кулонiвську компоненту:

wC (r, θβ) =


β2 ·

6Ze2R2

5r3
· Y20(θβ), для r ≥ rm,

β2 ·
6Ze2R2

5rm3

(
2− r3

rm3

)
· Y20(θβ), для r < rm

(В.8)

i з (2.17) — ядерну компоненту:

wN (r, θβ, Qα) = V (A,Z,Qα) ·
{
vN1 (r) · β2 Y20(θβ) + o (β2

2)
}
. (В.9)

Отже, оператор Ŵ у першому наближеннi по β2 може бути представлений як

Ŵ = β2 · w(1)(r) · Y20(θβ), (В.10)

де

w(1) (r) =


6Ze2R2

5 r3
+ V (A,Z,Qα) · vN1 (r), для r ≥ rm,

6Ze2R2

5 r3m

(
2− r3

r3m

)
+ V (A,Z,Qα) · vN1(r), для r < rm.

(В.11)
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В.1.2. Базис функцiй для розкладання хвильової функцiї α-

частинки

Щоб застосувати теорiю збурень до знаходження невiдомої хвильової функцiї

ψ (r), необхiдно задати базис вiдомих нам функцiй, на основi якого можна

було б розкласти невiдому функцiю ψ (r).

Нехай для кожного обраного кута θ′ нам вiдомi рiшення хвильової фун-

кцiї ψθ′ рiвняння Шредингера з потенцiалом V (r, θ′) у припущеннi, що цей

кут є фiксованим:

Ĥθ′ ψθ′(r) =

(
− h̄2

2m
△+ V (r, θ′)

)
ψθ′(r) = E ψθ′(r). (В.12)

Оскiльки потенцiал V (r, θ′) є сферично симетричним у такому розглядi, то

можна записати функцiю ψθ′(r) через суму парцiальних хвильових функцiй

iз квантовими числами l та m:

ψθ′(r) =
∑
l′,m′

ψθ′, l′,m′(r, θ, φ). (В.13)

Тепер згадаємо, що система, що розпадається, у сферично симетричному на-

ближеннi у станi до випромiнювання фотона характеризується квантовими

числами li i mi (а пiсля випромiнювання фотона — вона є в iншому станi з

новими числами lf , mf). Уведемо узагальнене позначення таких станiв, до-

давши нового iндексу 0: l0 i m0. Тодi представлення (В.13) можна переписати,

явно видiливши стан, що є максимально близьким до сферично-симетричної

задачi випромiнювання:

ψθ′(r) = ψθ′, l′0,m′
0
(r, θ, φ) +

∑
l′,m′ ̸=l′0,m′

0

ψθ′, l′,m′(r, θ, φ). (В.14)

Далi ми будемо шукати розкладання невiдомої функцiї ψ (r) за фун-

кцiями ψθ′:

ψ (r) =

∫
c(θ′)ψθ′(r) dθ

′. (В.15)
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Тепер якщо при кожному кутi використовувати тiльки два значення чисел l

i m, таких-же як у станi недеформованого ядра, тодi невiдома хвильова фун-

кцiя буде представлена у виглядi добутку радiальної й кутової складових. У

такому випадку, кутова складова буде повнiстю збiгатися з кутовою хвильо-

вою функцiєю сферично-симетричного розпаду, i розкладання виявляється

лише розкладанням однiєї радiальної складової невiдомої за радiальними не-

збуреними функцiями, та ми не одержимо кутової деформацiї у такому пред-

ставленнi. Тому, для опису й врахування кутової деформацiї нам необхiдно

врахувати як мiнiмум два стани з l, m у сумах в (В.5). На цiй основi видiлимо

явний доданок iз квантовими числами незбуреної хвильової функцiї:

ψ (r) =

∫
c(θ′) ψθ′, l′0,m′

0
(r, θ, φ) dθ′ +

∫
c(θ′)

∑
l′ ̸=l′0, m′ ̸=m′

0

ψθ′, l′,m′(r, θ, φ) dθ′.

(В.16)

Пiдставляючи розкладання (В.15) у (В.3), одержимо

Ĥ ψ(r) =
(
Ĥsph + Ŵ

) ∫
c(θ′)ψθ′ dθ

′ =

= Ĥsph

∫
c(θ′)ψθ′ dθ

′ + Ŵ

∫
c(θ′)ψθ′ dθ

′ =

=

∫
c(θ′) Ĥsph ψθ′ dθ

′ +

∫
c(θ′) Ŵ ψθ′ dθ

′ =

=

∫
c(θ′)E ψθ′ δ(θsph − θ′) dθ′ +

∫
c(θ′) Ŵ ψθ′ dθ

′ =

= E c(θsph)ψθsph +

∫
c(θ′) Ŵ ψθ′ dθ

′ = E

∫
c(θ′)ψθ′ dθ

′

або

E

∫
c(θ′)ψθ′ dθ

′ − E c(θsph)ψθsph =

∫
c(θ′) Ŵ ψθ′ dθ

′. (В.17)

Помножимо це рiвняння з обох сторiн злiва на ψ∗
θ′′, l′′,m′′:

ψ∗
θ′′, l′′,m′′E

∫
c(θ′)ψθ′ dθ

′ − ψ∗
θ′′, l′′,m′′E c(θsph)ψθsph =

= ψ∗
θ′′, l′′,m′′

∫
c(θ′) Ŵ ψθ′ dθ

′
(В.18)
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i проiнтегруємо по змiннiй dr:

E

∫
dθ′ c(θ′)

∫
ψ∗
θ′′, l′′,m′′ ψθ′ dr− E c(θsph)

∫
ψ∗
θ′′, l′′,m′′ ψθsph dr =

=

∫
dθ′ c(θ′)

∫
ψ∗
θ′′, l′′,m′′ Ŵ ψθ′ dr.

(В.19)

Будемо вважати, що виконується властивiсть:∫
ψ∗
θ′′l′′m′′ ψθ′l′m′ dr = δ(θ′ − θ′′) δl′l′′ δm′m′′. (В.20)

Звiдси знаходимо∫
ψ∗
θ′′l′′m′′ ψθ′ dr =

∫
ψ∗
θ′′l′′m′′

∑
l′m′

ψθ′l′m′ dr =

= δ(θ′ − θ′′)
∑
l′m′

δl′l′′ δm′m′′ = δ(θ′ − θ′′).
(В.21)

З врахуванням (В.21), з (В.19) отримаємо

E

∫
c(θ′) δ(θ′′ − θ′) dθ′ − E c(θsph) δ(θ

′′ − θsph) =

=

∫
dθ′ c(θ′)

∫
ψ∗
θ′′, l′′,m′′ Ŵ ψθ′ dr

або

E
[
c(θ′′)− c(θsph) δ(θ

′′ − θsph)
]
=

∫
dθ′ c(θ′)

∫
ψ∗
θ′′, l′′,m′′ Ŵ ψθ′ dr. (В.22)

Будемо шукати невiдомi коефiцiєнти cθ′ у виглядi ряду:

cθ′ = c
(0)
θ′ + c

(1)
θ′ + cθ′(2) + . . . , (В.23)

де величини c(1)θ′ мають той-же порядок малостi, що й збурення Ŵ . Знайдемо

корекцiю до власної функцiї ψsph при θsph, звiдки знаходимо: c(0)θsph = 1, c(0)θ′ = 0

при θ′ ̸= θsph. У першому наближеннi, пiдставляємо коефiцiєнт cθ′ = c
(0)
θ′ + c

(1)
θ′

у рiвняння (В.22), зберiгши тiльки члени першого порядку малостi. При θ′′ ̸=

θsph одержимо

c(1)(θ′′) =
1

E

∫
dθ′
(
c(0)(θ′) + c(1)(θ′)

) ∫
ψ∗
θ′′, l′′,m′′ Ŵ ψθ′ dr =

=
c(0)(θsph)

E

∫
ψ∗
θ′′, l′′,m′′ Ŵ ψsph dr

(В.24)
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або

c(1)(θ′′) =
1

E

∫
ψ∗
θ′′, l′′,m′′ Ŵ ψsph dr при θ′′ ̸= θsph. (В.25)

Знайдемо цей коефiцiєнт, враховуючи вигляд (В.10) оператора Ŵ :

c(1)(θ′′) =
1

E

∫
R∗
θ′′,l′′(r)Y

∗
l′′m′′(θ) · β2w(1)(r)Y20(θ) ·

∑
lm

Rsph,l(r)Ylm(θ)dr =

= β2 ·
1

E

∑
lm

+∞∫
0

R∗
θ′′, l′′(r)w

(1)(r)Rsph, l(r) r
2 dr ×

×
2π∫
0

dφ

π∫
0

dθ sin θ Y ∗
l′′m′′(θ)Y20(θ)Ylm(θ).

(В.26)

Визначимо кутовий iнтеграл. Враховуючи властивiсть (див. (4) [124],

стор. 131)
2π∫
0

dφ

π∫
0

dθ sin θ Yl1m1
(θ, φ)Yl2m2

(θ, φ)Y ∗
l3m3

(θ, φ) =

=

√
(2l1 + 1) (2l2 + 1)

4π (2l3 + 1)
C l30
l10l20

C l3m3

l1m1l2m2

(В.27)

i незалежнiсть функцiї Y20(θ) вiд кута φ, одержимо
2π∫
0

dφ

π∫
0

dθ sin θ Y ∗
l′′m′′(θ)Y20(θ)Ylm(θ) =

= δmm′′

√
(2l + 1) (2 · 2 + 1)

4π (2l′′ + 1)
C l′′0
l020C

l′′m′′

lm′′20.

(В.28)

Для зручностi, уведемо наступне позначення:

Im
′′

ll′′ =

√
5 · (2l + 1)

4π (2l′′ + 1)
C l′′0
l020C

l′′m′′

lm′′20. (В.29)

Тодi перепишемо (В.26) у виглядi:

c
(1)
l′′m′′(θ′′) = β2 ·

1

E

∑
l

Im
′′

ll′′

+∞∫
0

R∗
θ′′, l′′(r)w

(1)(r)Rsph, l(r) r
2 dr. (В.30)
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Тепер з (В.15) випишемо рiшення для хвильової функцiї деформова-

ного потенцiалу:

ψ (r) =

∫
c(θ′)ψθ′(r) dθ

′ = c(θsph)ψθsph(r) +

∫
θ′ ̸=θsph

c(θ′)ψθ′(r) dθ
′ =

= c(0)(θsph)ψsph(r) +

∫
θ′ ̸=θsph

c(1)(θ′)ψθ′(r) dθ
′ =

= ψsph, l0,m0
(r) +

∑
l,m ̸=l0,m0

ψsph, l,m(r)+

+

∫
θ′ ̸=θsph

c(1)(θ′)ψθ′, l0,m0
(r) dθ′ +

∑
l,m ̸=l0,m0

∫
θ′ ̸=θsph

c(1)(θ′)ψθ′, l,m(r) dθ
′.

(В.31)

Враховуючи, що для будь-яких (однакових) чисел l i m функцiї ψsph, l,m

i ψθ′, l,m роздiляються на радiальну й кутову компоненти, а кутова компонента

дорiвнює однiй й тiй-же сферичнiй функцiї Ylm, уведемо наступнi позначення:

∆r ψ(r) =

∫
θ′ ̸=θsph

c(1)(θ′)ψθ′, l0,m0
(r) dθ′,

∆θ ψ(r) =
∑

l,m ̸=l0,m0

{
ψsph, l,m(r) +

∫
θ′ ̸=θsph

c(1)(θ′)ψθ′, l,m(r) dθ
′
}
.

(В.32)

Звiдси видно, що деформовану хвильову функцiю (В.31) можна роздiлити яв-

но на сферично-симетричну незбурену хвильову функцiю ψsph, l0m0
iз числами

l0 i m0 та радiальну i кутову корекцiї ∆r ψsph(r) i ∆θ ψsph(r) до незбуреної хви-

льової функцiї:

ψ(r) = ψsph, l0m0
(r) + ∆r ψsph(r) + ∆θ ψsph(r). (В.33)

Розпишемо функцiї ψθ′lm(r) через радiальну й кутову складовi явно:

ψθ′, lm(r) = Rθ′l(r) · Ylm(θ, φ). (В.34)

Тодi знайденi корекцiї можна представити так:

∆r ψsph(r) = ∆rRsph,l0(r) · Yl0m0
(θ, φ),

∆θ ψsph(r) =
∑

l,m ̸=l0,m0

{
Rsph,l(r) + ∆rRsph,l(r)

}
· Ylm(θ, φ),

(В.35)
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де

∆rRsph, l(r) =

∫
θ′ ̸=θsph

c(1)(θ′)Rθ′l(r) sin θ′ dθ′. (В.36)

Враховуючи знайдене рiшення (В.30) для c(1)l′′m′′(θ′), перепишемо корекцiї, ви-

дiливши в них параметр деформацiї β2 явно:

∆r ψsph(r) = β2 ·∆rR̃sph,l0(r) · Yl0m0
(θ, φ),

∆θ ψsph(r) =
∑

l,m ̸=l0,m0

{
Rsph,l(r) + β2 ·∆rR̃sph,l(r)

}
· Ylm(θ, φ),

(В.37)

де

∆rR̃sph, l(r) =

∫
θ′ ̸=θsph

c̃
(1)
l′m′(θ

′)Rθ′l(r) sin θ′ dθ′, (В.38)

c̃
(1)
l′m′(θ′) =

1

E

∑
l

Ill′m
′
+∞∫
0

R∗
θ′, l′(r)w

(1)(r)Rsph, l(r) r
2 dr. (В.39)

В.1.3. Градiєнти вiд корекцiй деформованої хвильової функцiї

Далi, для визначення матричного елемента випромiнювання вiдносно дефор-

мованого α-ядерного потенцiала нам потрiбно буде знати градiєнт вiд дефор-

мованої хвильової функцiї. Поперш, знайдемо градiєнти вiд радiальної й ку-

тової корекцiй до хвильової функцiї. Скористаємося градiєнтною формулою

(див. (2.56) у книзi [116], стор. 46):

∂

∂r
R(r)Ylm(θ, φ) =

√
l

2l+1

(
dr

dr
+
l+1

r
R

)
Tll−1,m(nr) −

−
√

l+1

2l+1

(
dr

dr
− l

r
R

)
Tll+1,m(nr),

(В.40)

де Tjl,m(nr) — векторнi сферичнi гармонiки [вiдповiдно до (1.31) на стор. 46]:

Tjl,m(nr) =
∑

µ=−1,1

(l1j|m− µµm) Yl,m−µ(nr) ξµ, (В.41)

(l1j|m − µµm) — коефiцiєнти Клебша–Гордона [див. (A.16)–(A.18), Дода-

ток A.4, стор. 385], Y1,µ(ni, f r) — сферичнi функцiї [див. (A.11)-(A.12), До-

даток A.2, стор. 384]. Зокрема, для початкового i-стану iз числами l = 0 i



434

m = 0 одержимо

∂

∂r
R(r)Y00(nr) = −dr(r)

dr
T01,0(n

i
r),

T01,0(n
i
r) =

∑
µ=−1,1

(110 | − µµ0)Y1,−µ(n
i
r) ξµ,

(110 | 1,−1, 0) = (110 | − 1, 1, 0) =

√
1

3
.

(В.42)

У результатi, знаходимо градiєнти:

∂

∂r
ψsph, i,li=0(r) = −

√
1

3

dRsph, i,li=0(r)

dr

∑
µ′=−1,1

Y1,−µ′(n
i
r) ξµ′,

∂

∂r
∆r ψsph, li=0(r) = −β2 ·

√
1

3

d∆r R̃sph, l0=0(r)

dr

∑
µ′=−1,1

Y1,−µ′(n
i
r) ξµ′.

(В.43)

При l ̸= 0 знаходимо

∂

∂r
R(r)Ylm(θ, φ) =

=

√
l

2l+1

(
dr

dr
+
l+1

r
R

) ∑
µ=−1,1

(l − 1, 1, l|m− µµm) Yl−1,m−µ(nr) ξµ−

−
√

l + 1

2l + 1

(
dr

dr
− l

r
R

) ∑
µ=−1,1

(l + 1, 1, l|m− µµm) Yl+1,m−µ(nr) ξµ.

(В.44)

Звiдси знаходимо градiєнт до кутової корекцiї, враховуючи, що у початково-
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му i-станi система має числа l = m = 0:

∂

∂r
∆θ ψ(r) =

∑
l=1,m

√
l

2l + 1

{
dRsph, i,l(r)

dr
+
l + 1

r
Rsph, i,l(r) +

+ β2
d∆r R̃sph, i,l(r)

dr
+ β2

l + 1

r
∆r R̃sph, i,l(r)

}
×

×
∑

µ=−1,1

(l − 1, 1, l |m− µ, µ,m) Yl−1,m−µ(nr) ξµ−

−
∑
l ̸=0,m

√
l + 1

2l + 1

{
dRsph, i,l(r)

dr
− l

r
Rsph, i,l(r) + β2

d∆r R̃sph, i,l(r)

dr
−

− β2
l

r
∆r R̃sph, i,l(r)

} ∑
µ=−1,1

(l + 1, 1, l |m− µ, µ,m) Yl+1,m−µ(nr) ξµ.

(В.45)

Знайдемо також вигляд цього виразу при врахуваннi першого ненульового

значення l = 1:

∂

∂r
∆θ ψ(r) =

√
1

3

∑
m=−1,0,1

∑
µ=−1,1

(0, 1, 1 |m− µ, µ,m) Y0,m−µ(nr) ξµ ×

×
{
dRsph, l=1(r)

dr
+

2

r
Rsph, l=1(r) +β2

d∆rR̃sph, l=1(r)

dr
+β2

2

r
∆rR̃sph, l=1(r)

}
−

−
√

2

3

∑
m=−1,0,1

∑
µ=−1,1

(2, 1, 1 |m− µ, µ,m) Y2,m−µ(nr) ξµ ×

×
{
dRsph, l=1(r)

dr
− 1

r
Rsph, l=1(r) + β2

d∆r R̃sph, l=1(r)

dr
− β2

1

r
∆r R̃sph, l=1(r)

}
.

Враховуючи всi можливi значення m для ненульових функцiй Y0m у першому
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доданку, одержимо

∂

∂r
∆θ ψ(r) =

√
1

3

(
dRsph, l=1(r)

dr
+

2

r
Rsph, l=1(r) +

+ β2
d∆r R̃sph, l=1(r)

dr
+ β2

2

r
∆r R̃sph, l=1(r)

) ∑
µ=−1,1

(0, 1, 1 | 0, µ, µ) ξµ −

−
√

2

3

(
dRsph, l=1(r)

dr
− 1

r
Rsph, l=1(r) + β2

d∆r R̃sph, l=1(r)

dr
−

− β2
1

r
∆r R̃sph, l=1(r)

) ∑
m=−1,0,1

∑
µ=−1,1

(2, 1, 1 |m− µ, µ,m) Y2,m−µ(nr) ξµ.

(В.46)

В.2. Розрахунок матричного елемента з урахуванням де-

формацiї α-розпаду

Як ми побачили ранiше [див. формулу (В.33) на стор. 432], повну хвильову

функцiю деформованої α-розпадаючої системи можна роздiлити на хвильову

функцiю системи сферично-симетричного α-розпаду, а також радiальну й

кутову корекцiї до цiєї хвильової функцiї, що враховують радiальну й кутову

деформацiї ядерної системи при α-розпадi. На такiй пiдставi, ми iстотньо

приходимо до такого ж представлення повного матричного елемента:

p (w) = psph (w) + ∆rp (w) + ∆θp (w), (В.47)

де

psph (w) =
∑

µ=−1,1

hµξ
∗
µ

+∞∫
0

dr r2 e−ikr cos θα−γ ×

×
∫
ψ∗
sph,f,lf=1(r)

∂

∂r
ψsph,i,li=0(r) dΩ

(В.48)
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матричний елемент сферично-симетричного розпаду,

∆r p (w) =
∑

µ=−1,1

hµξ
∗
µ

+∞∫
0

dr r2 e−ikr cos θα−γ ×

×
∫ {

∆r ψ
∗
sphf,lf=1(r)

∂

∂r
ψsph,i,li=0(r) + ψ∗

sph,f,lf=1(r)
∂

∂r
∆r ψsph,i,li=0(r)

}
dΩ

(В.49)

радiальна корекцiя, що з’являється пiсля урахування радiальної деформацiї

α-розпаду,

∆θ p (w) =
∑

µ=−1,1

hµξ
∗
µ

+∞∫
0

dr r2 e−ikr cos θα−γ ×

×
∫ {

∆θ ψ
∗
sph,f,lf=1(r)

∂

∂r
ψsph,i,li=0(r) + ψ∗

sph,f,lf=1(r)
∂

∂r
∆θ ψsph,i,li=0(r)

}
dΩ

(В.50)

кутова корекцiя, що з’являється пiсля урахування кутової деформацiї α-

розпаду.

В.2.1. Матричний елемент вiд сферично-симетричної компоненти

α-розпаду

Враховуючи ортогональнiсть векторiв поляризацiї ξ∗±1 i ξ∓1, знайдемо

psph(w) = −
√

1

3

∑
µ=−1,1

hµ ·
∫
Y ∗
lfmf

(nfr )Y1,−µ(n
i
r) dΩ ×

×
+∞∫
0

R∗
sph, f,lf=1(r)

∂Rsph, i,li=0(r)

∂r
e−ikr cos θα−γ r2 dr.

(В.51)

Враховуючи властивiсть нормування сферичних функцiй Ylm(nr) (при nr =

nir = nfr ), одержимо

psph(w) = −
√

1

3

∑
µ=−1,1

hµ δlf ,1 δmf ,−µ ×

×
+∞∫
0

R∗
sph, f,lf=1(r)

∂Rsph, i,li=0(r)

∂r
e−ikr cos θα−γ r2 dr.

(В.52)
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Приймаючи до уваги, що ця компонента повинна бути переважною, визначи-

мо правила вiдбору для квантових чисел l i m кiнцевого f -стану (при яких

iнтеграл є вiдмiнним вiд нуля):

початковий стан: li = 0, mi = 0;

кiнцевий стан: lf = 1, mf = −µ = ±1.
(В.53)

З урахуванням усiх можливих кiнцевих станiв iз числами mf , одержимо

psph(w) = −
√

1

3

∑
m=−1,0,1

∑
µ=−1,1

hµ δlf ,1 δmf ,−µ ×

×
+∞∫
0

R∗
sph, f,lf=1(r)

∂Rsph, i,li=0(r)

∂r
e−ikr cos θα−γ r2 dr =

= − δlf ,1 δmf=±1

√
1

3
(h−1 + h+1) ×

×
+∞∫
0

R∗
sph, f,lf=1(r)

∂Rsph, i,li=0(r)

∂r
e−ikr cos θα−γ r2 dr =

= i δlf ,1 δmf=±1

√
2

3

+∞∫
0

R∗
sph, f,lf=1(r)

∂Rsph, i,li=0(r)

∂r
e−ikr cos θα−γ r2 dr.

(В.54)

В.2.2. Радiальна корекцiя до матричного елемента

Таким чином, ми знаходимо радiальну корекцiю до матричного елемента:

pr(w) = i δlf ,1 δmf=±1 β2

√
2

3

+∞∫
0

(
R∗

sph, f,lf=1(r)
∂∆r R̃sph i,li=0(r)

∂r
+

+ ∆r R̃
∗
sph, f,lf=1(r)

∂Rsph, i,li=0(r)

∂r

)
e−ikr cos θα−γ r2 dr.

(В.55)
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В.2.3. Кутова корекцiя до матричного елемента

Знайдемо корекцiю ∆θ p (w) до кутової деформацiї хвильової функцiї. Вра-

ховуючи знайдений ранiше градiєнт (В.46) [див. стор. 436], одержимо

∆θp (w) =
∑

µ=−1,1

hµξ
∗
µ

+∞∫
0

dr r2e−ikr cos θα−γ×

×
∫ {

∆θ ψ
∗
f(r)

∂

∂r
ψsph,i(r)+ψ∗

sph,f(r)
∂

∂r
∆θ ψi(r)

}
dΩ =

=
∑

µ=−1,1

hµξ
∗
µ

+∞∫
0

dr r2 e−ikr cos θα−γ ×

×
∫ ∑

l′ ̸=0,m′

(
R∗

sph, f,l′(r) + β2 ∆θ R̃
∗
f,l′(r)

)
Y ∗
l′m′(θ, φ)×

×

{
−dRsph, i(r)

dr
·
√

1

3

∑
µ′=−1,1

Y1,−µ′(n
i
r) ξµ′

}
dΩ+

+ β2
∑

µ=−1,1

hµξ
∗
µ

+∞∫
0

dr r2 e−ikr cos θα−γ

∫ ∑
lf ,mf

R∗
sph,f,lf

(r) Y ∗
lfmf

(θ, φ)×

×

{∑
l ̸=0,m

√
l

2l+1

(
drsph, l(r)

dr
+
l+1

r
Rsph, l(r)+

+ β2
d∆rR̃sph, l(r)

dr
+ β2

l + 1

r
∆rR̃sph, l(r)

)
×

×
∑

µ=−1,1

(l − 1, 1, l |m− µ, µ,m) Yl−1,m−µ(nr) ξµ−

−
∑
l ̸=0,m

√
l + 1

2l + 1

(
dRsph, l(r)

dr
− l

r
Rsph, l(r)+

+ β2
d∆r R̃sph, l(r)

dr
− β2

l

r
∆r R̃sph, l(r)

)
×

×
∑

µ=−1,1

(l + 1, 1, l |m− µ, µ,m) Yl+1,m−µ(nr) ξµ

}
dΩ.
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Враховуючи ортогональнiсть векторiв поляризацiї ξ∗±1 i ξ∓1, одержимо

∆θ p (w) = −
√

1

3

∑
µ=−1,1

hµ
∑

l′ ̸=0,m′

+∞∫
0

(
R∗

sph, f,l′(r) + β2 ∆θ R̃
∗
f,l′(r)

)
×

× dRsph, i(r)

dr
e−ikr cos θα−γ r2 dr ·

∫
Y ∗
l′m′(θ, φ) Y1,−µ(n

i
r) dΩ +

+ β2
∑

µ=−1,1

hµ

+∞∫
0

dr r2 e−ikr cos θα−γ

∑
lf ,mf

R∗
sph,f,lf

(r)
∑
l ̸=0,m

×

×

{√
l

2l + 1

(
dRsph, l(r)

dr
+
l + 1

r
Rsph, l(r) + β2

d∆r R̃sph, l(r)

dr
+

+ β2
l + 1

r
∆r R̃sph, l(r)

)
×

× (l − 1, 1, l |m− µ, µ,m)

∫
Y ∗
lfmf

(θ, φ) Yl−1,m−µ(nr) dΩ−

−
√

l + 1

2l + 1

(
dRsph, l(r)

dr
− l

r
Rsph, l(r) + β2

d∆r R̃sph, l(r)

dr
− β2

l

r
∆rR̃sph, l(r)

)
×

× (l + 1, 1, l |m− µ, µ,m)

∫
Y ∗
lfmf

(θ, φ) Yl+1,m−µ(nr) dΩ

}
.

(В.56)

Тепер враховуючи ортогональнiсть сферичних функцiй Ylm, спростимо далi:

∆θ p (w) = ∆θ p1(w) + ∆θ p2(w) + ∆θ p3(w), (В.57)
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де

∆θ p1(w) = −
√

1

3

∑
µ=−1,1

hµ

+∞∫
0

(
R∗

sph, f,l′=1(r) + β2∆θR̃
∗
f,l′=1(r)

)
×

× dRsph, i(r)

dr
e−ikr cos θα−γ r2 dr,

∆θ p2(w) = β2
∑

µ=−1,1

hµ
∑

lf=0,mf

√
lf + 1

2lf + 3

(
lf , 1, lf + 1 |mf , µ,mf + µ

)
×

×
+∞∫
0

dr r2 e−ikr cos θα−γ R∗
sph,f,lf

(r)

{
drsph, l=lf+1(r)

dr
+
lf+2

r
Rsph, l=lf+1(r) +

+ β2
d∆rR̃sph, l=lf+1(r)

dr
+β2

lf+2

r
∆rR̃sph, l=lf+1(r)

}
,

∆θ p3(w) = −β2
∑

µ=−1,1

hµ
∑

lf=1,mf

√
lf

2lf − 1
(lf , 1, lf − 1 |mf , µ,mf + µ) ×

×
+∞∫
0

dr r2 e−ikr cos θα−γ R∗
sph,f,lf

(r)

{
drsph, l=lf−1(r)

dr
−

− lf−1

r
Rsph, l=lf−1(r)+β2

d∆rR̃sph, l=lf−1(r)

dr
−β2

lf−1

r
∆rR̃sph, l=lf−1(r)

}
.

(В.58)

В.2.4. Розкладання за сферичними хвилями

Для виконання чисельних розрахункiв радiальних iнтегралiв, скористаємося

розкладанням плоскої хвилi за сферичними хвилями у виглядi (13)–(15) у

роботi [57] (див. також (34.1) у [43], стор. 144):

eikz =
+∞∑
l=0

(−i)l(2l + 1)Pl(cos θα−γ)

(
r

k

)l(
1

r

d

dr

)l
sin kr

kr
, (В.59)

де z = r cos θα−γ. За домомогою сферичних функцiй Бесселя (див. Дода-

ток A.3, стор. 385):

jl(kr) = (−1)l
(
r

k

)l(
1

r

d

dr

)l
sin kr

kr
, (В.60)
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одержимо

e−ikr cos θα−γ =

(
eikr cos θα−γ

)∗
=

+∞∑
n=0

in (−1)n (2n+1) Pn(cos θα−γ) jn(kr) (В.61)

i з (В.54) та (В.55) знайдемо

psph(w) = δlf ,1

√
2

3

+∞∑
n=0

in+1 (−1)n (2n+ 1) Pn(cos θα−γ) ×

×
+∞∫
0

R∗
sph, f,lf=1(r)

∂Rsph, i,li=0(r)

∂r
jn(kr) r

2 dr,

(В.62)

pr(w) = δlf ,1 β2 ·
√

2

3

+∞∑
n=0

in+1 (−1)n (2n+ 1) Pn(cos θα−γ) ×

×
+∞∫
0

{
R∗

sph, f,lf=1(r)
∂∆r R̃sph i,li=0(r)

∂r
+

+ ∆r R̃
∗
f,lf=1(r)

∂Rsph, i,li=0(r)

∂r

}
jn(kr) r

2 dr.

(В.63)

Уводячи наступне позначення для радiальних iнтегралiв:

J1(w;n) =

+∞∫
0

R∗
sph, f,lf=1(r)

∂Rsph, i,li=0(r)

∂r
jn(kr) r

2 dr,

J2(w;n) =

+∞∫
0

{
R∗

sph, f,lf=1(r)
∂∆rR̃sph i,li=0(r)

∂r
+

+ ∆rR̃
∗
f,lf=1(r)

∂Rsph, i,li=0(r)

∂r

}
jn(kr) r

2 dr,

(В.64)

перепишемо рiшення (В.62) i (В.63) так:

psph(w) = δlf ,1

√
2

3

+∞∑
n=0

in+1 (−1)n (2n+ 1) Pn(cos θα−γ) · J1(w;n),

pr(w) = δlf ,1 β2 ·
√

2

3

+∞∑
n=0

in+1 (−1)n (2n+ 1) Pn(cos θα−γ) · J2(w;n).

(В.65)
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Тепер повний матричний елемент (без урахування кутової корекцiї) здобуває

вигляду:

p (w) = δlf ,1 ·
√

2

3

+∞∑
n=0

in+1 (−1)n (2n+ 1) ×

× Pn(cos θα−γ) ·
(
J1(w;n) + β2 J2(w;n)

)
.

(В.66)

В.2.5. Перша та друга корекцiї при l = 0 i l = 1

Використовуючи полiноми Лежандра порядку l (див. Додаток A.1, стор. 382):

Pl (β) =
1

2ll!

dl

(dβ)l
(β2 − 1)l, P0 (β) = 1, P1 (β) = β, β = cos θα−γ, (В.67)

ми знаходимо при l = 0 i l = 1

p(n = 0)(w, β) = i δlf ,1

√
2

3
·
(
J1(w; 0) + β2 J2(w; 0)

)
,

p(n = 1)(w, β) = δlf ,1
√
6 cos θα−γ ·

(
J1(w; 1) + β2 J2(w; 1)

)
.

(В.68)

З (2.1) знаходимо коррекцiї при l = 0 i l = 1 для ймовiрностi випромiнювання:

Wl=0(w) = N0kfw
∣∣p(n = 0)(w)

∣∣2 =
=

2

3
N0kfw

∣∣J1(w; 0) + β2 J2(w; 0)
∣∣2,

W (n = 1)(w, β) = N0kfw
∣∣∣p(n = 1)(w, β)

∣∣∣2 =

= 6N0kfw
∣∣∣J1(w; 1) + β2 J2(w; 1)

∣∣∣2 cos2 β
(В.69)

i одержуємо повну ймовiрнiсть випромiнювання з точнiстю до l = 1:

Wl=1(w, β) = Wl=0(w)

∣∣∣∣1−N(w, β2) cos θα−γ

∣∣∣∣2,
N(w, β2) = 3i

J1(w; 1) + β2 J2(w; 1)

J1(w; 0) + β2 J2(w; 0)
.

(В.70)
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ДОДАТОК Г

РОЗРАХУНКИ МАТРИЧНОГО ЕЛЕМЕНТА

ВИПРОМIНЮВАННЯ ВIД БIНАРНОЇ ЯДЕРНОЇ СИСТЕМИ

ПРИ ПОТРIЙНОМУ ПОДIЛI

Запишемо оператор випромiнювання системи, що складається з α-

частинки та бiнарної ядерної системи, у лабораторнiй системi вiдлiку, де

α-частинка та таке ядро складаються з нуклонiв (нумеруємо нуклони α-

частинки iндексом i, а нуклони ядра iндексом j):

Ĥγ = −
4∑
i=1

eZi
mi c

A(ri, t) p̂i −
A∑
j=1

eZj
mj c

A(rj, t) p̂j. (Г.1)

З врахуванням наступного вигляду потенцiала електромагнiтного поля:

A(r, t) =

√
2πh̄c2

w

∑
α=1,2

e(α),∗e−ikr, (Г.2)

ми перепишемо оператор випромiнювання (Г.1) як

Ĥγ = − e

√
2πh̄

w

∑
α=1,2

e(α),∗
{ 4∑

i=1

Zi
mi

e−ikri p̂i +
A∑
j=1

Zj
mj

e−ikrj p̂j

}
. (Г.3)

Перейдемо до вiдносних координат. Позначимо координати центрiв

масс α-частинки як rα, бiнарної ядерної системи як RA та повної ядерної

системи як R. Визначаємо такi координати як

rα =
1

mα

4∑
i=1

mi rαi, RA =
1

mA

A∑
j=1

mj rAj, R =
mARA +mαrα
mA +mα

. (Г.4)

Вводячи вiдноснi координати ραi, ρAj та r як

ri = rα + ραi, rj = RA + ρAj, r = rα −RA, (Г.5)
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ми знаходимо вiдповiднi iмпульси:

pi = − ih̄
d

dri
= pα + pαi, pα = − ih̄

d

drα
, pαi = − ih̄

d

dραi
,

pj = − ih̄
d

drj
= PA + pAj, PA = − ih̄

d

dRA
, pAj = −ih̄ d

dρAj
,

p = pα −PA.

(Г.6)

Враховуючи (Г.5), ми отримаємо:

RA = R− mα

mA +mα
r, rα = R+

mA

mA +mα
r (Г.7)

та перепишемо перший i другий вирази у (Г.5) як

ri = R+
mA

mA +mα
r+ ραi, rj = R− mα

mA +mα
r+ ρAj. (Г.8)

Пiдставляючи цi вирази у формулу (Г.3), отримаємо

Ĥγ = − e

√
2πh̄

w

∑
α=1,2

e(α),∗ e
−ik
[
R−

mα

mA +mα
r
]
×

×

{[
e−ikr

4∑
i=1

Zi

mi
e−ikραi +

A∑
j=1

Zj

mj
e−ikρAj

]
P +

+
[
e−ikr mA

mA +mα

4∑
i=1

Zi

mi
e−ikραi − mα

mA +mα

A∑
j=1

Zj

mj
e−ikρAj

]
p +

+ e−ikr
4∑

i=1

Zi

mi
e−ikραi pαi +

A∑
j=1

Zj

mj
e−ikρAj pAj

}
.

(Г.9)

Визначимо хвильову функцiю повної ядерної системи у наступному

виглядi (див. роботу [31]):

|s⟩ = e−iKs·R sα |sA⟩ , (Г.10)

де s = i або f [iндекси i та f означають початковий стан (тобто стан перед ви-

промiнюванням фотона) та кiнцевий стан (тобто стан пiсля випромiнювання

фотона)], Ks — повний iмпульс повної ядерної системи, |sA⟩ — хвильова фун-

кцiя, що описує внутрiшнi стани бiнарної ядерної системи, |sα⟩ — хвильова

функцiя, що описує вiдносний рух (з врахуванням тунелювання) α-частинки
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вiдносно бiнарної ядерної системи. Припускаючи Ki = 0, ми знаходимо ма-

тричний елемент:⟨
f | Ĥγ| i

∣∣∣f | Ĥγ| i
⟩
= − e

√
2πh̄

w

∑
α=1,2

e(α),∗

{⟨
fα, fA

∣∣∣∣∣ ei (Kf−k)·R ×

× e
ikr

mα

mA +mα

[
e−ikr

4∑
i=1

Zi

mi
e−ikραi +

A∑
j=1

Zj

mj
e−ikρAj

]
P

∣∣∣∣∣ iα, iA
⟩

+

+

⟨
fα, fA

∣∣∣∣∣ ei (Kf−k)·R e
ikr

mα

mA +mα

[
e−ikr mA

mA +mα

4∑
i=1

Zi

mi
e−ikραi −

− mα

mA +mα

A∑
j=1

Zj

mj
e−ikρAj

]
p

∣∣∣∣∣ iα, iA
⟩

+

+

⟨
fα, fA

∣∣∣∣∣∣ ei (Kf−k)·R e
ikr

mα

mA +mα e−ikr
4∑

i=1

Zi

mi
e−ikραi pαi

∣∣∣∣∣∣ iα, iA
⟩

+

+

⟨
fα, fA

∣∣∣∣∣∣ ei (Kf−k)·R e
ikr

mα

mA +mα

A∑
j=1

Zj

mj
e−ikρAj pAj

∣∣∣∣∣∣ iα, iA
⟩}

.

(Г.11)

У подальших розрахунках ми не будемо використовувати перший до-

данок у цьому виразi [оскiльки ми не будемо вивчати вплив руху центра

масс повної ядерної системи (в наслiдок випромiнювання) на саме випромi-

нювання] та третiй доданок (оскiльки ми не будемо розглядати можливiсть

деформування форми α-частинки пiд час подiлу ядра). Вводячи ефективний

заряд повної ядерної системи (це α-частинка та бiнарна ядерна система)

як

Zeff(r) = eikr
{
e
−ikr

mA

mA +mα
mA Zα
mA +mα

− e
ikr

mα

mA +mα
mα ZA

mA +mα

}
,

(Г.12)

зарядовий форм-фактор α-частинки як

Zα(k) =

⟨
βf

∣∣∣∣∣
4∑
i=1

Zi
mi

e−ikραi

∣∣∣∣∣ βi
⟩

(Г.13)

та зарядовий форм-фактор бiнарної ядерної системи як

ZA(k) =

⟨
βf

∣∣∣∣∣
A∑
j=1

Zj
mj

e−ikρAj

∣∣∣∣∣ βi
⟩
, (Г.14)
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ми отримаємо⟨
f | Ĥγ| i

∣∣∣f | Ĥγ| i
⟩

= − e

√
2πh̄

w

∑
α=1,2

e(α),∗ δ(Kf − k) ×

×
{⟨

fA, fα

∣∣∣∣Zeff(r) e
−ikr p

∣∣∣∣ iA, iα⟩ +

+

⟨
fα

∣∣∣∣∣ eikr
mα

mA +mα

⟨
fA

∣∣∣ZA(k)pAj

∣∣∣ iA⟩
∣∣∣∣∣ iα
⟩}

.

(Г.15)

У першому наближеннi (яке ми назвемо дипольним) ми отримаємо:

Z
(dip)
eff =

mA Zα −mα ZA

mA +mα
. (Г.16)
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ДОДАТОК Д

РОЗРАХУНКИ МАТРИЧНИХ ЕЛЕМЕНТIВ КОГЕРЕНТНОГО

ВИПРОМIНЮВАННЯ ПРИ ПРОТОН-ЯДЕРНОМУ

РОЗСIЯННI

Д.1. Хвильова функцiя протона у полi ядра й пiдсумову-

вання за спiновими станами

Визначимо хвильову функцiю протона у полi ядра. Будемо шукати її у ви-

глядi бiлiнейної комбiнацiї власних функцiй двох пiдсистем — орбiтальної та

спiнової (див. (1.4.2), [161], стор. 42):

ψjm(r, s) = R (r)
∑
m=−l

l
∑

µ=±1/2

Clm1/2µjmYlm(nr) vµ(s), (Д.1)

де R (r) — радiальна скалярна функцiя (будемо вважати, що R (r) не за-

лежить вiд m при однаковому l), nr = r/r — одиничний вектор, спрямо-

ваний уздовж r, Ylm(nr) — сферичнi функцiї (див. Додаток A.2, стор. 384),

Clm1/2µjm — коефiцiєнти векторного додавання (коефiцiєнти КлебшагГордо-

на), M = m + µ i l = j ± 1/2, s — спiнова змiнна. Однак, ми врахуємо, що

як до випромiнювання фотона, так i пiсля нього ми не можемо зафiксува-

ти експериментально окремi стани з обраним числом M (власним значенням

оператора Ĵz). Тому замiсть (Д.1) нас буде цiкавити суперпозицiя по всiх

станах з рiзними числами M :

ψjl(r, s) = R (r)
∑
m=−l

l
∑

µ=±1/2

Clm1/2µj,M = m+ µYlm(nr) vµ(s). (Д.2)

Для зручностi подальших розрахункiв уведемо просторову хвильову функцiю

у виглядi:

φlm(r) = Rl (r) Ylm(nr). (Д.3)
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Розглянемо, що собою представляє спiнова функцiя vµ(s). Розписавши її по

компонентах, ми бачимо, що vµ1
(s) i vµ2

(s) — власнi функцiї оператора спина

ŝz, що вiдповiдають власним значенням sz = σ1 i sz = σ2 (див. [43], стор. 247).

Кожна така функцiя вiдповiдає стану, у якому частинка має певне значення

sz. Отже, маємо

vµ1
(s) = δµ1s, vµ2

(s) = δµ2s. (Д.4)

Дiя оператора спина на хвильову функцiю виражається за формулою (див.

(55,4), [43], стор. 248)

(̂s vµ) (σ) =
∑
σ′
sσσ′ vµ (σ′), (Д.5)

яка дає наступнi матричнi елементи (що не дорiвнюють нулю):

(sx)σ,σ−1 = (sx)σ−1,σ =
1

2

√
(s+ σ) (s− σ + 1),

(sy)σ,σ−1 = − (sy)σ−1,σ = − i

2

√
(s+ σ) (s− σ + 1),

(sz)σσ = σ.

(Д.6)

У випадку спина 1/2 (s = 1/2, σ = ±1/2) цi матрицi дворяднi. Маємо

ŝ =
1

2
σ̂. (Д.7)

Знайдемо наступнi вирази:

v∗µf
(sf)σ̂x vµi

(si) = v∗µf
(sf)

∑
s′
(σx)sis′ vµi

(s′) =
{
δsi,−1/2 v

∗
µf
(sf)vµi

(+1/2)+

= δsi,+1/2 v
∗
µf
(sf) vµi

(−1/2)
}√

(s+ |si|) (s− |si|+ 1),

v∗µf
(sf)σ̂y vµi

(si) = v∗µf
(sf)

∑
s′
(σy)sis′vµi

(s′) = i
{
δsi,−1/2 v

∗
µf
(sf)vµi

(+1/2)−

− δsi,+1/2 v
∗
µf
(sf) vµi

(−1/2)
}√

(s+ |si|) (s− |si|+ 1),

v∗µf
(sf) σ̂z vµi

(si) = v∗µf
(sf)

∑
s′
(σz)sis′ vµi

(s′) =

=
{
δsi,−1/2 v

∗
µf
(sf) vµi

(−1/2) + δsi,+1/2 v
∗
µf
(sf) vµi

(+1/2)
}
.

(Д.8)
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Використовуючи (Д.4) i (Д.6), одержимо

v∗µf
(sf) σ̂x vµi

(si) = δµf ,sf

{
δsi,−1/2 δµi,+1/2 + δsi,+1/2 δµi,−1/2

}
,

v∗µf
(sf) σ̂y vµi

(si) = i δµf ,sf

{
δsi,−1/2 δµi,+1/2 − δsi,+1/2 δµi,−1/2

}
,

v∗µf
(sf) σ̂z vµi

(si) = δµf ,sf

{
δsi,−1/2 δµi,−1/2 + δsi,+1/2 δµi,+1/2

} (Д.9)

i знайдемо суми:

∑
si,sf=±1/2

v∗µf
(sf) σ̂x vµi

(si) = 1,

∑
si,sf=±1/2

v∗µf
(sf) σ̂y vµi

(si) = i
{
δµi,+1/2 − δµi,−1/2

}
,

∑
si,sf=±1/2

v∗µf
(sf) σ̂z vµi

(si) = 1.

(Д.10)

Цi формули можна переписати у виглядi компонентiв векторiв:

∑
si,sf=±1/2

v∗µf
(sf) σ̂ vµi

(si) = ex
∑

si,sf=±1/2

v∗µf
(sf) σ̂x vµi

(si) +

+ ey
∑

si,sf=±1/2

v∗µf
(sf) σ̂y vµi

(si) + ez
∑

si,sf=±1/2

v∗µf
(sf) σ̂z vµi

(si) =

= ex + ey i
{
δµi,+1/2 − δµi,−1/2

}
+ ez,

(Д.11)

де введена система одиничних ортiв ex, ey, ez.

Тепер будемо шукати матричнi елементи у (5.13) [див. стор. 126]. На

початку, ми виконаємо в них пiдсумовування по всiх спiнових станах. Вико-

ристовуючи власнi значення спiнових функцiй (Д.4), для першого елемента
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одержимо

⟨
kf

∣∣∣ e−ikphr ∇
∣∣∣ ki⟩ =

=
∑
mi,mf

∑
si,sf=±1/2

∫
R∗
f (r)

∑
µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

Ylfmf
(nr)

∗ v∗µf
(sf) e

−ikphr ∇ ×

× Ri (r)
∑

µi=±1/2

CjiMi

limi1/2µi
Ylimi

(nr) vµi
(si) dr =

=
∑
mi,mf

∑
µf=±1/2

∑
µi=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
·
[ ∑
si,sf=±1/2

v∗µf
(sf) vµi

(si)
]
×

×
∫
R∗
f (r) Ylfmf

(nr)
∗ e−ikphr ∇Ri (r) Ylimi

(nr) dr =

=
∑

µi, µf=±1/2

∑
mi,mf

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
·
⟨
kf

∣∣∣ e−ikphr ∇
∣∣∣ki⟩

r
,

(Д.12)

де
⟨
kf
∣∣ . . .∣∣ ki⟩r — однокомпонентний матричний елемент, який має вигляд

⟨
kf

∣∣∣ f̂ ∣∣∣ ki⟩
r

≡
∫
R∗
f (r) Ylfmf

(nr)
∗ f̂ Ri (r) Ylimi

(nr) dr, (Д.13)

де використовуються просторовi хвильовi функцiї вигляду (Д.3) i iнтегрува-

ння виконується тiльки по просторових змiнних. Використовуючи знайденi
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суми (Д.10), для третього елемента знайдемо

⟨
kf

∣∣∣ e−ikphr σ
∣∣∣ ki⟩ =

=
∑

si,sf=±1/2

∫
R∗
f (r)

∑
mf

∑
µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

Ylfmf
(nr)

∗v∗µf
(sf)e

−ikphr σ×

× Ri (r)
∑
mi

∑
µi=±1/2

CjiMi

limi1/2µi
Ylimi

(nr) vµi
(si) dr =

=
∑
mf ,mi

∑
µf=±1/2

∑
µi=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi

∑
si,sf=±1/2

v∗µf
(sf)σ vµi

(si)×

×
∫
R∗
f (r) Ylfmf

(nr)
∗ e−ikphr Ri (r) Ylimi

(nr) dr =

=
∑
mf ,mi

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
×

×
[
ex + ey i

{
δµi,+1/2 − δµi,−1/2

}
+ ez

] ⟨
kf

∣∣∣ e−ikphr
∣∣∣ ki⟩

r
,

(Д.14)

Аналогiчнi обчислення виконуємо для другого елемента. Випишемо рiшення

для всiх матричних елементiв, що просуммованi за спiновими станами:

⟨
kf

∣∣∣ e−ikphr ∇
∣∣∣ ki⟩ =

∑
mf ,mi

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
·
⟨
kf

∣∣∣ e−ikphr∇
∣∣∣ki⟩

r
,

⟨
kf

∣∣∣ e−ikphr σ ·
[
e(α)×∇

]∣∣∣ ki⟩ =
∑
mf ,mi

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
×

×
[
ex + ey i

{
δµi,+1/2 − δµi,−1/2

}
+ ez

]
·
[
e(α)×

⟨
kf

∣∣∣ e−ikphr∇
∣∣∣ ki⟩

r

]
,⟨

kf

∣∣∣ e−ikphr σ
∣∣∣ ki⟩ =

∑
mf ,mi

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
×

×
[
ex + ey i

{
δµi,+1/2 − δµi,−1/2

}
+ ez

] ⟨
kf

∣∣∣ e−ikphr
∣∣∣ ki⟩

r
.

(Д.15)

Далi, щоб знайти матричнi елементи (5.13), виконаємо у них пiдсумо-

вування за значеннями векторiв поляризацiї. Знаходимо суму для першого
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елемента: ∑
α=1,2

e(α)
⟨
kf

∣∣∣ e−ikphr ∇
∣∣∣ ki⟩ =

=
∑
mf ,mi

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
(e(1) + e(2))

⟨
kf

∣∣∣ e−ikphr ∇
∣∣∣ ki⟩

r
.

(Д.16)

Для третього елемента одержимо∑
α=1,2,3

[
kph × e(α)

] ⟨
kf

∣∣∣e−ikphrσ
∣∣∣ki⟩ = kph

∑
mf ,mi

∑
µi,µf=±1/2

C
jfMf ,∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
×

×
(
e(2) − e(1)

)
·
[
ex + ey i

{
δµi,+1/2 − δµi,−1/2

}
+ ez

]
·
⟨
kf

∣∣∣ e−ikphr
∣∣∣ ki⟩

r
.

(Д.17)

Зорiєнтуємо систему ортiв ex, ey i ez так, щоб ez був направлен з ве-

ктором kph, а ex i ey — з векторими e(1) i e(2). Одержимо

ex = e(1), ey = e(2). (Д.18)

Враховуючи властивостi ортогональностi цих векторiв, спрощуємо (Д.17):∑
α=1,2,3

[
kph × e(α)

]⟨
kf

∣∣∣e−ikphrσ
∣∣∣ki⟩ = kph

∑
mf ,mi

∑
µi,µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
×

×
[
−1 + i

{
δµi,+1/2 − δµi,−1/2

}] ⟨
kf

∣∣∣ e−ikphr
∣∣∣ ki⟩

r
.

(Д.19)

Бачимо, що доданок при e(3) випадає. Для другого елемента з (5.13) одержу-

ємо∑
α=1,2,3

⟨
kf

∣∣∣ e−ikphrσ ·
[
e(α)×∇

]∣∣∣ki⟩ =
∑
mf ,mi

∑
µi,µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
×

×
[
ex + eyi

{
δµi,+1/2 − δµi,−1/2

}
+ ez

]
·
[ ∑
α=1,2,3

e(α)×
⟨
kf

∣∣∣e−ikphr∇
∣∣∣ki⟩

r

]
.

(Д.20)

У кулонiвському калiбруваннi маємо

ex = e(1), ey = e(2), ez||e(3), |ex| = |ey| = |ez| = 1, |e(3)| = 0. (Д.21)
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З врахуванняом цього випишемо остаточнi рiшення для матричних елементiв

(5.13):

pel = i
∑
mf ,mi

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf ,∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
· (e(1) + e(2))

⟨
kf

∣∣∣e−ikphr∇
∣∣∣ki⟩

r
,

pmag, 1 =
1

2

∑
mf ,mi

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
×

×
[
ex + eyi

{
δµi,+1/2 − δµi,−1/2

}
+ ez

][∑
α=1,2

e(α)×
⟨
kf

∣∣∣e−ikphr∇
∣∣∣ki⟩

r

]
,

pmag, 2 =
−i kph

2

∑
mf ,mi

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
×

×
[
−1 + i

{
δµi,+1/2 − δµi,−1/2

}] ⟨
kf

∣∣∣ e−ikphr
∣∣∣ ki⟩

r
.

(Д.22)

Д.2. Матричнi елементи по просторовим змiнним

Тепер ми будемо шукати матричнi елементи:⟨
kf

∣∣∣ e−ikphr
∣∣∣ ki⟩

r
=

∫
φ∗
f(r) e

−ikphr φi(r)dr,⟨
kf

∣∣∣∣ e−ikphr
∂

∂r

∣∣∣∣ ki⟩
r

=

∫
φ∗
f(r) e

−ikphr
∂

∂r
φi(r)dr.

(Д.23)

Д.2.1. Лiнiйна й кругова поляризацiї випромененого фотона

Перепишемо вектори лiнiйної поляризацiї e(α) через вектори кругової по-

ляризацiї ξµ iз протилежними напрямками обертання (див. [116], (2.39),

стор. 42):

ξ−1 =
1√
2

(
e(1) − ie(2)

)
, ξ+1 = − 1√

2

(
e(1) + ie(2)

)
, ξ0 = e(3), (Д.24)

де

h± = ∓1± i√
2
, h−1 + h+1 = −i

√
2,

∑
α=1,2

e(α),∗ = h−1 ξ
∗
−1 + h+1 ξ

∗
+1. (Д.25)
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Маємо (у кулонiвському калiбруваннi при e(3) = 0):

e(1) =
1√
2

(
ξ−1 − ξ+1

)
, e(2) =

i√
2

(
ξ−1 + ξ+1

)
, (Д.26)

∑
µ=±1

ξ∗µ · ξµ =
1

2

(
e(1) − ie(2)

)(
e(1) − ie(2)

)∗
+

1

2

(
e(1) + ie(2)

)(
e(1) + ie(2)

)∗
= 2.

(Д.27)

Iз визначення (Д.24) одержимо

ξ∗−1 = −ξ+1, ξ∗+1 = −ξ−1. (Д.28)

Звiдси знаходимо векторнi добутки векторiв ξ±1:[
ξ−1 × ξ+1

]
=
[ 1√

2

(
e(1) − ie(2)

)
× −1√

2

(
e(1) + ie(2)

)]
=

=
−1

2

[(
e(1) − ie(2)

)
×
(
e(1) + ie(2)

)]
=

= − 1

2

{
i
[
e(1) × e(2)

]
− i
[
e(2) × e(1)

]}
=

= −i
[
e(1) × e(2)

]
= −i ez,

(Д.29)

[
ξ∗−1 × ξ+1

]
= −

[
ξ+1 × ξ+1

]
= 0,

[
ξ∗−1 × ξ−1

]
= −

[
ξ+1 × ξ−1

]
= i ez,[

ξ∗+1 × ξ−1

]
= −

[
ξ−1 × ξ−1

]
= 0,

[
ξ∗+1 × ξ+1

]
= −

[
ξ−1 × ξ+1

]
= −i ez.

(Д.30)

Д.2.2. Розкладання векторного потенцiалу A за мультиполями

Розкладемо векторний потенцiал A електромагнiтного поля за мультиполя-

ми. Вiдповiдно до [116] (див. (2.106) на стор. 58), у сферично симетричному

наближеннi маємо

ξµ e
ikphr = µ

√
2π
∑
lph=1

(2lph + 1)1/2 ilph ·
[
Alphµ(r,M) + iµAlphµ(r, E)

]
, (Д.31)
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де [див. [116], (2.73) на стор. 49, (2.80) на стор. 51]

Alphµ(r,M) = jlph(kphr)Tlphlph,µ(nr),

Alphµ(r, E) =

√
lph + 1

2lph + 1
jlph−1(kphr)Tlphlph−1,µ(nr) −

−
√

lph
2lph + 1

jlph+1(kphr)Tlphlph+1,µ(nr).

(Д.32)

Тут Alphµ(r,M) i Alphµ(r, E) — магнiтнi i електричнi мультиполi, jlph(kphr)

— сферичнi функцiї Бесселя порядку lph [див. Додаток A.3, стор. 385),

Tlphlph′,µ(nr) — векторнi сферичнi гармонiки, див. (1.31)]. Вираз (Д.31) є рiше-

нням хвильового рiвняння електромагнiтного поля у виглядi плоскої хвилi,

що представлено у виглядi суми електричних i магнiтних мультиполiв (на-

приклад, див. стор. 83–92, п. 2.2 у [161]). Тому окремi мультипольнi у (Д.31)

є рiшеннями цього хвильового рiвняння для даних чисел jph i lph (jph — кван-

тове число, що визначає власне значення оператора повного моменту фотона,

тодi як lph = jph − 1, jph, jph + 1 пов’язане з оператором орбiтального момен-

ту, але визначає власнi значення парностi фотона й тому також є квантовим

числом).

Ми зорiєнтували систему координат таким чином, щоб вiсь z була спря-

мована уздовж вектору kph (див. [116], (2.105) на стор. 57). Вiдповiдно до [116]

(див. стор. 45), функцiї Tlphlph′,µ(nr) мають такий вигляд (ξ0 = 0):

Tjphlph,m(nr) =
∑
µ=±1

(lph, 1, jph
∣∣m− µ, µ,m) Ylph,m−µ(nr) ξµ, (Д.33)

де (l, 1, j
∣∣m − µ, µ,m) — коефiцiєнти Клебша-Гордона (див. Додаток A.4,

стор. 385). З (Д.31) i (Д.27) можна одержати таку формулу (при e(3) = 0):

e−ikphr =
1

2

∑
µ=±1

ξ∗µ ξµ e
ikr =

=
1

2

∑
µ=±1

ξµ µ
√
2π
∑
lph=1

(2lph + 1)1/2 (−i)lph ·
[
A∗
lphµ

(r,M)− iµA∗
lphµ

(r, E)
]
.

(Д.34)
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Д.2.3. Сферично симетричний розпад

Використовуючи розкладання (Д.34), розрахуємо матричнi елементи (Д.23)

далi. Знайдемо перший матричний елемент:⟨
kf

∣∣∣ e−ikphr
∣∣∣ ki⟩

r
=

∫
φ∗
f(r) e

−ikphr φi(r) dr =

=
1

2

∑
µ=±1

ξµ µ
√
2π
∑
lph=1

(2lph + 1)1/2 (−i)lph ×

×
∫
φ∗
f(r)

[
A∗
lphµ

(r,M)− iµA∗
lphµ

(r, E)
]
φi(r)dr =

=

√
π

2

∑
lph=1

(2lph + 1)1/2 (−i)lph
∑
µ=±1

ξµ µ ×

×
∫
φ∗
f(r) φi(r)

[
A∗
lphµ

(r,M)− iµA∗
lphµ

(r, E)
]
dr

або⟨
kf

∣∣∣ e−ikphr
∣∣∣ ki⟩

r
=

√
π

2

∑
lph=1

(−i)lph
√

2lph + 1
∑
µ=±1

[
µ p̃Mlphµ − i p̃Elphµ

]
, (Д.35)

де

p̃Mlphµ = ξµ

∫
φ∗
f(r)φi(r) A

∗
lphµ

(r,M) dr,

p̃Elphµ = ξµ

∫
φ∗
f(r)φi(r) A

∗
lphµ

(r, E) dr.
(Д.36)

Для другого матричного елемента одержимо⟨
kf

∣∣∣∣e−ikphr
∂

∂r

∣∣∣∣ki⟩
r

=

∫
φ∗
f(r) e

−ikphr
∂

∂r
φi(r) dr =

=
1

2

∑
µ=±1

ξµ µ
√
2π
∑
lph=1

(2lph + 1)1/2(−i)lph ×

×
∫
φ∗
f(r)

[
A∗
lphµ

(r,M)− iµA∗
lphµ

(r, E)
](∂φi(r)

∂r

)
dr =

=

√
π

2

∑
lph=1

(2lph + 1)1/2 (−i)lph
∑
µ=±1

ξµ µ ×

×
∫
φ∗
f(r)

[
A∗
lphµ

(r,M)− iµA∗
lphµ

(r, E)
](∂ φi(r)

∂r

)
dr
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або⟨
kf

∣∣∣∣e−ikr ∂∂r
∣∣∣∣ki⟩

r

=

√
π

2

∑
lph=1

(−i)lph
√

2lph + 1
∑
µ=±1

ξµ µ ×
[
pMlphµ − iµ pElphµ

]
,

(Д.37)

де

pMlphµ =

∫
φ∗
f(r)

(
∂

∂r
φi(r)

)
A∗
lphµ

(r,M) dr,

pElphµ =

∫
φ∗
f(r)

(
∂

∂r
φi(r)

)
A∗
lphµ

(r, E) dr.

(Д.38)

Тепер розрахуємо матричнi елементи у (Д.22). Використовуючи фор-

мули (Д.35)–(Д.38), для першого елемента знаходимо

pel = i
∑
mi,mf

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
·
∑
µ=±1

hµξ
∗
µ×

×
√
π

2

∑
lph

(−i)lph
√
2lph + 1

∑
µ′=±1

ξµ′ µ′ ×
[
pMlphµ′ − iµ′ pElphµ′

]
=

= i

√
π

2

∑
mi,mf

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
×

×
∑
lph

(−i)lph
√
2lph + 1

∑
µ=±1

hµ µ
[
pMlphµ − iµ pElphµ

]
або

pel = i

√
π

2

∑
mi,mf

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
×

×
∑
lph=1

(−i)lph
√
2lph + 1 ·

[
pMlph − i pElph

]
,

(Д.39)

де
pMlph =

∑
µ=±1

hµ µ p
M
lphµ

, pElph =
∑
µ=±1

hµ p
E
lphµ

. (Д.40)

Для третього матричного елемента одержимо

pmag, 2 =
−i kph

2

∑
mf ,mi

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
×

×
[
−1 + i

{
δµi,+1/2 − δµi,−1/2

}]
×

×
√
π

2

∑
lph=1

(−i)lph
√

2lph + 1
∑
µ=±1

[
µ p̃Mlphµ − i p̃Elphµ

]
,

(Д.41)
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де

p̃Mlph =
∑
µ=±1

µ p̃Mlphµ, p̃Mlph =
∑
µ=±1

p̃Elphµ. (Д.42)

Тепер розглянемо другий матричний елемент. З (Д.22) i (Д.35) запи-

шемо

pmag, 1 =
1

2

∑
mi,mf

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
×

×
[ 1√

2

(
ξ−1 − ξ+1

)
+

i√
2

(
ξ−1 + ξ+1

)
i
{
δµi,+1/2 − δµi,−1/2

}
+ ez

]
×

×
[∑
µ=±1

hµξ
∗
µ ×

√
π

2

∑
l

(−i)l
√
2l + 1

∑
µ′=±1

ξµ′µ′ ×
[
pMlµ′ − iµ′pElµ′

] ]
.

(Д.43)

Зi знайдених ранiше властивостей (Д.30) можна бачити, що векторнi добутки

векторiв ξ±1 дають тiльки вектор ez, помножений на скаляр. Перетворимо

(Д.43) далi:

pmag, 1 =
1

2

∑
mi,mf

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
· ez ×

×
√
π

2

∑
l

(−i)l
√
2l + 1

∑
µ=±1

∑
µ′=±1

hµ µ
′
[
ξ∗µ × ξµ′

]
·
[
pMlµ′ − iµ′ pElµ′

]
=

=
1

2

√
π

2

∑
mi,mf

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
×

×
∑
l

(−i)l
√
2l + 1 ez

∑
µ=±1

[
ξ∗µ × ξµ

]
hµ

[
µ pMlµ − i pElµ

]
=

=
1

2

√
π

2

∑
mi,mf

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
×

×
∑
l

(−i)l
√
2l + 1ez

∑
µ=±1

−iµ ezhµ
[
µ pMlµ − i pElµ

]
=

= − 1

2

√
π

2

∑
mi,mf

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
×

×
∑
l

(−i)l
√
2l + 1 ·

∑
µ=±1

hµ

[
i pMlµ + µ pElµ

]
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або

pmag, 1 = − 1

2

√
π

2

∑
mi,mf

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi
×

×
∑
l

(−i)l
√
2l + 1 ·

∑
µ=±1

i hµ µ
[
µ pMlµ − i pElµ

]
.

(Д.44)

Випишемо знайденi рiшення:

pel =

√
π

2

∑
lph

(−i)lph
√

2lph + 1 ×

×
∑
mi,mf

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

CjiMi

limi1/2µi

[
i p

Mmimf

lph
+ p

Emimf

lph

]
,

pmag,1 = − 1

2

√
π

2

∑
lph

(−i)lph
√
2lph + 1 ·

∑
mi,mf

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

×

× CjiMi

limi1/2µi

∑
µ=±1

hµ

[
i p

Mmimf

lphµ
+ µ p

Emimf

lphµ

]
,

pmag,2 = −
√
π

8
k
∑
lph

(−i)lph
√
2lph + 1 ·

∑
mi,mf

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf , ∗
lfmf1/2µf

×

× CjiMi

limi1/2µi

[
−1 + i

{
δµi,+1/2 − δµi,−1/2

}]
·
[
i p̃Mlph + p̃Elph

]
.

(Д.45)

Д.3. Розрахунки компонент pMlphµ, p
E
lphµ

та p̃Mlphµ, p̃
E
lphµ

Для розрахункiв таких компонент скористаємося градiєнтною формулою

[див. [116], (2.56), стор. 46]:

∂

∂r
φi(r) =

∂

∂r

{
Ri(r) Ylimi

(nr)
}

=

=

√
li

2li + 1

(
dRi(r)

dr
+
li + 1

r
Ri(r)

)
Tlili−1,mi

(nr) −

−
√

li + 1

2li + 1

(
dRi(r)

dr
− li
r
Ri(r)

)
Tlili+1,mi

(nr),

(Д.46)
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та отримаємо

pMlph,µ =

√
li

2li + 1
IM(li, lf , lph, li − 1, µ)

{
J1(li, lf , lph) + (li + 1) · J2(li, lf , lph)

}
−

−
√

li + 1

2li + 1
IM(li, lf , lph, li + 1, µ)

{
J1(li, lf , lph)− li · J2(li, lf , lph)

}
,

(Д.47)

pElph,µ =

√
li (lph + 1)

(2li + 1)(2lph + 1)
· IE(li, lf , lph, li − 1, lph − 1, µ) ×

×
{
J1(li, lf , lph − 1) + (li + 1) · J2(li, lf , lph − 1)

}
−

−
√

li lph
(2li + 1)(2lph + 1)

· IE(li, lf , lph, li − 1, lph + 1, µ) ×

×
{
J1(li, lf , lph + 1) + (li + 1) · J2(li, lf , lph + 1)

}
+

+

√
(li + 1)(lph + 1)

(2li + 1)(2lph + 1)
· IE(li, lf , lph, li + 1, lph − 1, µ) ×

×
{
J1(li, lf , lph − 1)− li · J2(li, lf , lph − 1)

}
−

−

√
(li + 1) lph

(2li + 1)(2lph + 1)
· IE(li, lf , lph, li + 1, lph + 1, µ) ×

×
{
J1(li, lf , lph + 1) − li · J2(li, lf , lph + 1)

}
,

(Д.48)

де

J1(li, lf , n) =

+∞∫
0

dRi(r, li)

dr
R∗
f(lf , r) jn(kphr) r

2dr,

J2(li, lf , n) =

+∞∫
0

Ri(r, li)R
∗
f(lf , r) jn(kphr) r dr,

IM (li, lf , lph, l1, µ) =

∫
Y ∗
lfmf

(nr)Tli l1,mi
(nr)T

∗
lph lph, µ

(nr) dΩ,

IE (li, lf , lph, l1, l2, µ) =

∫
Y ∗
lfmf

(nr)Tlil1,mi
(nr)T

∗
lphl2, µ

(nr) dΩ.

(Д.49)
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Також для p̃Mlphµ та p̃Elphµ знаходимо:

p̃Mlphµ = Ĩ (li, lf , lph, lph, µ) · J̃ (li, lf , lph),

p̃Elphµ =

√
lph + 1

2lph + 1
Ĩ (li, lf , lph, lph − 1, µ) · J̃ (li, lf , lph − 1)−

−
√

lph
2lph + 1

Ĩ (li, lf , lph, lph + 1, µ) · J̃ (li, lf , lph + 1),

(Д.50)

де

J̃ (li, lf , n) =

+∞∫
0

Ri(r)R
∗
f(l, r) jn(kphr) r

2dr,

Ĩ (li, lf , lph, n, µ) = ξµ

∫
Ylimi

(nr) Y
∗
lfmf

(nr)T
∗
lphn,µ

(nr) dΩ.

(Д.51)

Д.4. Диференцiальнi матричнi елементи

У сферично симетричнiй задачi хвильовi функцiї ядерної системи у початко-

вому й кiнцевому станах можна записати як добуток радiальної й кутової

компонент. В наслiдок цього, матричнi елементи випромiнювання можна ви-

разити через радiальнi та кутовi iнтеграли, розрахунок яких приведено у До-

датку Д (див. стор. 448). Для опису випромiнювання фотонiв у залежностi

вiд кута θ, яке супроводжує протонний розпад, визначимо наступнi диферен-

цiальнi матричнi елементи:

d pMlphµ

sin θ dθ
=

√
li

2li + 1

d IM (li, lf , lph, li − 1, µ)

sin θ dθ

{
J1(li, lf , lph) +

+ (li + 1) · J2(li, lf , lph)
}
−
√

li + 1

2li + 1

d IM (li, lf , lph, li + 1, µ)

sin θ dθ
×

×
{
J1(li, lf , lph)− li · J2(li, lf , lph)

}
,

(Д.52)
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dpElphµ

sin θ dθ
=

√
1

(2li + 1)(2lph + 1)

{√
li (lph + 1)

dIE(li, lf , lph, li − 1, lph − 1, µ)

sin θ dθ
×

×
{
J1(li, lf , lph − 1) + (li + 1) · J2(li, lf , lph − 1)

}
−

−
√
li lph ·

d IE (li, lf , lph, li− 1, lph+1, µ)

sin θ dθ
×

×
{
J1(li, lf , lph+1) + (li+1) · J2(li, lf , lph+1)

}
+

+
√

(li+1)(lph+1) · dIE (li, lf , lph, li+1, lph−1, µ)

sin θ dθ
×

×
{
J1(li, lf , lph−1)− li · J2(li, lf , lph−1)

}
−

−
√

(li + 1) lph ·
d IE (li, lf , lph, li + 1, lph + 1, µ)

sin θ dθ
×

×
{
J1(li, lf , lph + 1) − li · J2(li, lf , lph + 1)

}}
(Д.53)

i

d p̃Mlphµ

sin θ dθ
=

d Ĩ (li, lf , lph, lph, µ)

sin θ dθ
· J̃ (li, lf , lph),

d p̃Elphµ

sin θ dθ
=

√
lph + 1

2lph + 1

d Ĩ (li, lf , lph, lph − 1, µ)

sin θ dθ
· J̃ (li, lf , lph − 1)−

−
√

lph
2lph + 1

d Ĩ (li, lf , lph, lph + 1, µ)

sin θ dθ
· J̃ (li, lf , lph + 1).

(Д.54)

Можна бачити, що iнтегрування цих функцiй по куту θ у межах вiд 0 до π дає

повнi матричнi елементи pMlphµ i pElphµ у (Д.47) i (Д.48), та матричнi елементи

p̃Mlphµ i p̃Elphµ у (Д.50).
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При li = 0 маємо

d pMlphµ

sin θ dθ
= −d I (lf , lph, lph, µ)

sin θ dθ
· J (lf , lph) = J (lf , lph)

∑
µ′=±1

Cµµ′

lf lphlph
fµµ

′

lf lph
(θ),

d pElph,µ

sin θ dθ
= −

√
lph + 1

2lph + 1
· d I (lf , lph, lph − 1, µ)

sin θ dθ
· J (lf , lph − 1) +

+

√
lph

2lph + 1
· d I (lf , lph, lph + 1)

sin θ dθ
· J (lf , lph + 1) =

= −
√

lph + 1

2lph + 1
J (lf , lph − 1)

∑
µ′=±1

Cµµ′

lf ,lph,lph−1 f
µµ′

lf ,lph−1(θ) +

+

√
lph

2lph + 1
J (lf , lph + 1)

∑
µ′=±1

Cµµ′

lf ,lph,lph+1 f
µµ′

lf ,lph+1(θ).

(Д.55)

Д.5. Роль мультипольних компонент у кутовому аналiзi

Першi оцiнки мультипольних компонент гальмiвного випромiнювання бiльш

високого порядку у задачах розпаду ядер були отриманi Ткаля у роботах

[150, 123]. На прикладi випромiнювання фотонiв при α-розпадi ядер 226Ra,
210Po i 214Po вiн показав, що для енергiй фотонiв до 900 кеВ випромiнювання

E2 дає бiльш слабкий внесок вiд 50 до 1000 разiв у повний спектр у порiвнян-

нi з E1 (див. Рис. 1 у [123]). Також є данi розрахункiв Кургалiна, Чувiлського

й Чуракової для внеску E2 у задачi α-розпаду 210Po [30]: вiдповiдно до їхнiх

розрахункiв, внесок мультиполя E2 менше вiдносно E1 вiд 50 до 500 разiв

для енергiй фотонiв до 800 кеВ. Ми вивчали це питання також: вiдповiдно до

наших розрахункiв, мультиполi, що складаються з E2 i M2, виявилися до-

сить малими. Автори роботи [101] дослiджували дипольний i квадрупольний

внески у квазiкласичному розглядi ймовiрностi гальмiвного випромiнювання

при α-розпадi, та вивчали роль iнтерференцiї мiж цими внесками1. Iнших
1Цiкавою у цiй роботi є iдея визначення квадрупольної корекцiї до ефективного заряду у дипольному

наближеннi. Але розкладання у [101] i мультипольне розкладання у даному роздiлi мають рiзнi основу
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будь-яких оцiнок випромiнювання мультиполя E2 i мультиполей бiльш ви-

сокого порядку, якi могли б бути отриманi дотепер, не вiдомо. На основi

цих мiркувань звичайно у задачах гальмiвного випромiнювання розрахунки

за мультипольним пiдходом проводяться на основi першого мультиполя E1,

який вносить переважний внесок у повний спектр (у нашому пiдходi стабiль-

ними виходять, як мiнiмум, 4 або 5 перших цифер спектра).

Основнi труднощi в одержаннi достовiрних значень спектрiв бiльш ви-

соких мультиполiв полягають у зменшеннi збiжностi рахунку матричного еле-

мента випромiнювання, яку слiд досягти. Вiдзначимо лише деякi з причин.

(1) Амплiтуди й фази кулонiвських функцiй у асiмптотичнiй областi (яка є

дуже важливою при визначеннi спектрiв) обчислюються на основi асiмптоти-

чних рядiв, якi в загальному випадку розбiгаються. Тому, точнiсть визначе-

ння хвильових функцiй обмежена деякою межею, подолати яку не можливо

у принципi. Якщо ж вiдмовитися вiд застосування асiмптотичних рядiв при

визначеннi асiмптотичних кулонiвських функцiй, то формули стають збiжни-

ми, але бiльш наближеними. Як виявляється, такий перехiд помiтно прояв-

ляється на спектрах випромiнювання бiльш високих мультиполiв i зростає з

ростом мультипольностi. (2) З ростом мультипольностi зростає й просторова

область, у межах якої слiд обчислювати радiальнi iнтеграли. Пiдiнтегральнi

функцiї у всiх цих iнтегралах мають осцилюючий загасаючий вигляд. Вже

для досягнення мiнiмальної прийнятної точностi при обчисленнi iнтегралiв

вiд перших мультиполiв доводиться акуратно враховувати величезне число

осциляцiй, що є складною чисельною задачею (наприклад, див. Додаток i

Рис. 6 у роботi [63]). Перехiд до мультиполiв бiльш високого порядку значно

й змiст. А саме, у [101] дипольний i квадрупольний внески визначаються як перший член (при lf =

1) i другий член (при lf = 2) розкладання хвильової функцiї φf (r) α-ядерної системи у станi пiсля

випромiнювання фотона (див. формули (B1)–(B4) у [101]), при представленнi ефективного заряду для

двох-зарядової ядерної системи (див. формули (A1)–(A4) у [101]). Мультипольний пiдхiд у даному роздiлi

заснований на стандартному мультипольному розкладаннi хвильової функцiї фотона (Д.31)–(Д.32).
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ускладнює цю проблему. У цьому змiстi, для кожного мультиполя можна го-

ворити про свою межу, яка iснує при чисельному визначеннi радiальних iнте-

гралiв. Вказiвки на всю серйознiсть цiєї проблеми й перспективнiсть методiв

рiшення можна знайти у роботах авторiв, якi також намагалися визначати

спектри гальмiвного випромiнювання в ядерних задачах з реалiстичними по-

тенцiалами взаємодiї (наприклад, див. [25, 97, 31]).

Щоб краще зрозумiти, як саме змiнюється кутова ймовiрнiсть галь-

мiвного випромiнювання у залежностi вiд квантових чисел li, lf i lph (що

визначають мультипольнi члени розкладання), перетворимо формули, видi-

ливши в них функцiї, що визначають кутову залежнiсть. Така iнформацiя

повнiстю iснує у диференцiальних матричних елементах. Ми отримаємо

d pMlphµ

sin θ dθ
= δµ,mi−mf

P
|mf |
lf

∑
µ′=±1

{
δli ̸=0 c

µ′

1 P
|mi−µ′|
li−1 − cµ

′

2 P
|mi−µ′|
li+1

}
· P |µ−µ′|

lph
,

d pElphµ

sin θ dθ
= δµ,mi−mf

P
|mf |
lf

∑
µ′=±1

{[
δli ̸=0 c

µ′

3 P
|mi−µ′|
li−1 + cµ

′

5 P
|mi−µ′|
li+1

]
P

|µ−µ′|
lph−1 −

−
[
δli ̸=0 c

µ′

4 P
|mi−µ′|
li−1 + cµ

′

6 P
|mi−µ′|
li+1

]
P

|µ−µ′|
lph+1

}
,

(Д.56)

d p̃Mlphµ

sin θ dθ
= δmi,mf

c7 · P |mi|
li

P
|mf |
lf

P 0
lph
,

d p̃Elphµ

sin θ dθ
= δmi,mf

P
|mi|
li

P
|mi|
lf

{
c8 P

0
lph−1 − c9 P

0
lph+1

}
,

(Д.57)

де

cµ
′

1 =

√
li

2li + 1
C
mimfµ

′

lilf lphli−1,lph
·
[
J1(li, lf , lph) + (li + 1) · J2(li, lf , lph)

]
,

cµ
′

2 =

√
li + 1

2li + 1
C
mimfµ

′

lilf lphli+1,lph
·
[
J1(li, lf , lph)− li · J2(li, lf , lph)

]
,

(Д.58)
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cµ
′

3 =

√
li (lph + 1)

(2li + 1)(2lph + 1)
C
mimfµ

′

lilf lphli−1,lph−1 ×

×
[
J1(li, lf , lph − 1) + (li + 1) · J2(li, lf , lph − 1)

]
,

cµ
′

4 =

√
li lph

(2li + 1)(2lph + 1)
C
mimfµ

′

lilf lphli−1,lph+1 ×

×
[
J1(li, lf , lph + 1) + (li + 1) · J2(li, lf , lph + 1)

]
,

cµ
′

5 =

√
(li + 1)(lph + 1)

(2li + 1)(2lph + 1)
C
mimfµ

′

lilf lphli+1,lph−1 ×

×
[
J1(li, lf , lph − 1) − li · J2(li, lf , lph − 1)

]
,

cµ
′

6 =

√
(li + 1) lph

(2li + 1)(2lph + 1)
C
mimfµ

′

lilf lphli+1,lph+1 ×

×
[
J1(li, lf , lph + 1) − li · J2(li, lf , lph + 1)

]
,

(Д.59)

c7 = Cmiµ
lilf lphlph

· J̃ (li, lf , lph),

c8 =

√
lph + 1

2lph + 1
Cmiµ
lilf lph,lph−1 · J̃ (li, lf , lph − 1),

c9 =

√
lph

2lph + 1
Cmiµ
lilf lph,lph+1 · J̃ (li, lf , lph + 1).

(Д.60)

Тут cµ
′

1 ... cµ
′

6 i c7 ... c9 не залежать вiд кута θ. Функцiя δli ̸=0 визначена як

δli ̸=0 = 0 при li = 0 i δli ̸=0 = 1 при li ̸= 0. На основi цих формул можна

зробити наступний висновок.

1. Числа li i lf визначають основу форми кутового розподiлу ймовiрностi

випромiнювання фотонiв, значення lph вносять осциляцiї в цю форму:

(a) Число осцилляцiй такої форми мiнiмально при lph = 1 i зростає при

збiльшеннi lph.

(b) cµ
′

1 . . . cµ
′

6 i c7 . . . c9 — ваги осциляцiй при кожному обраному lph. Iнте-

грали J1, J2 зменшуються при зростаннi lph (при фiксованому wph),

тому кожний матричний елемент iз наступним значенням lph вно-
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сить у базову форму розподiлу новий внесок з меншою ймовiрнiстю,

але з бiльшим числом осциляцiй.

2. Якщо при деякому обраному li полiноми P
|mi−µ′|
li±1 або при обраному lf

полiноми P
|mf |
lf

у (Д.56) (при деякому обраному li полiноми P
|mi|
li

або

при обраному lf полiноми P |mf |
lf

у (Д.57)) дорiвнюють нулю при деякому

значеннi кута θ, то диференцiальнi матричнi елементи у (Д.56) (у (Д.57))

залишаться рiвними нулю при будь-якому значеннi lph для кута θ.

На Рис. Д.1 показанi кутовi розподiли електричної компоненти випро-

мiнювання dpel при протонному розпадi ядра 146Tm для перших трьох муль-

типолiв (lph = 1, 2, 3). З малюнка (а) видно, що другий i третiй мультиполi

100 150 200 250 300
10-19
10-18
10-17
10-16
10-15
10-14
10-13
10-12
10-11
10-10
10-9

dP
el
 / 

dE
 [1

 / 
(

 x
 

)]

 , E  ( )

( )

 Lph = 1
 Lph = 2
 Lph = 3

 

 

 

146Tm

10 20 30 40 50 60 70 80 90
10-20

10-19

10-18

10-17

10-16

dP
el
 / 

dE
 [1

 / 
(

 x
 

)]

( )

 

 

 

 

146Tm

Lph = 2

 ( )

 100 
 200 
 250 
 300 

Рис.Д.1 Внески електричної компоненти випромiнювання dpel при протонному розпадi ядра
146Tm для перших трьох мультиполiв (lph = 1, 2). (а) Спектри при кутi ϑ = 90◦: можна бачити,

що внесок випромiнювання при lph = 1 (суцiльна лiнiя) значно бiльше у порiвняннi iз внеска-

ми випромiнювання при lph = 2 (штрихова лiнiя) i lph = 3 (штрих-пунктирна лiнiя), тобто є

переважним на всьому дiапазонi енергiй випромiнених фотонiв. (б) Мультипольна компонента

випромiнювання при lph = 2 у залежностi вiд кута ϑ: у кутовому дiапазонi вiд 0 до 90◦ може

з’явитися один додатковий екстремум у цiєї кривiй, але вiн практично є згладженим (при данiй

точностi обчислень). Однак, при малих значеннях кута θ з ростом lph кожна наступна крива

зростає бiльш швидко у порiвняннi з кутовими спектрами при lph = 1 (див. Рис. 5.2 (а)).

(при lph = 2 i lph = 3, θ = 90◦) на 5–7 порядкiв менше у порiвняннi з першим

(при lph = 1, θ = 90◦). Кутовi розподiли цих мультиполiв при lph = 2 i lph = 3
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показанi на наступних малюнках Д.1 (б) та Д.2. Звiдси видно, що з ростом

мультипольностi (тобто числа lph) випромiнювання сильнiше проявляється

для менших значень кута ϑ (при фiксованих значеннях li i lf для 146Tm). Яв-

нi вирази для диференцiальних матричних елементiв для перших декiлькох

значень li i lf при довiльному lph наведенi у Додатку Д.4 [див. стор. 462].
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Рис.Д.2 Внески електричної компоненти випромiнювання dpel при протонному розпадi ядра
146Tm для мультиполiв при lph = 3. Мультипольна компонента випромiнювання при lph = 3 у

залежностi вiд кута ϑ: поява ще одного нового екстремума формує першу осциляцiю. Спосте-

рiгається зсув максимуму i ями спектра у напрямку бiльших значень кута θ з ростом енергiї

випромiненого фотона.
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ДОДАТОК Е

РОЗРАХУНКИ МАТРИЧНИХ ЕЛЕМЕНТIВ

НЕКОГЕРЕНТНОГО ВИПРОМIНЮВАННЯ ПРИ

ПРОТОН-ЯДЕРНОМУ РОЗСIЯННI

Е.1. Матричний елемент випромiнювання

Почнемо з розгляду найбiльш суттєвого внеску до повного матричного

елемента, що визначається другим доданком F2 у формулах (6.14) (див.

стор. 152, позначимо його через нижнiй iндекс 1). Ми iнтегруємо за всiми

незалежними просторовими координатами, що визначенi за формулами (6.3),

та отримаємо:

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩1 = −NiNf
e

m

√
2πh̄

wph
(2π)3

∑
α=1,2

e(α),∗δ(Kf −Ki − k) ×

×
⟨
Φp−nucl,f(r)

∣∣∣∣Zeff(k, r) e
−ik·r p

∣∣∣∣Φp−nucl,i(r)

⟩
,

(Е.1)

де ми ввели ефективний заряд протон–ядерної системи як

Zeff(k, r) = e
ik·r

mp

mA +mp

{
mA zp

mA +mp
− eik·r

mp ZA(k)

mA +mp

}
(Е.2)

та зарядовий форм-фактор ядра як

ZA(k) =
⟨
ψnucl,f(βA)

∣∣∣ A∑
j=1

zAj e
−ik·ρAj

∣∣∣ ψnucl,i(βA)
⟩
. (Е.3)

Тут m = mpmA/(mp+mA) — зведена маса та ми використовуємо iнтегральне

представлення дельта-функцiї. Фактори нормування Ni та Nf визначаються,

як Ni = Nf = (2π)−3/2. Будемо шукати перерiз випромiнювання фотонiв, що

не залежить вiд iмпульса Kf (iмпульса повної протон-ядерної системи пiсля
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випромiнювання фотона у лабораторнiй системi). Нам потрiбно проiнтегру-

вати матричний елемент (Е.1) за всiми можливими значеннями iмпульса Kf ,

отримаємо:

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩1 = − e

m

√
2πh̄

wph

∑
α=1,2

e(α),∗ ×

×
⟨
Φp−nucl,f(r)

∣∣∣∣Zeff(k, r) e
−ik·r p

∣∣∣∣ Φp−nucl,i(r)

⟩
,

Ki = Kf + k.

(Е.4)

У наближеннi exp(ik · r) → 1 (яке називається дипольним вiдносно ефектив-

ного заряда) ефективний заряд системи отримує наступного вигляду:

Z
(dip)
eff (k) =

mA zp −mp ZA(k)

mA +mp
. (Е.5)

Звiдси видно, що у такому наближеннi ефективний заряд стає незалежним

вiд вiдносної вiдстанi мiж протоном та центром мас ядра.

Найпростiший вигляд для матричного елементу можно отримати,

якщо знехтувати вiдносними вiдстанями нуклонiв ядра у його просторовiй

областi (тобто у наближеннi, де ядро розглядається як точкове та ми маємо

e−ik·ρAj → 1 для кожного нуклона). Форм-фактор ядра являє собою суммарний

електричний заряд нуклонiв ядра, ZA(k) → ZA, де втрачається залежнiсть

вiд характеристик випромiненого фотона, тодi як функцiї ψnucl,s нормованi

(див. Додаток Е.3 для подробиць). У такому наближеннi ми отримаємо ма-

тричний елемент (ми додаємо верхнiй iндекс (dip)):

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩(dip)1 =
e

m

√
2πh̄

wph
p1 2π δ(wi − wf − w),

Z
(dip,0)
eff =

mA zp −mp ZA

mA +mp
,

p1 = −Z
(dip,0)
eff

∑
α=1,2

e(α),∗ ·
⟨
ψp−nucl,f(r)

∣∣∣ e−ik·r p ∣∣∣ ψp−nucl,i(r)
⟩
,

(Е.6)
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де використовуються хвильовi пакети

Φp−nucl,s(r, t) =

+∞∫
0

g(k − ks) ψp−nucl,s(r) e
−iw(k)t dk (Е.7)

як функцiї ψp−nucl,s(r) (вiдповiдно до формалiзму роботи [56]). Такий матри-

чний елемент p1 спiвпадає у точностi з електричним матричним елементом

pel у формулi (10) у дипольному наближеннi ефективного заряда у роботi [65]

без уключення спiнових станiв розсiяного протона.

Е.1.1. Випромiнювання, що формується за рахунок просторових

змiщень нуклонiв ядра

Тепер ми будемо шукати корекцiю до матричного елемента (Е.6), при вра-

хуваннi просторових змiщень нуклонiв ядра (позначимо таку корекцiю через

нижнiй iндекс 2). Запишемо матричний елемент (Е.4) як

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩1 = ⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩(dip)1 + ⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩2 (Е.8)

та ми знаходимо корекцiю [пiсля використання хвильових функцiй

Φp−nucl, s(r) у виглядi (Е.7)]:

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩2 =
e

m

√
2πh̄

wph
p2 2π δ(wi − wf − w),

p2 = −
∑
α=1,2

e(α),∗
⟨
ψp−nucl,f(r)

∣∣∣∣ Z(2)
eff (k, r) e

−ik·r p

∣∣∣∣ ψp−nucl,i(r)

⟩
,

(Е.9)

де введено нової корекцiї для ефективного заряда у виглядi

Z
(2)
eff (k, r) =

(
e
ik·r

mp

mA +mp − 1

)
mA zp

mA +mp
−

− mp

mA +mp

{
e
ik·r

mp

mA +mp eik·rZA(k)− ZA

}
.

(Е.10)

У дипольному наближеннi ефективного заряда ми маємо (див. Додаток Е.3

для розрахункiв ZA(k)):

Z
(dip, 2)
eff (k) = − mp

mA +mp

(
ZA(k)− ZA

)
. (Е.11)
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Можна бачити, що така функцiя описує корекцiю до електричного заряда

ядра. Оскiльки експоненцiйний фактор у матричному елементi (Е.9) є мень-

шим нiж одиниця, то корекцiя до заряду ядра є меньшою нiж його заряд

(що пояснює його змiст як коррекцiї до заряду). У загальному випадку, ко-

рекцiя зменьшує повний заряд ядра. Так як ми розглядуємо нуклони ядра у

зв’язаних станах, то матричний елемент розраховується без розбiжностей.

Матричний елемент, що побудований на основi такого дипольного ефе-

ктивного заряда (Е.11), набуває бiльш простого вигляду:

p
(dip)
2 = −Z

(dip, 2)
eff (k)

∑
α=1,2

e(α),∗ ·
⟨
ψp−nucl,f(r)

∣∣∣ e−ik·r p ∣∣∣ ψp−nucl,i(r)
⟩
.

(Е.12)

Якщо ми хочемо включити параметри випромiнених фотонiв у форм-фактор

ядра, то потрiбно розрахувати матричний елемент за межами застосуван-

ня дипольного наближення. У такому випадку можна застосувати формулу

(Е.9), де найбiльш акуратне представлення ефективного заряду має вигляд

(див. Додаток Е.4 для подробиць):

Z
(2)
eff (k, r) =

+∞∑
l=0

il (2l + 1)Pl(cos β) Z
(2)
eff, l(k, r) − Z

(dip,0)
eff , (Е.13)

де введенi частковi компоненти ефективного заряда як

Z
(2)
eff, l(k, r) =

mA zp
mA +mp

jl

(
mp

mA +mp
kr

)
− mp ZA(k)

mA +mp
jl

(
mA + 2mp

mA +mp
kr

)
(Е.14)

та β — кут мiж векторами k i r. З цiєї формули можна бачити, що на мень-

ших вiдстанях (по змiннiй r) перший доданок має бути домiнуючим при iн-

тегруваннi матричного елемента, але на великих вiдстанях другий доданок

дає бiльш великой внесок. Такий ефективний заряд має змiнювати форму

спектра гальмiвного випромiнювання, тому що вiн змiнює залежнiсть матри-

чного елемента вiд енергiї фотона.

Тепер ми розглянемо випромiнювання фотонiв, що визначається тре-

тiм матричним елементом у (6.13) (позначимо такий матричний елемент за
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допомогою нижнього iндекса add). Виконуючи iнтегрування за просторовою

змiнною R, iмпульсом K, використовуючи фактори нормування Ni та Nf та

пакети (Е.7) як функцiї Ψp−nucl, s(r), ми отримаємо (див. Доданок Е.4 для

подробиць):

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩add =
e

m

√
2πh̄

wph
pfi, add 2π δ(wi − wf − w), Ki = Kf + k,

(Е.15)

де

pfi, add = −µ

+∞∑
l=0

il (2l + 1)Pl(cos β)Ml(k)
∑
α=1,2

e(α),∗ ·DA(k), (Е.16)

DA(k) =

⟨
ψnucl,f(βA)

∣∣∣∣A−1∑
j=1

zAj

mAj
e−ik·ρAj p̃Aj

∣∣∣∣ψnucl,i(βA)

⟩
, (Е.17)

та ми ввели частковi матричнi елементи нуклонiв як

Ml(k) =

⟨
ψp−nucl,f(r)

∣∣∣∣ jl( mp

mA +mp
kr

) ∣∣∣∣ψp−nucl,i(r)

⟩
. (Е.18)

При врахуваннi кулонiвського калiбрування та рiшення (Е.90) для функцiї

DA(k), що приведене у Додатку Е.5, ми знаходимо, що матричний елемент

(Е.16) дорiвнює нулю. По тiй причинi, останнiй матричний елемент у (6.13)

дорiвнює нулю також.

Е.1.2. Врахування спiнових станiв розсiяного протона

Оператор випромiнювання фотона у спiновому формалiзмi розсiяного прото-

на має наступний вигляд [65]:

Ĥγ = Zeff
e

mc

√
2πh̄c2

wph

∑
α=1,2

e−ikphr

(
i e(α)∇− 1

2
σ ·
[
∇× e(α)

]
+

+
i

2
σ ·
[
kph × e(α)

])
.

(Е.19)

Тепер стацiонарна хвильова функцiя розсiяного протона (тобто функцiя

ψp−nucl,s(r) вище) береться у виглядi бiлiнiйної комбiнацiї власних функцiй ор-

бiтальної та спiнової пiдсистем [див. також рiвняння (1.4.2) у [161], стор. 42],
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що було детально проаналiзовано у роботi [65]. Однак, ми будемо допускати,

що неможливо зафiксувати експериментально стани для обраних значень M

(власнi значення оператора момента Ĵz). Таким чином, ми будемо шукати

суперпозицiю за всiма станами з рiзними M та визначимо хвильову функцiю

так:

ψp−nucl, jl(r, s) = R (r)
l∑

m=−l

∑
µ=±1/2

Cj,M=m+µ
lm1/2µ Ylm(nr) vµ(s), (Е.20)

де R (r) — радiальна скалярна функцiя (що не залежить вiд рiзних значень m

при однаковому значеннi l), nr = r/r — одиничний вектор, що направлений

вздовж вектору r, Ylm(nr) — сферичнi функцiї (ми використовуємо визна-

чення (28,7)–(28,8), стор. 119 у книзi [43]), CjM
lm1/2µ — коефiцiєнти Клебша-

Гордона, s — змiнна по спiну, M = m + µ та l = j ± 1/2. Для зручностi, ми

вводимо просторову хвильову функцiю у виглядi φp−nucl, lm(r) = Rl (r)Ylm(nr).

Таким чином, пiсля уключення спiнового формалiзму розсiянного про-

тона (див. рiвняння (10) та (36) у роботi [65]), ми отримаємо оновленi формули

(Е.6), (Е.12) та формулу (Е.9) з ефективним зарядом (Е.13) як

p1 = Z
(dip,0)
eff

√
π

2

∑
lph=1

(−i)lph
√

2lph + 1
∑
mi,mf

∑
µi,µf=±1/2

C
jfMf=mf+µf , ∗
lfmf1/2µf

×

× CjiMi=mi+µi

limi1/2µi

∑
µ=±1

hµ

[
iµp

Mmimf

lphµ
+ p

Emimf

lphµ

]
,

(Е.21)

p
(dip)
2 = Z

(dip,2)
eff (k)

√
π

2

∑
lph=1

(−i)lph
√

2lph + 1
∑
mi,mf

∑
µi,µf=±1/2

C
jfMf=mf+µf , ∗
lfmf1/2µf

×

× CjiMi=mi+µi

limi1/2µi

∑
µ=±1

hµ

[
iµp

Mmimf

lphµ
+p

Emimf

lphµ

]
,

(Е.22)

p3 =

√
π

2

∑
lph=1

(−i)lph
√

2lph + 1
∑
mi,mf

∑
µi, µf=±1/2

C
jfMf=mf+µf , ∗
lfmf1/2µf

×

× CjiMi=mi+µi

limi1/2µi

∑
µ=±1

hµ

[
iµp̆

Mmimf

lphµ
+ p̆

Emimf

lphµ

]
,

(Е.23)
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Розрахунки матричних елементiв pMmimf

lphµ
, pEmimf

lphµ
, p̆Mmimf

lphµ
та p̆Emimf

lphµ
приведено

у Додатку Е.21.

Е.1.3. Корекцiя до випромiнювання фотонiв, що виникає за раху-

нок врахування вiдносних iмпульсiв нуклонiв у ядрi, врахо-

вуючи спiновi стани розсiяного протона

Найбiльш iнтенсивне випромiнювання формується першим доданком у опера-

торi випромiнювання (Е.20), якого було сформульовано у попередньому роз-

дiлi. Наступне за iнтенсивнiстю випромiнювання формується за рахунок дру-

гого доданку у формулi (Е.20) (вiдповiдно до аналiзу у роботi [65]), який ми

будемо вивчати у цьому роздiлi. Останнiй доданок у (Е.20) дає найменьш iн-

тенсивне випромiнювання, яким ми будемо нехтувати у цьому роздiлi. Вiдпо-

вiдний матричний елемент з уключеним другим доданком оператора випро-

мiнювання, пiсля iнтегрування за просторовою змiнною R та iмпульсом K, з

використанням формалiзму пакетiв (Е.7) для хвильової функцiї Φp−nucl, s(r)

для розсiяного протона, є таким (позначимо його через нижнiй iндекс 4)

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩4 =
e

m

√
2πh̄

wph
p4 2π δ(wi − wf − w), (Е.24)

де

p4 = m
∑
α=1,2

⟨
ψp−nucl,f(r) · ψnucl,f(βA)

∣∣∣∣∣ eik·r
mp

mA +mp ×

×
{A−1∑
j=1

zAj
mAj

e−ik·ρAj
1

2
σ ·
[
p̃Aj × e(α),∗

]} ∣∣∣∣∣ψp−nucl,i(r) · ψnucl,i(βA)

⟩
.

(Е.25)

Цей матричний елемент можна роздiлити на два iнтеграли. Використовую-

чи рiшення (Е.90) для функцiї DA(k) та виконуючи сумування за станами
1У цьому Роздiлi для бiльшої ясностi ми додаємо верхнi iндекси mi, mf до позначень матричних

елементiв
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поляризацiї випромiненого фотона, ми отримаємо:

p4 =
h̄m k

4
ZA(k)

⟨
ψp−nucl,f(r)

∣∣∣∣ eik·r
mp

mA +mp σ

∣∣∣∣ψp−nucl,i(r)

⟩
×

×
(
e(2),∗ − e(1),∗

)
.

(Е.26)

Для врахування спiнових станiв розсiяного протона, ми вокористову-

ємо хвильову функцiю ψp−nucl цього протона у виглядi (Е.20) та отримаємо

наступний вигляд для матричного елемента [65]:

p4 =
h̄m k

4
ZA(k)

lf∑
mf=−lf

li∑
mi=−li

∑
µi, µf=±1/2

C
jf ,M=mf+µf , ∗
lfmf1/2µf

Cji,M=mi+µi

limi1/2µi
×

×
⟨
φp−nucl, lfmf

(r)

∣∣∣∣ eik·r
mp

mA +mp

∣∣∣∣φp−nucl, limi
(r)

⟩
×

×
{
−1 + i

[
δµi,+1/2 − δµi,−1/2

]}
.

(Е.27)

Ми застосовуємо мультипольне розкладання внутрiшнього матричного еле-

мента (компоненти p̃Mlphµ, p̃
E
lphµ

, вiдповiднi радiальнi та кутовi iнтеграли дано

у Додатку Е.2):

⟨
φp−nucl, lfmf

(r)

∣∣∣∣ eik·r
mp

mA +mp

∣∣∣∣φp−nucl, limi
(r)

⟩
=

=

√
π

2

∑
lph=1

(−i)lph
√
2lph + 1

∑
µ=±1

[
µ p̃Mlphµ − i p̃Elphµ

]
,

(Е.28)

та повний матричний елемент (Е.27) здобуває вигляду:

p4 =
h̄m k

4
ZA(k)

√
π

2

∑
lph=1

(−i)lph
√
2lph + 1 ×

×
lf∑

mf=−lf

li∑
mi=−li

∑
µi, µf=±1/2

C
jf ,M=mf+µf , ∗
lfmf1/2µf

Cji,M=mi+µi

limi1/2µi
×

×
{
−1 + i

[
δµi,+1/2 − δµi,−1/2

]} ∑
µ=±1

[
µ p̃Mlphµ − i p̃Elphµ

]
.

(Е.29)
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Е.2. Радiальнi та кутовi iнтеграли матричних елементiв

У цьому Додатку ми приведемо результати розрахунку матричних елементiв

випромiнювання, що використовуються у Роздiлах 5 та 6.

Е.2.1. Розрахунок компонентiв pMlphµ i pElphµ i p̃Mlphµ, p̃
E
lphµ

: випадок li = 0

Для випадку li = 0 маємо:

φi(r) = Ri(r) Y00(n
i
r). (Е.30)

Використовуючи градiєнтну формулу (див. [116], (2.56) на стор. 46)

∂

∂r
f(r)Ylm(nr) =

√
l

2l + 1

(
df

dr
+
l + 1

r
f

)
Tll−1,m(nr) −

−
√

l + 1

2l + 1

(
df

dr
− l

r
f

)
Tll+1,m(nr)

(Е.31)

i враховуючи (Е.30), одержимо

∂

∂r
φi(r) = − dRi(r)

dr
T01,0(n

i
r). (Е.32)

Використовуючи це спiввiдношення й (Д.32), перетворимо вирази (Д.38) для

магнiтної й електричної компонент:

pMlphµ =

+∞∫
0

dr

∫
dΩ r2φ∗

f(r)

(
∂

∂r
φi(r)

)
A∗
lphµ

(r,M) =

=

+∞∫
0

dr

∫
dΩ r2R∗

f(r) Y
∗
lfmf

(nfr )

(
−dri(r)

dr
T01,0(n

i
r)

)
jlph(kr)T

∗
lphlph,µ

(nph) =

= −
+∞∫
0

R∗
f(r)

dri(r)

dr
jlph(kr) r

2dr ·
∫
Y ∗
lfmf

(nfr )T01,0(n
i
r)T

∗
lphlph,µ

(nph) dΩ,
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pElphµ =

+∞∫
0

dr

∫
dΩ r2φ∗

f(r)

(
∂

∂r
φi(r)

)
A∗
lphµ

(r, E) =

=

+∞∫
0

dr

∫
dΩ r2 R∗

f(r) Y
∗
lfmf

(nfr )

(
−dri(r)

dr
T01,0(n

i
r)

)
×

×

{√
lph + 1

2lph + 1
jlph−1(kr)T

∗
lphlph−1,µ(nph)−

√
lph

2lph + 1
jlph+1(kr)T

∗
lphlph+1,µ(nph)

}
=

= −
√

lph + 1

2lph + 1

+∞∫
0

R∗
f(r)

dri(r)

dr
jlph−1(kr) r

2dr ×

×
∫
Y ∗
lfmf

(nfr )T01,0(n
i
r)T

∗
lphlph−1,µ(nph) dΩ −

+

√
lph

2lph + 1

+∞∫
0

R∗
f(r)

dri(r)

dr
jlph+1(kr) r

2dr ×

×
∫
Y ∗
lfmf

(nfr )T01,0(n
i
r)T

∗
lphlph+1,µ(nph) dΩ

або

pMlphµ = −
+∞∫
0

R∗
f(r)

dri(r)

dr
jlph(kr)r

2dr

∫
Y ∗
lfmf

(nfr )T01,0(n
i
r)T

∗
lphlph,µ

(nph)dΩ,

pElphµ = −
√

lph + 1

2lph + 1

+∞∫
0

R∗
f(r)

dri(r)

dr
jlph−1(kr) r

2dr ×

×
∫
Y ∗
lfmf

(nfr )T01,0(n
i
r)T

∗
lphlph−1,µ(nph) dΩ−

+

√
lph

2lph + 1

+∞∫
0

R∗
f(r)

dri(r)

dr
jlph+1(kr) r

2dr ×

×
∫
Y ∗
lfmf

(nfr )T01,0(n
i
r)T

∗
lphlph+1,µ(nph) dΩ.

(Е.33)

Увiвши наступнi позначення:

J (lf , n) =

+∞∫
0

dri(r)

dr
R∗
f(l, r) jn(kr) r

2dr,

I (lf , lph, n, µ) =

∫
Y ∗
lfmf

(nfr )T01,0(n
i
r)T

∗
lphn,µ

(nph) dΩ,

(Е.34)
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вирази (Е.33) можна записати у виглядi:

pMlphµ = − I (lf , lph, lph, µ) · J (lf , lph),

pElphµ = −
√

lph + 1

2lph + 1
I (lf , lph, lph − 1, µ) · J (lf , lph − 1) +

+

√
lph

2lph + 1
I (lf , lph, lph + 1, µ) · J (lf , lph + 1).

(Е.35)

Аналогiчно з (Д.36) знаходимо компоненти p̃Mlphµ i p̃Elphµ:

p̃Mlphµ =

+∞∫
0

R∗
f(r)Ri(r) jlph(kr) r

2dr · ξµ
∫
Y ∗
lfmf

(nfr )T
∗
lphlph,µ

(nph) dΩ,

p̃Elphµ =

√
lph + 1

2lph + 1

+∞∫
0

R∗
f(r)Ri(r) jlph−1(kr) r

2dr ×

× ξµ

∫
Y ∗
lfmf

(nfr )T
∗
lphlph−1,µ(nph) dΩ −

−
√

lph
2lph + 1

+∞∫
0

R∗
f(r)Ri(r) jlph+1(kr) r

2dr ×

× ξµ

∫
Y ∗
lfmf

(nfr )T
∗
lphlph+1,µ(nph) dΩ.

(Е.36)

Увiвши новi позначення для iнтегралiв:

J̃ (lf , n) =

+∞∫
0

Ri(r)R
∗
f(l, r) jn(kr) r

2dr,

Ĩ (lf , lph, n, µ) = ξµ

∫
Y ∗
lfmf

(nfr )T
∗
lphn,µ

(nph) dΩ,

(Е.37)

перепишемо (Е.36) так:

p̃Mlphµ = Ĩ (lf , lph, lph, µ) · J̃ (lf , lph),

p̃Elphµ =

√
lph + 1

2lph + 1
Ĩ (lf , lph, lph − 1, µ) · J̃ (lf , lph − 1) −

−
√

lph
2lph + 1

Ĩ (lf , lph, lph + 1, µ) · J̃ (lf , lph + 1).

(Е.38)
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Е.2.2. Розрахунок компонентiв pMlphµ, p
E
lphµ

i p̃Mlphµ, p̃
E
lphµ

: випадок li ̸= 0

Тепер розглянемо випадок, коли ядро при розпадi у початковому станi має

li ̸= 0. Використовуючи градiєнтну формулу, одержимо

∂

∂r
φi(r) =

∂

∂r

{
Ri(r) Ylimi

(nir)
}

=

=

√
li

2li + 1

(
dri(r)

dr
+
li + 1

r
Ri(r)

)
Tlili−1,mi

(nir) −

−
√

li + 1

2li + 1

(
dri(r)

dr
− li
r
Ri(r)

)
Tlili+1,mi

(nir).

(Е.39)

За допомогою цiєї формули магнiтна компонента pMlµ з (Д.38) перетворюється

до вигляду:

pMlµ =

+∞∫
0

dr

∫
dΩ r2R∗

f(r) Y
∗
lfm

(nfr ) ×

×
{√

li
2li + 1

(
dri(r)

dr
+
li + 1

r
Ri(r)

)
Tlili−1,mi

(nir) −

−
√

li + 1

2li + 1

(
dri(r)

dr
− li
r
Ri(r)

)
Tlili+1,mi

(nir)

}
jlph(kr)T

∗
lphlph,µ

(nph).

(Е.40)

Для електричної компоненти pElphµ з (Д.38) одержимо

pElphµ =

+∞∫
0

dr

∫
dΩ r2R∗

f(r)Y
∗
lfmf

(nfr )

{√
li

2li + 1

(
dri(r)

dr
+
li + 1

r
Ri(r)

)
×

× Tlili−1,mi
(nir) −

√
li + 1

2li + 1

(
dri(r)

dr
− li
r
Ri(r)

)
Tlili+1,mi

(nir)

}
×

×

{√
lph + 1

2lph + 1
jlph−1(kr)T

∗
lphlph−1,µ(nph)−

√
lph

2lph + 1
jlph+1(kr)T

∗
lphlph+1,µ(nph)

}
.

(Е.41)
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Уведемо наступнi позначення:

J1(li, lf , n) =

+∞∫
0

dRi(r, li)

dr
R∗
f(lf , r) jn(kr) r

2dr,

J2(li, lf , n) =

+∞∫
0

Ri(r, li)R
∗
f(lf , r) jn(kr) r dr,

IM (li, lf , lph, l1, µ) =

∫
Y ∗
lfmf

(nfr )Tli l1,mi
(nir)T

∗
lph lph, µ

(nph) dΩ,

IE (li, lf , lph, l1, l2, µ) =

∫
Y ∗
lfmf

(nfr )Tlil1,mi
(nir)T

∗
lphl2, µ

(nph) dΩ.

(Е.42)

Тодi вирази (Е.40) i (Е.41) можна записати так:

pMlph,µ =

√
li

2li + 1
IM(li, lf , lph, li − 1, µ) ×

×
{
J1(li, lf , lph) + (li + 1) · J2(li, lf , lph)

}
−

−
√

li + 1

2li + 1
IM(li, lf , lph, li + 1, µ) ×

×
{
J1(li, lf , lph)− li · J2(li, lf , lph)

}
,

(Е.43)

pElph,µ =

√
1

(2li + 1)(2lph + 1)

{√
li (lph + 1) · IE(li, lf , lph, li − 1, lph − 1, µ)×

×
{
J1(li, lf , lph − 1) + (li + 1) · J2(li, lf , lph − 1)

}
−

−
√
li lph · IE(li, lf , lph, li − 1, lph + 1, µ) ×

×
{
J1(li, lf , lph + 1) + (li + 1) · J2(li, lf , lph + 1)

}
+

+
√

(li+1)(lph + 1) · IE(li, lf , lph, li+1, lph−1, µ) ×

×
{
J1(li, lf , lph−1)− li ·J2(li, lf , lph−1)

}
−

−
√

(li + 1) lph · IE(li, lf , lph, li + 1, lph + 1, µ) ×

×
{
J1(li, lf , lph + 1) − li · J2(li, lf , lph + 1)

}}
.

(Е.44)
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Аналогiчно знаходимо компоненти p̃Mlphµ i p̃Elphµ:

p̃Mlphµ =

+∞∫
0

R∗
f(r)Ri(r) jlph(kr) r

2dr ξµ

∫
Y ∗
lfmf

(nfr )Ylimi
(nir)T

∗
lphlph,µ

(nph) dΩ,

p̃Elphµ =

√
lph+1

2lph+1

+∞∫
0

R∗
f(r)Ri(r) jlph−1(kr)r

2dr ×

× ξµ

∫
Y ∗
lfmf

(nfr )Ylimi
(nir)T

∗
lphlph−1,µ(nph) dΩ−

−
√

lph
2lph + 1

+∞∫
0

R∗
f(r)Ri(r) jlph+1(kr) r

2dr ×

× ξµ

∫
Y ∗
lfmf

(nfr )Ylimi
(nir)T

∗
lphlph+1,µ(nph) dΩ.

(Е.45)

Увiвши позначення для iнтегралiв:

J̃ (li, lf , n) =

+∞∫
0

Ri(r)R
∗
f(l, r) jn(kr) r

2dr,

Ĩ (li, lf , lph, n, µ) = ξµ

∫
Ylimi

(nir) Y
∗
lfmf

(nfr )T
∗
lphn,µ

(nph) dΩ,

(Е.46)

перепишемо (Е.45) так:

p̃Mlphµ = Ĩ (li, lf , lph, lph, µ) · J̃ (li, lf , lph),

p̃Elphµ =

√
lph + 1

2lph + 1
Ĩ (li, lf , lph, lph − 1, µ) · J̃ (li, lf , lph − 1) −

−
√

lph
2lph + 1

Ĩ (li, lf , lph, lph + 1, µ) · J̃ (li, lf , lph + 1).

(Е.47)

Враховуючи логiку вище, отримаємо також наступнi вирази для ма-

тричних елементiв p̆Mmimf

lph,µ
та p̆Emimf

lph,µ
, що використовуються у Роздiлi 6:

p̆
Mmimf

lph,µ
=

√
li

2li + 1
I
(mimf )
M (li, lf , lph, li − 1, µ) ×

×
{
J3(li, lf , lph) + (li + 1) J4(li, lf , lph)

}
−

−
√

li + 1

2li + 1
I
(mimf )
M (li, lf , lph, li + 1, µ)

{
J3(li, lf , lph)− li J4(li, lf , lph)

}
,

(Е.48)
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p̆
Emimf

lph,µ
=

√
li (lph + 1)

(2li + 1)(2lph + 1)
I
(mimf )
E (li, lf , lph, li − 1, lph − 1, µ) ×

×
{
J3(li, lf , lph − 1) + (li + 1) J4(li, lf , lph − 1)

}
−

−
√

li lph
(2li + 1)(2lph + 1)

I
(mimf )
E (li, lf , lph, li − 1, lph + 1, µ) ×

×
{
J3(li, lf , lph + 1) + (li + 1) J4(li, lf , lph + 1)

}
+

+

√
(li + 1)(lph + 1)

(2li + 1)(2lph + 1)
I
(mimf )
E (li, lf , lph, li + 1, lph − 1, µ) ×

×
{
J3(li, lf , lph − 1) − li J4(li, lf , lph − 1)

}
−

−

√
(li + 1) lph

(2li + 1)(2lph + 1)
I
(mimf )
E (li, lf , lph, li + 1, lph + 1, µ) ×

×
{
J3(li, lf , lph + 1) − li J4(li, lf , lph + 1)

}
,

(Е.49)

де

J3(li, lf , n) =

+∞∫
0

dRi(r, li)

dr
R∗
f(lf , r) jn(kphr) Z

(2)
eff (k, r) r

2dr,

J4(li, lf , n) =

+∞∫
0

Ri(r, li)R
∗
f(lf , r) jn(kphr) Z

(2)
eff (k, r) r dr.

(Е.50)

Виходячи з фiзичного змiсту векторiв nir, nfr i nph, ми одержуємо на-

ступне спiввiдношення мiж ними

nph = nir = nfr = nr. (Е.51)

При обранiй ранiше орiєнтацiї системи координат, її вiсь z спiвнаправлена з

вектором випромiнювання фотона k. Тому кут θ (обумовлений вектором nr)

саме й виявляється визначеним мiж напрямками руху протона (з врахува-

нням тунелювання) i напрямком випромiнювання фотона. Використовуючи

спiввiдношення (Е.51), далi ми обчислюємо кутовi iнтеграли.
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Е.3. Форм-фактор ядра без змiщення нуклонiв

Е.3.1. Форм-фактор системи, що складається з нуклонiв

Розглянемо електричний форм-фактор системи нуклонiв з числом A (у цьому

пiдроздiлi ми будемо опускати нижнього iндекса A для змiнних, що позначає

приналежнiсть нуклонiв до ядра):

ZA(k) =

⟨
ψnucl,f(1 . . . A)

∣∣∣∣∣
A∑
s=1

Zs
mp

ms
e−ik·ρs

∣∣∣∣∣ ψnucl,i(1 . . . A)

⟩
. (Е.52)

Для розрахункiв потрiбно знати хвильовi функцiї ядра перед випромiню-

ванням фотона та пiсля випромiнювання (що вiдповiдають незбуреному га-

мiльтонiану). Визначемо такi функцiї за формулою (6.11), де однонуклоннi

функцiї представляються у виглядi множення просторової та спiн-iзоспiнової

функцiй, як ψλs(s) = φλs(ρs)
∣∣ σ(s)τ (s)⟩, де λs означає номер стану нуклона

з номером s. Будемо полягати, що просторова функцiя нуклона у кожному

станi нормована, тобто ∫
|φλ(ρs)|2 dρs = 1. (Е.53)

Розрахуємо матричний елемент (Е.52):

ZA(k) =
1

A (A− 1)

A∑
i=1

A∑
k=1

A∑
m=1,m ̸=k

{⟨
ψk(i)

∣∣∣∣ Zimp

mi
e−ik·ρi

∣∣∣∣ψk(i)

⟩
⟨ψm(j) |ψm(j) ⟩ −

−
⟨
ψk(i)

∣∣∣∣ Zimp

mi
e−ik·ρi

∣∣∣∣ψm(i)

⟩
⟨ψm(j) |ψk(j) ⟩

}
.

(Е.54)

Враховуючи ортогональнiсть однонуклонних функцiй (тобто

⟨ψk(j) |ψm(j) ⟩ = δmk), отримаємо

ZA(k) =
1

A

A∑
i=1

A∑
k=1

⟨
ψk(i)

∣∣∣ Zkmp

mk
e−ik·ρi

∣∣∣ψk(i)
⟩
. (Е.55)

Враховуючи нульовий електричний заряд нейтрона, виконуємо сумування у

формулi (Е.55) за спiн-iзоспiновими станами. Для парно-парних ядер отри-
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маємо:

ZA(k) =
2

A

A∑
i=1

B∑
k=1

⟨φk(ρi) | e−ik·ρi |φk(ρi) ⟩, (Е.56)

де B — число станiв просторової функцiї нуклона. У наближеннi легких ядер

отримаємо B = A/4.

Визначимо просторову функцiю одного нуклона у виглядi гаусiана як

φi(r) = NxNyNz exp

{[
− 1

2

(
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2

)]}
Hnx

(
x

a

)
Hny

(
y

b

)
Hnz

(
z

c

)
,

(Е.57)

де Hnx, Hny та Hnz — полiноми Ермiта, Nx, Ny, Nz — нормованi коефiцiєнти.

Невiдомi коефiцiєнти розраховуються з умов нормування:∫ ∣∣∣Ns exp

{
− s2

2a2s

}
Hns

( s
as

) ∣∣∣2 ds = 1, (Е.58)

де s = x, y, z. Враховуючи властивостi полiномiв Ермiта (див. книгу [43],

стор. 749), ми отримаємо

Nx =
1

π1/4
√
a 2nx nx!

, Ny =
1

π1/4
√
b 2ny ny!

, Nz =
1

π1/4
√
c 2nz nz!

. (Е.59)

Е.3.2. Розрахунки форм-фактора ядра

Пiдставляючи однонуклонну просторову функцiю (Е.57) у (Е.56), ми знахо-

димо форм-фактор ядра:

ZA(k) =
2

A

A∑
i=1

B∑
nx,ny,nz

Ix(nx) Iy(ny) Iz(nz), (Е.60)

де

Ix = N2
x exp

{
− a2k2x/4

} ∫
exp

{
− (xi + i a2kx/2)

2

a2

}
H2
nx

(xi
a

)
dxi (Е.61)

та рiшення для Iy(ny) i Iz(nz) отриманi пiсля замiни iндексiв x→ y та x→ z.

Для основного стану (nx = ny = nz = 0, наприклад для α-частинки) ми

маємо Hnx=0 = 1, Hny=0 = 1, Hnz=0 = 1. У наближеннi, iнтеграл у (Е.61) за

комплексною змiнною x̃ = xi + i a2kx/2 має рiшення:∫
exp

{
− (xi + i a2kx/2)

2

a2

}
dxi =

∫
exp

{
− x2i
a2

}
dxi = N−2

x (Е.62)
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та ми отримаємо

Ix(nx = 0) = exp
{
− a2k2x/4

}
. (Е.63)

При знаходженнi форм-фактора ядра необхiдно врахувати збудженнi стани з

ненульовими однонуклонними просторовими функцiями. Знайдемо iнтеграл
+∞∫

−∞

e−(x−y)2 H2
n(x) dx = 2n

√
π n!Ln(−2y2), (Е.64)

де Ln = L0
n — полiном Родрiгеса (Rodrigues polynomial), що визначається за

формулою Родрiгеса

Ln(x) =
n∑
k=0

(−1)k

k!

 b

k

xk. (Е.65)

Але для комп’ютерних розрахункiв бiльш зручним є рекуррентне спiввiдно-

шення

Lk+1(x) =
1

k + 1

[
(2k + 1− x)Lk(x)− k Lk−1(x)

]
при k ≥ 1, (Е.66)

де першi полiноми дорiвнюють

L0(x) = 1, L1(x) = 1− x. (Е.67)

Використовуючи формули (Е.64) та (Е.65), нормоване рiшення (Е.59) для

фактора Nx, знаходимо iнтеграл (Е.61)

Ix = Lnx

[
a2k2x/2

]
exp
{
− a2k2x/4

}
(Е.68)

та розраховуємо форм-фактор

ZA(k) = 2 e− (a2k2x+b
2k2y+c

2k2z) /4 f1 (k, n1 . . . nA), (Е.69)

де

f1 (k, n1 . . . nA) =

nx+ny+nz≤N∑
nx,ny,nz=0

Lnx

[
a2k2x/2

]
Lny

[
b2k2y/2

]
Lnz

[
c2k2z/2

]
.

(Е.70)
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У цiй формулi виконується сумування за всiми станами однонуклонних про-

сторових функцiй. Ми виконуємо умову, що форм-фактор прямує до електри-

чного заряда ядра при прямуваннi енергiї фотона до нуля:

ZA(k) → ZA при k → 0. (Е.71)

Е.4. Випромiнювання, яке формується за рахунок вiдно-

сних змiщень нуклонiв у ядрi

Знайдемо бiльш акуратне наближення до ефективного заряду (Е.10), нiж

(Е.11). Тут врахуємо параметри випромiненого фотона. Перепишемо ефе-

ктивний заряд (Е.10) як

Z
(2)
eff (k, r) =

mA Z̃p(k, r)−mpZ̃A(k, r)

mA +mp
, (Е.72)

де ми включили розширенi форм-фактори протона та ядра як

Z̃p(k, r) = zp

(
e
ik·r

mp

mA +mp − 1

)
, Z̃A(k, r) = e

ik·r
mA + 2mp

mA +mp ZA(k)− ZA.

(Е.73)

У розрахунках матричного елемента (Е.9) двi експоненти у форм-факторах

Z̃p(k, r) та Z̃A(k, r) домножуються на експоненцiйний фактор exp{−ik · r}

вiд векторного потенцiалу електромагнiтного поля, та така формула потiм

розкладається за мультиполями. Однак, такий шлях вимагає розрахункiв

бiльших за значеннями радiальних iнтегралiв нiж мають, наприклад, матри-

чнi елементи (Е.12). Тому ми введемо наближення, що пов’язано з ефектив-

ним зарядом. Ми застосуємо розкладання за сферичними функцiями Бесселя

jl(kr) та отримаємо

Z
(2)
eff (k, r) =

+∞∑
l=0

il (2l + 1)Pl(cos β) Z
(2)
eff, l(k, r) − Z

(dip,0)
eff , (Е.74)
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де введенi парцiальнi компоненти ефективного заряда у виглядi

Z
(2)
eff, l(k, r) =

mA zp
mA +mp

jl

( mp

mA +mp
kr
)

− mp ZA(k)

mA +mp
jl

(mA + 2mp

mA +mp
kr
)

(Е.75)

та β — кут мiж векторами k та r. З цiєї формули можна бачити, що на одна-

кових вiдстанях (за змiнною r) перший доданок є домiнуючим при iнтегру-

ваннi матричного елемента, але на далеких вiдстанях другий доданок (який

зменьшується бiльш повiльно) дає бiльш великий внесок у повний спектр. Та-

кий ефективний заряд змiнює форму спектра гальмiвного випромiнювання,

оскiльки вiн змiнює залежнiсть матричного елемента вiд енергiї фотона.

Тепер ми проаналiзуємо випромiнювання фотонiв, що визначається

третiм матричним елементом за формулою (6.13). Виконуючи iнтегрування

за просторовою змiнною R, iмпульсом K, отримаємо:

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩3 = − e

√
2πh̄

wph

∑
α=1,2

e(α),∗ ×

×

⟨
Ψ̄f

∣∣∣∣∣ eik·r
mp

mA +mp

[
A−1∑
j=1

zAj

mAj
e−ik·ρAj p̃Aj

] ∣∣∣∣∣ Ψ̄i

⟩
,

Ki = Kf + k.

(Е.76)

Використовуючи у якостi функцiй Ψp−nucl, s(r) пакети (Е.7), ми отримаємо:

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩3 =
e

m

√
2πh̄

wph
pfi, 3 2π δ(wi − wf − w),

pfi, 3 = −m
∑
α=1,2

e(α),∗
⟨
ψp−nucl,f(r)

∣∣∣∣ eik·r
mp

mA +mp

∣∣∣∣ψp−nucl,i(r)

⟩
·DA(k),

(Е.77)

де

DA(k) =
⟨
ψnucl,f(βA)

∣∣∣A−1∑
j=1

zAj

mAj
e−ik·ρAj p̃Aj

∣∣∣ψnucl,i(βA)
⟩
. (Е.78)



490

Виконуючи розкладання:

e
ik·r

mp

mA +mp = e
i kr cosβ

mp

mA +mp =
+∞∑
l=0

il (2l + 1)Pl(cos β) jl

( mp

mA +mp
kr
)
,

(Е.79)

ми перепишемо матричний елемент як

pfi, 3 = −µ
+∞∑
l=0

il (2l + 1)Pl(cos β)Ml(k)
∑
α=1,2

e(α),∗ ·DA(k), (Е.80)

де ми ввели парцiальний нуклонний матричний елемент

Ml(k) =

⟨
ψp−nucl,f(r)

∣∣∣∣ jl( mp

mA +mp
kr
) ∣∣∣∣ψp−nucl,i(r)

⟩
. (Е.81)

Враховуючи кулонiвське калiбрування та рiшення (Е.90) для функцiї DA(k),

що приведене у Додатку Е.5, ми доходимо до висновку, що матричний еле-

мент (Е.80) та останнiй матричний елемент у (6.13) дорiвнюють нулю.

Е.5. Матричний елемент за iмпульсами нуклонiв ядра

Розрахуємо матричний елемент (Е.17), який визначається на основi операто-

рiв iмпульсiв нуклонiв ядра:

DA(k) =
⟨
ψnucl,f(βA)

∣∣∣A−1∑
j=1

zAj

mAj
e−ik·ρAj p̃Aj

∣∣∣ψnucl,i(βA)
⟩
. (Е.82)

Пiдставляючи багатонуклонну хвильову функцiю (6.11), ми знаходимо ма-

тричний елемент подiбно до розрахункiв (Е.54)–(Е.56):

DA(k) =
1

A

A∑
i=1

A∑
k=1

⟨
ψk(i)

∣∣∣ Zkmp

mk
e−ik·ρi p̃Aj

∣∣∣ψk(i)
⟩
. (Е.83)

Сумування у цьому виразi виконуємо за спiн-iзоспiновими станами. А саме,

для парно-парних ядер ми отримаємо:

DA(k) =
2

A

A∑
i=1

B∑
k=1

⟨φk(ρi) | e−ik·ρi p̃Aj|φk(ρi) ⟩. (Е.84)
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Пiдставимо однонуклонну просторову функцiю (Е.57) у матричний елемент

та отримаємо:

DA(k) =
2

A

A∑
i=1

B∑
nx,ny,nz

(
ex Jx(nx) + ey Jy(ny) + ez Jz(nz)

)
, (Е.85)

де ex, ey та ez — ортогональнi одиничнi вектори, ex = e(1), ey = e(2). Ми вве-

ли роздiлення на координатнi компоненти Jx(nx), Jy(ny), Jz(nz). Розглянемо

перший iнтеграл:

Jx(nx) = −i h̄ N 2
x

∫
exp

{
− (xi)

2

2a2

}
Hnx

(xi
a

)
e−ikxxi ×

×
(
ex

d

dxAi

) [
exp

{
− (xi)

2

2a2

}
Hnx

(xi
a

) ]
dxi ×

× N 2
y

∫
exp

{
− (yi)

2

b2

}
H2
ny

(yi
b

)
e−ikyyi dyi ×

× N 2
z

∫
exp

{
− (zi)

2

c2

}
H2
nz

(zi
c

)
e−ikzzi dzi.

(Е.86)

Тут останнi два iнтеграли представляють собою знайденi функцiї Iy(ny, b) та

Iz(nz, c). Ми iнтегруємо за змiнною x:

Jx(nx) = ex i h̄ N
2
x

∫
d

dxAi

{
exp

{
− (xi)

2

2a2

}
Hnx

(xi
a

)}
×

× e−i kxxi exp

{
− (xi)

2

2a2

}
Hnx

(xi
a

)
dxi Iy(ny, b) Iz(nz, c) +

+ ex (−i kx) i h̄ N 2
x

∫
exp

{
− (xi)

2

a2

}
e−i kxxi H2

nx

(xi
a

)
dxi Iy(ny, b) Iz(nz, c).

(Е.87)

Можна бачити, що iнтеграл за змiнною x у першому доданку пов’язаний з

визначенням для Jx(nx), та iнтеграл за змiнною x у другому доданку — з

визначенням для Ix(nx, a):

Jx(nx) = − Jx(nx) + ex h̄ kx Ix(nx, a) Iy(ny, b) Iz(nz, c) (Е.88)

та ми отримаємо

Jx(nx) = ex
h̄ kx
2

Ix(nx, a) Iy (ny, b) Iz(nz, c). (Е.89)
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Ми розрахуємо функцiї DA(k) та отримаємо:

DA(k) =
h̄

2
k ZA(k). (Е.90)

При прямуваннi енергiї фотона до нуля (при k → 0) матричний елемент DA

прямує до нуля також.
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ДОДАТОК Ж

РОЗРАХУНКИ МАТРИЧНИХ ЕЛЕМЕНТIВ

ВИПРОМIНЮВАННЯ ПРИ АЛЬФА-РОЗПАДI

Ж.1. Форм-фактор ядра зi змiщеннями нуклонiв

У цьому Додатку ми розглянемо форм-фактор (7.10) системи A нуклонiв

[див. стор. 176]. Вiдповiдно до формалiзму Додатку Е.3, для парно-парних

ядер маємо форм-фактор у виглядi (Е.69)–(Е.70) [див. стор. 487]. Але на вiд-

мiну до Додатку Е.3, тепер ми виберемо просторову функцiю одного нуклона

у формi гаусiану, з врахуванням (7.12)–(7.13) [див. стор.177].

Ж.1.1. Форм-фактор α-частинки

Пiдставляючи таку форму просторової одно-нуклонної функцiї у форму-

лу (Е.55), ми знаходимо форм-фактор α-частинки:

Zα(k) =
1

2

4∑
i=1

Ix(nx) Iy(ny) Iz(nz), (Ж.1)

де

Ix(nx, xi,0, a) = N2
α,x

∫
e−

(xi−xi,0)
2

a2 e−i kxxi H2
nx

(xi − xi,0
a

)
dxi (Ж.2)

та вiдповiднi розв’язки для Iy(ny) i Iz(nz) отримуються пiсля замiни iндексiв

x→ y та x→ z. Пiсля розрахункiв отримаємо:

Ix = N2
α,x exp

{
− a2k2x/4− i kxxi,0

}
×

×
∫

exp

{
− (xi − xi,0 + i a2kx/2)

2

a2

}
H2
nx

(xi − xi,0
a

)
dxi.

(Ж.3)

Нуклони α-частинка знаходяться у основному станi (nx = ny = nz =

0), тобто ми маємо Hnx=0 = 1, Hny=0 = 1, Hnz=0 = 1. У наближеннi, iнтеграл
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(Ж.3) за комплексною змiнною x̃ = xi − ρi,x + i a2kx/2 приймає вигляд:∫
exp

{
− (xi − ρi,x + i a2kx/2)

2

a2

}
dxi =

∫
exp

{
− x2i
a2

}
dxi = N−2

α,x (Ж.4)

та ми отримаємо

Iα,x(nx = 0) = exp
{
− a2k2x/4− i kxxi,0

}
(Ж.5)

та розраховуємо форм-фактор (Ж.1)

Zα(k) =
1

2
e− (a2k2x+b2k2y+c2k2z) /4

4∑
i=1

e−ikρi,0 . (Ж.6)

У наближеннi точкової α-частинки (тобто коли найбiльш ймовiрнi положення

нуклонiв α-частинки знаходяться у центрi масс α-частинки, ρ0,i = 0) ми

отримаємо:

Zα(k;ρi,0 → 0) = 2 e− (a2k2x+b
2k2y+c

2k2z) /4. (Ж.7)

Можна бачити, що зарядовий форм-фактор залежить вiд енергiї випромiне-

ного фотона, напрямку його випромiнювання та параметрiв хвильової фун-

кцiї нуклона. Щоб уникнути невизначення форм-фактору, ми накладемо на-

ступну умову: форм-фактор α-частинки при її точковому наближеннi по-

винен вiдповiдати її електричному заряду Zα, а саме

2 e− (a2k2x+b
2k2y+c

2k2z) /4 ≡ Zα. (Ж.8)

За такої умови ми отримаємо:

Zα(k) =
Zα

4
·

4∑
i=1

e−ikρi,0 . (Ж.9)

Якщо фотон не випромiнюється нуклоном α-частинки, то |k| = 0 та вико-

нується властивiсть (Ж.8). Однак, якщо фотон випромiнюється саме тим

нуклоном, то експонента подавлює форм-фактор α-частинки. Такий ефект

виникає пiсля врахування внутрiшньої нуклонної структури α-частинки.

a, b та c визначають просторовi розмiри локалiзацiї хвильової функцiї,

тобто квадрат модуля якої описує найбiльш ймовiрне положення кожного ну-

клона у α-частинцi. Зiдси зробимо висновки: (1) чим бiльше такi параметри,
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тим сильнiше випромiнений фотон подавлює електричний заряд α-частинки;

(2) чим меньше параметри a, b та c, тим експоненцiйний фактор хвильової

функцiї виявляється по формi ближчiм до δ-функцiї, та випромiнювання фо-

тона перестає впливати на заряд α-частинки. Згiдно до наших оцiнок, для

α-частинки при енергiях фотонiв нижче нiж 10 МеВ, заряд не змiнюється

iстотньо. Однак, цi властивостi практично дуже слабкi для бiльш високих

енергiй (бiля 100 МеВ та вище) або для важких ядер.

Ж.1.2. Форм-фактор ядра

При визначеннi форм-фактора ядра ми повиннi врахувати збудженi стани

однонуклонної просторової хвильової функцiї. При знаходженнi iнтегралу

Ix(nx ̸= 0) можна застосувати формули сумування полiномiв Ермiта:

(a21 + a22)
µ/2

µ!
Hµ

(a1x1 + a2x2√
a21 + a22

)
=

∑
m1+m2=µ

am1
1

m1!

am2
2

m2!
Hm1

(x1)Hm2
(x2),

+∞∫
−∞

e−(x−y)2 Hm(x)Hn(x) dx = 2n
√
πm! yn−m Ln−mn (−2y2)

(Ж.10)

приm ≤ n та де Ln−mn — узагальнений полiном Лагерра (Laguerre polynomial).

При n = m отримаємо (Е.64) з полiномами Родрiгеса [див. стор. 487]. За

такою формулою знаходимо iнтеграл (Ж.3) для довiльного стану:

Ix = Lnx
[
a2k2x/2

]
· exp

{
− a2k2x/4− i kxρi,x

}
(Ж.11)

та розраховуємо форм-фактор ядра:

Zd(k) = 2 e− (a2k2x+b
2k2y+c

2k2z) /4 f1 (k, n1 · · ·nAd
) f2 (k, ρ1 · · · ρAd

), (Ж.12)

де f1 визначається за формулою (Е.70) [див. стор. 487] та

f2 (k, ρ1 · · · ρAd
) =

1

Ad

Ad∑
i=1

e−ikρi. (Ж.13)

Тут функцiя f2 описує коррекцiю просторового розподiлу нуклонiв у ядрi.
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Ж.2. Гальмiвне випромiнювання фотонiв у реакцiях за-

хоплення протонiв ядрами у зiрках

Реакцiї протонного захоплення при низьких енергiях грають важливу роль

у нуклеосинтезi у зiрках. p-Процесс, що включає протонне захоплення, заря-

довий обмiн та фотодiсiнтеграцiю (photodisintegration, фотоядернi реакцiї), є

важливим при формуваннi так званих p-ядер, якi мають достатньо короткий

час життя та багато з таких ядер не можливо отримати у земних умовах.

Таким чином, експериментальнi дослiдження властивостей таких ядер є дiй-

сно складними, але це стимулює дослiдникiв на iнтенсивнi теоретичнi пошу-

ки [227, 228, 229, 230, 231]. Загалом, зараз вiдомо близ 2000 p-ядер та бiля

20 000 реакцiй i розпадiв, якi пов’язанi з такими ядрами (наприклад, див.

книгу [232] та огляди [233, 234, 235]).

Зосередемо увагу на протонно багатих iзотопах (proton rich isotopes)

близ лiнiї N = Z. На Рис. Ж.1 представлено новi розрахунки для ймовiрно-

стей випромiнювання гальмiвних фотонiв, яке супроводжує захоплення про-

тонiв ядрами з формуванням iзотопiв телуру у реакцiї 121Sb+ p = 122Te [231]

для рiзних енергiй протонiв1. Можна бачити, що для енергiй протонiв, мень-
1У розрахунках використано потенцiал взаємодiї мiж протоном та ядром, визначений за формула-

ми (26)–(27) з параметрами, отриманими за формулами (28)–(29) у роботi [64], параметризацiя взята з

роботи [148]. Хвильовi функцiї φi(r) та φf (r) обчислюються чисельно вiдповiдно до такого потенцiалу.

Виявляється, що складно досягти збiжностi у розрахунках спектрiв випроминювання у мультипольному

пiдходi для дослiджуємої реакцiї. Саме по цiй причинi, та з метою отримати першi оцiнки спектрiв для

рiзних енергiй налiтаючого протона, ми застосували дипольне наближення (див. роботу [42]) для розра-

хункiв матричного елемента у (7.20), адаптованого для процесу захоплення протонiв ядрами. Однак, як

ми оцiнюємо, дипольне наближення дає спектри випромiнювання, якi суттєво зсунутi уздовж вiсi ймовiр-

ностi гальмiвного випромiнювання, та тому такi спектри потiм необхiдно перенормувати. Таким чином,

ми визначаємо фактор нормування з вiдношення мiж спектрами, отриманими у мультипольному та ди-

польному наближеннях, для енергiї налiтаючого протона 3 МеВ (вiдповiдно до наших оцiнок, цей фактор

дорiвнює 7.5× 10+24). Потiм ми використовуємо однаковий фактор нормування для визначення спектрiв,

розрахованих у дипольному наближеннi для кожної енергiї налiтаючого протона. Ранiше нашi розразун-

ки спектрiв гальмiвного випромiнювання у мультипольному пiдходi без нормування для α-розпаду було

протестовано та виявилося, що вони у гарнiй згодi з експериментальними даними (див. роботу [61]). Тому
ми використовуємо мультипольний пiдхiд для нормування спектрiв. В аналiзi ми розглядаємо протон, що
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Рис.Ж.1 Ймовiрностi гальмiвного випромiнювання фотонiв при захопленнi протона ядром
121Sb при енергiї розсiяного протона 10 МеВ (а), 50 МеВ (б), 100 МеВ (в) та 300 МеВ (г) у лабо-

раторнiй системi вiдлiку [у розрахунках використано ρi,0 = 1.7 фм для α-частинки та θf = 90◦,

θf — кут мiж напрямком руху α-частинки (або її тунелювання) пiсля випромiнювання фотона та

напрямком випромiнювання фотона]. Тут суцiльна синя лiнiя — це розрахунки з включенням ба-

гатонуклонної структури, штрихова червона лiнiя — розрахунки без включення багатонуклонної

структури. Можна бачити, що спектр для ядра пiсля включення багатонуклонної структури у

розрахунки для кожної енергiї розсiяного протона розташований вище у порiвняннi зi спектром,

отриманим без включення такої структури. З рисункiв можна оцiнити, наскiльки ймовiрнiсть

гальмiвного випромiнювання (для однакової енергiї фотона) зростає при зростаннi енергiї налiта-

ючого протона. На рисунках можна бачити, що ймовiрностi випромiнювання жорстких фотонiв

у кiнематичному наближеннi (що визначається через енергiю налiтаючого протона) прямує до

нуля.
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ших нiж 4 МеВ (саме такi енергiї протонiв ранiше було використано у екс-

периментальних та теоретичних дослiдженнях такої реакцiї [231]), еффект

включення багатонуклонної структури практично непомiтний. Однак, при

зростаннi енергiї протонiв, починаючи вiд 50 МеВ, такий ефект дiйсно спо-

стеригається та ймовiрностi гальмiвного випромiнювання суттєво зростають.

налiтає на ядро у станi s1/2 перед випромiнюванням фотона та у станi p1/2 пiсля випромiнювання фотона

(тому що протон-ядерний потенцiал уключає спiн-орбiтальний доданок, визначений на основi квантових

чисел j та l).
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ДОДАТОК З

РОЗРАХУНКИ МАТРИЧНОГО ЕЛЕМЕНТА

ВИПРОМIНЮВАННЯ ФОТОНIВ У ПIОН-ЯДЕРНОМУ

РОЗСIЯННI

З.1. Оператор випромiнювання багато-нуклонної систе-

ми та π±-мезона

Випромiнювання гальмiвних фотонiв може бути введено у формалiзм розсi-

яння π±-мезонiв на ядрах за допомогою застосування кулонiвського калiбру

для кожного електромагнiтного заряду у системi як

p̂i → p̂i −
zi e

c
A(ri, t), (З.1)

де p̂i = −ih̄∇i — iмпульс пiона або нуклона з номером i, A(ri, t) — векторний

потенцiал електромагнiтного поля, що формується за разунок руху пiона або

нуклона з номером i, zi — електричний заряд пiона або нуклона з номером

i. Модифiкований гамiльтонiан записується як Ĥ = Ĥ0 + Ĥγ, де Ĥγ — нова

коррекцiя, що описує випромiнювання гальмiвних фотонiв.

Почнемо з узагальнення рiвняння Паулi на систему, що складається

з A нуклонiв та π±-мезона, на опис розсiяння π± на ядрi з A нуклонами з

гамильтонiаном, побудованим як (див. формули (1)–(2) у роботi [66], також

див. роботу [65] для протон–ядерного розсiяння)

Ĥ =
A+1∑
i=1

{
1

2mi

(
p̂i −

zie

c
Ai

)2
− zieh̄

2mic
σ · rotAi + zieAi,0

}
+

+ V (r1 . . . rA+1) = Ĥ0 + Ĥγ,

(З.2)
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де

Ĥ0 =
A+1∑
i=1

1

2mi
p̂2
i + V (r1 . . . rA+1),

Ĥγ =
A+1∑
i=1

{
− zie

mic
p̂iAi +

z2i e
2

2mic2
A2
i −

zieh̄

2mic
σ · rotAi + zieAi,0

}
.

(З.3)

Тут mi та zi — масса та електричний заряд нуклона з номером i (i=1 . . . A)

або масса та електричний заряд π±-мезона (i = A + 1), p̂i = −ih̄d/dri —

оператор iмпiльсу нуклона з номером i (i=1 . . . A) або π±-мезона (i = A+1),

V (r1 . . . rA+1) — загальний вигляд для потенцiалу взаємодiї мiж нуклонами

та π±-мезоном, σ — матрицi Паулi, Ai = (Ai, Ai,0) — потенцiал електромагнi-

тного поля, що формується нуклоном з номером i (i=1 . . . A) або π±-мезоном

(i = A + 1). Увiвши координати центру масс ядра RA =
∑A

j=1mj rAj/mA,

координати центру масс повної системи R = (mARA+mπrπ)/(mA+mπ), вiд-

носнi координати ρAj = rj−RA та r = rπ−RA, ми отримаємо новi незалежнi

змiннi R, r та ρAj (j = 1 . . . A− 1) 1

R =
1

mA +mπ

{ A∑
j=1

mAj rAj +mπ rπ

}
,

r = rπ −
1

mA

A∑
j=1

mAj rAj,

ρAj = rAj −
1

mA

A∑
k=1

mAk rAk,

(З.4)

та знаходимо оператори вiдповiдних iмпульсiв

p̂π = −ih̄ d

drπ
=

mπ

mA +mπ
p̂+ p̂,

p̂Aj = −ih̄ d

drAj
=

mAj

mA +mπ
p̂− mAj

mA
p̂+

mA −mAj

mA
p̃Aj −

mAj

mA

A−1∑
k=1,k ̸=j

p̃Ak,

(З.5)

де p̂ = −ih̄d/dR, p̂ = −ih̄d/dr, p̃Aj = −i h̄d/dρAj, mπ та mA — масси

π±-мезона та ядра.
1Iнколи ми будемо додавати додаткового нижнього iндекса A до змiнних нуклонiв.
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Розглянемо лiдуючий оператор випромiнювання системи, що склада-

ється з π±-мезона та ядра у лабораторнiй системi вiдлiку. Отримаємо його

вигляд з формули (З.3), нехтуя доданками при A2
i , Ai,0 та спiнорним додан-

ком:

Ĥγ = − zπ e

mπc
A(rπ, t) p̂π −

A∑
j=1

zj e

mjc
A(rj, t) p̂j. (З.6)

Тут A(rs, t) описує випромiнювання фотона, що формується π±-мезоном або

нуклоном (s = π is for π±, s = j для нуклонiв ядра). Використовуючи його

представлення у виглядi (5) з роботи [65], для оператора емiсiї у лабораторнiй

системi вiдлiку ми отримуємо:

Ĥγ = − e

√
2πh̄

wph

∑
α=1,2

e(α),∗ e
−ik

[
R−

mπ

M +mπ
r
] {

1

M +mπ

[
e−ik r zπ +

A∑
j=1

zAj e
−ikρAj

]
p̂ +

+

[
e−ik r zπ

mπ
− 1

M

A∑
j=1

zAj e
−ikρAj

]
p̂+

A−1∑
j=1

zAj

mAj
e−ikρAj p̃Aj −

1

M

[ A∑
j=1

zAj e
−ikρAj

] A−1∑
k=1

p̃Ak

}
,

(З.7)

де зiрка означає комплексне спряження, e(α) — одиничнi вектори поляризацiї

фотона (e(α),∗ = e(α)), k — хвильовий вектор фотона, i wph = k c =
∣∣k∣∣ c.

Вектори e(α) перпендикулярнi до k в кулонiвському калiбруваннi. У нас є двi

незалежнi поляризацiї e(1) and e(2) для фотона з iмпульсом k (α = 1, 2).

З.2. Хвильова функцiя π±-ядерної системи

Випромiнювання гальмiвних фотонiв обумовлено вiдносним рухом нуклонiв

i зарядженого π±-мезона. Однак, ми припускаємо, що найбiльш iнтенсивне

випромiнювання фотонiв формується за рахунок вiдносного руху π± вiдно-

сно ядра. Таким чином, видається доцiльним представити повну хвильову

функцiю через координати вiдносного руху цих двох складних об’єктiв. До-

тримуючись такої логiки, ми визначаємо хвильову функцiю повної ядерної

системи як

Ψs = Φs(R) · Φπ−nucl,s(r) · ψnucl,s(βA), (З.8)
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де s = i або f (iндекси i та f означають початковий стан, тобто стан перед

випромiнюванням фотона, та кiнцевий стан, тобто стан пiсля випромiнюва-

ння фотона), Ks — повний iмпульс π±–ядерної системи (у лабораторнiй си-

стемi вiдлiку), Φs(R) — хвильова функцiя, що описує рух центру масс повної

системи у лабораторнiй системi вiдлiку, Φπ−nucl,s(r) — функцiя, що описує вiд-

носний рух (з тунелюванням для пiдбар’єрних енергiй) π± вiдносно ядра (без

опису внутрiшнiх вiдносних змiщень або коливань нуклонiв у ядрi), ψnucl,s(β)

— багато-нуклонна функцiя, що описує внутрiшнi стани нуклонiв у ядрi (вона

визначає просторовi стани на основi вiдносних вiдстаней ρ1 . . .ρA нуклонiв

ядра вiдносно його центру масс, та спiн-iзоспiновi стани також), βA — номери

1 . . . A нуклонiв ядра. Ми припускаємо:

Φs̄(R) = Ns̄ e
−iKs̄·R, Ki = 0, (З.9)

де Ns̄ — коефiцiєнт нормування, якого будено визначено далi.

Ми припускаємо, що рух нуклонiв ядра вiдносно один одного не має

великого впливу на стани, що описують вiдносний рух π±, вiдносно до ядра

(тобто таке представлення повної хвильової функцiї можна розглядати як на-

ближення). Однак вiдноснi внутрiшнi рухи нуклонiв ядра дають свiй власний

внесок у повний спектр гальмiвного випромiнювання i їх можна оцiнити. Ми

включаємо багато-нуклонну структуру у хвильову функцiю ψnucl,s(βA) ядра,

тодi як ми будемо вважати, що хвильова функцiя вiдносного руху ψπ−nucl,s(r)

обчислюється без врахування такої структури, але з максимальною орiєнта-

цiєю на те, що пiон-ядерний потенцiал визначено максимально аккуратно з

аналiзу експениментальних данних розсiяння пiонiв на ядрах. Такий шлях до-

зволяє максимально точно зберегти хвильову функцiю вiдносного руху, яка

дає провiдний внесок у повний спектр гальмiвного випромiнювання, тодi як

багато-нуклонну структуру можна врахувати потiм через коррекцiї.
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З.3. Матричний елемент випромiнювання

Ми знаходимо матричний елемент на основi оператора випромiнювання (З.7)

та хвильової функцiї (З.8):

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩ = −NiNf e

√
2πh̄

wph

∑
α=1,2

e(α),∗
{

×
⟨
Ψf

∣∣∣∣∣ ei (Ki−Kf−k)·R e
ikr

mπ

mA +mπ
1

mA +mπ

[
e−ik r zπ +

A∑
j=1

zAj e
−ikρAj

]
P̂

∣∣∣∣Ψi

⟩
+

+

⟨
Ψf

∣∣∣∣∣ ei (Ki−Kf−k)·R e
ikr

mπ

mA +mπ

[
e−ik r zπ

mπ
−

A∑
j=1

zAj

mA
e−ikρAj

]
p̂

∣∣∣∣Ψi

⟩
+

+

⟨
Ψf

∣∣∣∣∣ ei (Ki−Kf−k)·R e
ikr

mπ

mA +mπ

[
A−1∑
j=1

zAj

mAj
e−ikρAj p̃Aj

] ∣∣∣∣∣Ψi

⟩
−

−
⟨
Ψf

∣∣∣∣∣ ei (Ki−Kf−k)·R e
ikr

mπ

M +mπ
1

mA

[
A∑

j=1

zAj e
−ikρAj

A−1∑
k=1

p̃Ak

] ∣∣∣∣∣Ψi

⟩ }
.

(З.10)

Перший доданок описує випромiнювання фотона, що формується за раунок

руху повної ядерної системи у лабораторнiй системi вiдлiку, та її вiдгук на

випромiнювання фотона. Ми не будемо вивчати випромiнювання за раху-

нок таких механiзмiв, тому будемо нехтувати цим доданком. Другий доданок

описує випромiнювання фотона, що формується π±-мезоном та кожним ну-

клоном ядра при вiдносному русi π± вiдносно ядра. Таке випромiнювання

дає основний внесок у повний спектр. Третiй i четвертий доданки описують

випромiнювання фотона, що формується кожним нуклоном ядра при їх вiдно-

сному русi у просторовiй областi ядра (з такими доданками можна пов’язати

будь-якi деформацiї ядра при випромiнюваннi).

Розглянемо найбiльш вагомий матричний елемент на основi другого

доданку у формулi (З.10). У розрахунках, нам слiд iнтегрувати за всiми не-
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залежними просторовими змiнними у (З.4):

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩1 = −NiNf e

√
2πh̄

wph

∑
α=1,2

e(α),∗ ×

×
∫
ei (Ki−Kf−k)R dR

⟨
Φπ−nucl,f(r) · ψnucl,f(βA)

∣∣∣∣ eikr
mπ

mA +mπ ×

×
[
e−ik r zπ

mπ
−

A∑
j=1

zAj

mA
e−ikρAj

]
p̂

∣∣∣∣Φπ−nucl,i(r) · ψnucl,i(βA)

⟩
.

(З.11)

Увiвши ефективний заряд π±–ядерної системи як

Zeff(k, r) = e
ikr

mπ

mA +mπ

{
mA zπ

mA +mπ
− eikr

mπ ZA(k)

mA +mπ

}
(З.12)

та зарядовий форм-фактор ядра як

ZA(k) =
⟨
ψnucl,f(ρA1 . . .ρAA)

∣∣∣ A∑
j=1

zAj e
−ikρAj

∣∣∣ ψnucl,i(ρA1 . . .ρAA)
⟩
, (З.13)

ми отримаємо:

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩1 = −NiNf
e

m

√
2πh̄

wph
(2π)3

∑
α=1,2

e(α),∗ δ(Kf −Ki − k) ×

×
⟨
Φπ−nucl,f(r)

∣∣∣Zeff(k, r) e
−ikr p̂

∣∣∣ Φπ−nucl,i(r)
⟩
,

(З.14)

де m = mπmA/(mπ +mA) та ми використовуємо iнтегральне представлення

дельта-функцiї у виглядi∫
ei (Ki−Kf−k)R dR = (2π)3 δ(Ki −Kf − k). (З.15)

Визначимо коефiцiєнти нормування Ni та Nf як

Ni = Nf = (2π)−3/2. (З.16)

Ми обчислюємо перерiзи випромiнювання фотонiв, якi не залежать вiд iм-

пульсу Kf (iмпульс повної π±-ядерної системи пiсля випромiнювання фотона

у лабораторнiй системi вiдлiку). Таким чином, нам необхiдно проiнтегрувати
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матричний елемент за цим iмпульсом. З (З.14) ми отримуємо:

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩1 = − e

m

√
2πh̄

wph

∑
α=1,2

e(α),∗ ×

×
⟨
Φπ−nucl,f(r)

∣∣∣Zeff(k, r) e
−ikr p̂

∣∣∣ Φπ−nucl,i(r)
⟩
,

Ki = Kf + k.

(З.17)

Ефективний заряд системи у першому наближеннi exp(ikr) → 1 (тобто при

kr → 0, яке назовемо дипольним, що пов’язане з ефективним зарядом) отри-

мує вигляд:

Z
(dip)
eff (k) =

mA zπ −mπ ZA(k)

mA +mπ
. (З.18)

Можна бачити незалежнiсть ефективного заряду вiд вiдносної вiдстанi мiж

π± та центром мас ядра у такому наближеннi.

Можна отримати просте визначення матричного елемента, нехтуючи

вiдносними перемiщеннями нуклонiв ядра всерединi його просторової областi

у розрахунках форм-фактора (тобто у наближеннi, де e−ikρAj → 1 для кожного

нуклона). Тут форм-фактор ядра являє собою сумарний електричний заряд

нуклонiв ядра, де втрачається залежнiсть вiд характеристик фотона:

ZA(k) →
⟨
ψnucl,f(ρA1 . . .ρAA−1)

∣∣∣ A∑
j=1

zAj

∣∣∣ψnucl,i(ρA1 . . .ρAA−1)
⟩
=

A∑
j=1

zAj = ZA,

(З.19)

тому що функцiї ψnucl,s нормованi. При таких наближеннях, ми отримаємо

матричний елемент (додамо iндекс (dip)):

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩(dip)1 = − e

m

√
2πh̄

wph
Z

(dip,0)
eff

∑
α=1,2

e(α),∗ ×

×
⟨
Φπ−nucl,f(r)

∣∣∣ e−ikr p̂ ∣∣∣ Φπ−nucl,i(r)
⟩
,

Z
(dip,0)
eff =

mA zπ −mπ ZA

mA +mπ
.

(З.20)

Використовуючи у якостi функцiй ψπ−nucl,s(r) хвильовi пакети (вiдповiдно до
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формалiзму [56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 67, 87]):

Φπ−nucl,s(r, t) =

+∞∫
0

g(k − ks) ψπ−nucl,s(r) e
−iw(k)t dk, (З.21)

перепишемо матричний елемент вище (див. формулу (6) у роботi [65] без

спiнорних доданкiв):

⟨Ψf | Ĥγ|Ψi⟩(dip)1 =
e

m

√
2πh̄

wph
· pel · 2π δ(wi − wf − w),

pel = −Z
(dip,0)
eff

∑
α=1,2

e(α),∗
⟨
ψπ−nucl,f(r)

∣∣∣ e−ikr p̂ ∣∣∣ ψπ−nucl,i(r)
⟩
.

(З.22)

Ми обчислюємо матричний елемент за мультипольним розкладанням

хвильових функцiй фотонiв

pel = i Z
(dip,0)
eff

√
π

2

∑
lph=1

(−i)lph
√
2lph + 1 ·

[
pMlph − i pElph

]
,

pMlph =
∑
µ=±1

hµ µ p
M
lphµ

, pElph =
∑
µ=±1

hµ p
E
lphµ

,
(З.23)

де

pMlphµ =

∫
φ∗
f(r)

( ∂
∂r

φi(r)
)
A∗
lphµ

(r,M) dr,

pElphµ =

∫
φ∗
f(r)

( ∂
∂r

φi(r)
)
A∗
lphµ

(r, E) dr.
(З.24)

Тут Alphµ(r,M) та Alphµ(r, E) — магнiтний та електричний мультипольнi до-

данки (jph — квантове число, що характеризує власнi значення оператора

повного моменту, тодi як lph = jph − 1, jph, jph + 1 пов’язано з оператором

орбiтального моменту, воно визначає власнi значення парностi фотона).
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ДОДАТОК К

ОСОБЛИВОСТI МЕТОДУ БАГАТОРАЗОВИХ ВНУТРIШНIХ

ВIДБИТТIВ В ОПИСI ТУНЕЛЮВАННЯ

К.1. Тунелювання пакета через прямокутний бар’єр

У додатку викладено iдею багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв (БВВ) на при-

кладi задачi тунелювання частинки через одномiрний прямокутний бар’єр

[263, 264, 265, 54, 71]. Розглянемо частинку, що тунелює у позитивному на-

прямку вiсi x через одномiрний прямокутний потенцiальний бар’єр, що iлю-

струє Рис. К.1. Позначимо область I для x < 0, область бар’єра II для

0 < x < a та область III для x > a, вiдповiдно. Нехай частинка в областi

I падає злiва на бар’єр та тунелює через нього в додатньому напрямку по вiсi

x. Будемо вивчати еволюцiю тунелювання частинки через бар’єр. У стандар-

Рис.К.1 Тунелювання частинки через одномiрний прямокутний бар’єр

тному пiдходi у випадку, коли повна енергiя частинки E менше нiж висота

бар’єра V1, еволюцiю тунелювання частинки можна описати за допомогою
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нестацiонарного хвильового пакету

ψ (x, t) =

+∞∫
0

g(E − Ē)φ(k, x) e−iEt/h̄ dE, (К.1)

де стацiонарна хвилева функцiя (ХФ) має вигляд:

φ (x) =


eikx + AR e

−ikx при x < 0,

α eξx + β e−ξx при 0 < x < a,

AT e
ikx при x > a

(К.2)

та k = 1
h̄

√
2mE, ξ = 1

h̄

√
2m(V1 − E), E та m — повна енергiя та маса частин-

ки, вiдповiдно. Тут враховано, що ХФ, що описує падiння частинки на бар’єр

в областi I, нормована на одиницю. Вагову амплiтуду g(E − Ē) визначимо

як гаусiан, що задовольняє умовi нормування
∫
|g(E − Ē)|2dE = 1, де Ē —

середня енергiя частинки. Амплiтуди AT , AR, α та β можна знайти, викори-

стовуючи умову неперервностi хвильової функцiї φ(x) та її похiдної на кожнiй

з границь бар’єра. Пiдставляючи у (К.1) замiсть функцiї φ (k, x) її стацiонар-

нi компоненти φinc(k, x) = eikx, φtr(k, x) = AT e
ikx та φref(k, x) = AR e

−ikx, що

описують падiння частинки на бар’єр, її проходження через нього та вiдби-

ття вiд цього бар’єра та обумовленi виразом (К.2), ми отримаємо падаючий

пакет, пакет, що пройшов, та вiдбитий пакет вiдповiдно.

Обмежуючись розглядом тiльки пiдбар’єрних процесiв тунелювання,

ми виключимо надбар’єрнi енергiї

g(E − Ē) → g(E − Ē) θ(V1 − E), (К.3)

де θ-функцiя задовольняє умовi

θ (η) =

 0 при η < 0,

1 при η > 0.

Метод багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв описує процес поширення

пакету, що описує тунелювання частинки, послiдовно по етапах його про-

ходження вiдповiдно до кожної границi бар’єра [266, 267, 268]. На першому
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етапi ми маємо пакет в областi I, що падає на першу границю бар’єра в точцi

x = 0. Цей пакет розщеплюється на два компонента: компонент, що пройшов

через границю i тунелює далi в областi II, i вiдбитий компонент вiд границi,

що рухається назад в областi I. Цi два компонента ми будемо далi розгляда-

ти як незалежнi новi пакети. При цьому вважаємо, що пакет, що тунелює в

областi II, ще не встиг досягти другої границi бар’єра за рахунок скiнченої

швидкостi його руху, i тому на цьому етапi ми розглядаємо тiльки двi областi

I i II. При визначеннi виразу для цього пакета ми нехтуємо впливом на нього

другої границi бар’єра i вважаємо згiдно з фiзичних мiркувань, що амплiтуда

цього пакета повинна зменшуватись зi зростанням x. Тому у (К.2) ми вико-

ристовуємо лише один доданок β exp(−ξx), вiдкидаючи другий зростаючий

доданок α exp(ξx) (iнакше при нескiнченно широкому бар’єрi ми порушимо

умову скiнченностi ХФ). Таким чином, в областi II одержимо

ψ
(1)
tr (x, t) =

+∞∫
0

g(E − Ē) θ(V1 − E) β0 e−ξx−iEt/h̄ dE при 0 < x < a. (К.4)

Пакет, побудований в областi бар’єра таким чином, є аналiтичним продовже-

нням вiдповiдного пакету для надбар’єрного руху частинки, де для стацiо-

нарного виразу ми беремо хвилю exp(ik2x), що поширюється праворуч (де

k2 =
1
h̄

√
2m(E − V1)).

Тепер розглянемо перший етап далi. Вирази для падаючого пакета на

першу границю i вiдбитого пакета вiд неї представимо у виглядi

ψinc(x, t) =

+∞∫
0

g(E − Ē)θ(V1 − E)eikx−iEt/h̄dE, при x < 0,

ψ
(1)
ref (x, t) =

+∞∫
0

g(E − Ē)θ(V1 − E)A0
Re

−ikx−iEt/h̄dE, при x < 0.

(К.5)

Сума цих виразiв являє собою залежну вiд часу ХФ в областi I. Тепер ми

використаємо умову, щоб ця ХФ та її похiдна у точцi x = 0 неперервно пере-

ходили у ХФ вигляду (К.4) та її похiдну (тобто в цiй точцi ХФ та її похiдна,
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визначенi в областi I, повиннi бути рiвними ХФ та її похiднiй, визначеним в

областi II). В результатi ми одержуємо два рiвняння, в яких можна перейти

вiд залежного вiд часу пакету (та його похiдної) до вiдповiдних їм стацiонар-

них частин та далi знайти амплiтуди β(0) i A(0)
R .

На другому етапi ми розглядаємо пакет, що тунелює в областi II i падає

на другу границю бар’єра в точцi x = a. Вiн створює новий пакет, що про-

йшов крiзь цю границю i поширюється в областi III, та пакет, що вiдбився вiд

границi i тунелює назад у областi II. При визначеннi цих пакетiв використову-

ємо (К.1) з урахуванням (К.3), де у якостi стацiонарних ХФ використовуємо

такi вирази:

φ
(2)
inc(k, x) = φ

(1)
tr (k, x) = β(0)e−ξx при 0 < x < a,

φ
(2)
tr (k, x) = A

(0)
T eikx при x > a,

φ
(2)
ref (k, x) = α(0)eξx при 0 < x < a.

(К.6)

Перепишемо хвилю φ
(2)
tr (k, x), що пройшла через другу границю, та вiдбиту

хвилю φ
(2)
ref (k, x) таким чином:

φ
(2)
tr (k, x) = T+

2 ·
{
φ
(2)
inc(k, x) e

ξx
}
x=a

· eikx при x > a,

φ
(2)
ref (k, x) = R+

2 ·
{
φ
(2)
inc(k, x) e

ξx
}
x=a

· eξx при 0 < x < a,
(К.7)

де введено новi коефiцiєнти T+
2 та R+

2 .

При визначеннi виразу для пакету, вiдбитого вiд другої границi бар’єра

в точцi x = a, вибираємо лише зростаючу частину α(0) exp(ξx) стацiонарної

ХФ. Виконуючи умову неперервностi для залежної вiд часу ХФ та її похiдної

в точцi x = a, одержуємо два новi рiвняння, з яких визначаємо невiдомi

коефiцiєнти A(0)
T i α(0).

На третьому етапi пакет, що тунелює в областi II, падає на першу гра-

ницю бар’єра i утворює пакет, який проходить крiзь цю границю i рухається

в областi I, i пакет, який вiдбивається вiд границi i тунелює назад в областi

II. При визначеннi цих пакетiв використовуємо (К.1) з урахуванням (К.3), де
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як стацiонарнi ХФ використовуємо наступнi вирази:

φ
(3)
inc(k, x) = φ

(2)
ref (k, x) при 0 < x < a,

φ
(3)
tr (k, x) = A

(1)
R e−ikx при x < 0,

φ
(3)
ref (k, x) = β(1) e−ξx при 0 < x < a.

(К.8)

Використовуючи умову неперервностi для залежної вiд часу ХФ та її похi-

дної в точцi x = 0, знаходимо новi невiдомi коефiцiєнти A
(1)
R i β(1). Перепи-

шемо хвилю φ
(3)
tr (k, x), що пройшла через першу границю, та вiдбиту хвилю

φ
(3)
ref (k, x) таким чином:

φ
(3)
tr (k, x) = T−

1 ·
{
φ
(3)
inc(k, x) e

−ξx
}
x=0

· e−ikx при x < 0,

φ
(3)
ref (k, x) = R−

1 ·
{
φ
(3)
inc(k, x) e

−ξx
}
x=0

· e−ξx при 0 < x < a,
(К.9)

де введено новi коефiцiєнти T−
1 та R−

1 .

На основi аналiзу наступних процесiв можливого проходження та вiд-

биття пакетiв вiдносно границь бар’єра можна зробити висновок про те, що

кожний з наступних етапiв можна звести до одного з двох розглянутих вище.

Для обчислення невiдомих коефiцiєнтiв α(n), β(n), A(n)
T i A(n)

R , якi викори-

стовуються у виразах для пакетiв, що виникають внаслiдок багаторазового

вiдбиття вiд границь бар’єра, можна скласти рекурентнi спiввiдношення

β(0) =
2k

k + iξ
, α(n) = β(n) iξ − k

iξ + k
e−2ξa, β(n+1) = α(n) iξ − k

iξ + k
,

A
(0)
R =

k − iξ

k + iξ
, A

(n)
T = β(n) 2iξ

iξ + k
e−ξa−ika, A

(n+1)
R = α(n) 2iξ

iξ + k
.

(К.10)

При розглядi руху пакету таким чином ми отримуємо нестацiонар-

нi ХФ у кожнiй областi, що виражаються через нескiнченнi суми пакетiв.

Остаточнi вирази для падаючого пакету на бар’єр, пакету, що пройшов крiзь

нього, та вiдбитого пакету вiд бар’єра визначаються за допомогою (К.1) з
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урахуванням (К.3), де для стацiонарних ХФ слiд використати такi вирази:

φinc(k, x) = eikx при x < 0,

φtr(k, x) =
+∞∑
n=0

A
(n)
T eikx при x > a,

φref(k, x) =
+∞∑
n=0

A
(n)
R e−ikx при x < 0.

(К.11)

Тепер розглянемо пакет, сформований у наслiдок послiдовних n вiд-

биттiв вiд границь бар’єра, що падає на одну з границь у точцi x = 0 чи в

точцi x = a. Вiн утворює пакет Ψ
(i)
tr (x, t), що пройшов крiзь цю границю, та

вiдбитий вiд неї iнший пакет Ψ
(i)
ref(x, t). Для незалежних вiд x стацiонарних

частин вiд цих пакетiв можна записати:

φ
(1)
tr

exp(−ξx)
= T+

1

φ
(1)
inc

exp(ikx)
,

φ
(1)
ref

exp(−ikx)
= R+

1

φ
(1)
inc

exp(ikx)
,

φ
(2)
tr

exp(ikx)
= T+

2

φ
(2)
inc

exp(−ξx)
,

φ
(2)
ref

exp(ξx)
= R+

2

φ
(2)
inc

exp(−ξx)
,

φ
(1)
tr

exp(−ikx)
= T−

1

φ
(1)
inc

exp(ξx)
,

φ
(1)
ref

exp(−ξx)
= R−

1

φ
(1)
inc

exp(ξx)
,

(К.12)

де знак “+” (або “-”) вiдповiдає пакету, що рухається у напрямку зростання x

(або спадання x) i падає на границю з номером j. При використаннi T±
j , R±

j

та виразу для пакета, що падає на першу границю бар’єра в областi I на пер-

шому етапi, можна точно визначити довiльний пакет, що утворився внаслiдок

n-кратних вiдбиттiв, якщо знати “шлях” його руху в областi бар’єра. При ви-

користаннi рекурентних спiввiдношень (К.10) можна знайти коефiцiєнти T±
j

i R±
j :

T+
1 = β(0), T+

2 =
A

(n)
T

β(n)
, T−

1 =
A

(n+1)
R

α(n)
,

R+
1 = A

(0)
R , R+

2 =
α(n)

β(n)
, R−

1 =
β(n+1)

α(n)
.

(К.13)

Враховуючи цi рекурентнi спiввiдношення, можна знайти нескiнченнi

суми амплiтуд α(n), β(n), A(n)
T i A(n)

R . Однак цi суми простiше знайти, викори-

стовуючи множники T±
j i R±

j . Аналiзуючи всi можливi “шляхи” руху пакетiв
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в областi бар’єра, одержимо

+∞∑
n=0

A
(n)
T = T+

2 T
−
1

(
1 +

+∞∑
n=1

(R+
2 R

−
1 )

n

)
=
i4kξe−ξa−ika

Fsub
,

+∞∑
n=0

A
(n)
R = R+

1 + T+
1 R

+
2 T

−
1

(
1 +

+∞∑
n=1

(R+
2 R

−
1 )

n

)
=
k20D−

Fsub
,

+∞∑
n=0

α(n) = α0

(
1 +

+∞∑
n=1

(R+
2 R

−
1 )

n

)
=

2k(iξ − k)e−2ξa

Fsub
,

+∞∑
n=0

β(n) = β0

(
1 +

+∞∑
i=1

(R+
2 R

−
1 )

n

)
=

2k(iξ + k)

Fsub
,

(К.14)

де

Fsub = (k2 − ξ2)D− + 2ikξD+,

D± = 1± e−2ξa,

k20 = k2 + ξ2 =
2mV1

h̄2
.

(К.15)

Математичне обґрунтування методу БВВ забезпечується виконанням

таких умов:

• Усi суми
∑
α(n),

∑
β(n),

∑
A

(n)
T i

∑
A

(n)
R , отриманi за допомогою методу

БВВ, спiвпадають з амплiтудами α, β, AT i AR з (К.2), обчисленими

вiдомими стацiонарними методами [43].

• Вираз пакета, що пройшов в область бар’єра на першому етапi, (та ви-

рази пакетiв на всiх етапах) однозначно визначається сумами
∑
α(n) i∑

β(n).

• При використаннi замiни

iξ → k2 =
1

h̄

√
2m(E − V1) (К.16)

виконується принцип аналiтичного продовження коефiцiєнтiв α(n), β(n),

A
(n)
T , A(n)

R , стацiонарних ХФ на кожному етапi i сум (К.14) i (К.15) для

тунелювання пiд бар’єром та вiдповiдних виразiв для проходження над

бар’єром (з урахуванням змiни знака аргументу в Θ-функцiї).
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Фiзичне обґрунтування методу БВВ забезпечується виконанням умови iсну-

вання ненульових потокiв вiд пакетiв в областi бар’єра на кожному етапi. Та-

ким чином, здiйснюється обґрунтування методу багаторазового внутрiшнього

вiдбиття при стацiонарному аналiзi тунелювання частинки пiд бар’єром та її

проходження над ним. Також виконується умова:∣∣∣∣+∞∑
n=0

An
T

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣+∞∑
n=0

An
R

∣∣∣∣2 = 1. (К.17)

К.2. Порiвняння з двохпотенцiальним методом

В двохпотенцiальному методi (two-potential approach, TPA), який був запро-

понований Гурвiцем i Калберманом у [140] (див. також [273, 272, 117]) ширина

напiврозпаду визначається так (див. (16) у [117]):

Γ =
4µ

h̄2k

∣∣∣∣∣
∞∫

rB

ψnlj(r)W (r)χl(r) dr

∣∣∣∣∣
2

, (К.18)

де k =
√
2µE0/h̄, µ — наведена маса, rB — радiальна координата висоти бар’є-

ра, ψnlj(r) — радiальна хвилева функцiя для першого радiального потенцiалу,

що включає внутрiшню яму до точки rB, χl(r) — регулярна радiальна хвилева

функцiя для другого радiального потенцiалу, що визначається на зовнiшнiй

областi, починаючи вiд точки rB (тобто не включає внутрiшню яму), та має

наступний асимптотичний вигляд (також χl(0) = 0):

χl(r) → sin(kr − πl/2 + δl) r → ∞. (К.19)

Обидвi хвилевi функцiї є дiйсними та визначаються вiдносно рiзних рiвнiв

енергiї. Таким чином, у пiдходi TPA ми не розглядаємо жодних потокiв, ми

не визначаємо проникнiсть бар’єру. Ми не аналiзуємо можливого вiдбиття

протона вiд бар’єра у внутрiшнiй областi у тому станi, де визначається про-

никнiсть протона через бар’єр. Ми нехтуємо iснуючою проблемою, як роздi-

лити повну хвилеву функцiю у внутрiшнiй областi на падаючу i вiдбиту хвилi,
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якi вносять суттєвий вплив на визначення проникностi (так, наприклад, для

простого прямокутного бар’єру з прямокутною ямою таке можливе неко-

ректне роздiлення точно вiдомої повної хвильової функцiї може призвести

до нескiнченно великого значення проникностi, що пояснюється ненульовою

iнтерференцiєю мiж падаючою та вiдбитою хвилями). Увесь успiх вдалого

визначення ширини Γ тепер залежить вiд тiєї точностi, наскiльки коректно

встановлена вiдповiднiсть мiж двома хвилевими функцiями ψnlj(r) та χl(r) у

пiдходi TPA, якi обчислюються та нормуються абсолютно незалежно. Вiдпо-

вiднiсть мiж цими хвилевими функцiями залежить вiд вдалого вибору гра-

ничної точки rB (або δl), яка подiляє увесь потенцiал на двi частини (та вiд

граничних умов у точцi r = 0 або при r → ∞). У протилежнiсть, взаємо-

зв’язок мiж падаючою хвилею, хвилею, що пройшла, та вiдбитою хвилею у

пiдходi БВВ визначається вiдносно потенцiалу в цiлому (тобто нам абсолю-

тно не потрiбно розбивати потенцiал на частини), що вiдповiдає повнiстю

квантовому та суцiльному розгляду проникнення протона через бар’єр (що

пов’язано з принципом нелокальностi у квантовiй механiцi). Зокрема, хвиля,

що пройшла, у пiдходi БВВ залежить вiд глибини внутрiшньої ями та її фор-

ми, тодi як вiд них абсолютно не залежить зовнiшня хвилева функцiя χl(r)

у пiдходi TPA (при визначеннi ширини таку залежнiсть вносить множник

F, починаючи вiд простих квазiкласичних наближень). Iншими словами, ми

маємо сильний взаємозв’язок мiж падаючою, вiдбитою хвилями та хвилею,

що пройшла, у пiдходi БВВ та як мiнiмум слабкий взаємозв’язок мiж вну-

трiшньою i зовнiшньою хвилевими функцiями у пiдходi TPA. Це грає iстотну

роль у розрахунках ширини та пояснює вiдмiннiсть мiж сильною залежнiстю

проникностi вiд точки старту у пiдходi БВВ i практично повною вiдсутнiстю

такої залежностi у пiдходi TPA.

Найпростiший приклад, який мiг би продемонструвати, чому така за-

лежнiсть дiйсно iснує i чому вона може виявитися не малою, можна знайти
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навiть у класичних задачах квантової механiки. Давайте розглянемо визна-

чення проникностi, що дається у [43] (див. (25.3), стор. 103):

D =
k2
k1

|A|2, (К.20)

де D — проникнiсть, k1 i k2 — хвилевi числа хвилi, що падає злiва на бар’єр та

визначається вiдносно лiвої асимптотичної частини потенцiалу, та хвилi, що

пройшла через нього та визначається у правiй асимптотичнiй частинi (див.

Рис. 5 у [43], стор. 103), A — амплiтуда хвильової функцiї для хвилi, що

пройшла через бар’єр. Ця формула показує, що зниження лiвого хвоста по-

тенцiалу збiльшує хвилеве число k1 (що визначається асимптотичними фор-

мулами (25,1) та (25,2)) i, таким чином, змiнює проникнiсть D. Наш висновок

про iснування iстотної залежностi проникностi вiд точки старту Rmin у пiдхо-

дi БВВ має подiбний змiст, але вiн отриманий вiдносно реалiстичного бар’єру

з внутрiшньою ямою та враховує також змiну внутрiшнiх амплiтуд. Це су-

перечить твердженню про суттєво малу залежнiсть проникностi вiд форми

внутрiшньої ями, що висувається у роботах з пiдходом TPA. Отже, цi пункти

є обмеженнями пiдходу TPA та доводять, що сам пiдхiд не описує проникнiсть

протона через бар’єр у повнiстю квантовому розглядi.

Тепер ми повернемося до однiєї з найбiльш ваговитих робiт по TPA

— статтi [273], де для порiвняння були використанi деякi точно розв’язу-

ванi приклади. У першому прикладi з прямокутним бар’єром i ямою (див.

розд. VI.A, стор. 1752–1753, (4.6)) ширина дiйсно не мiстить залежностi вiд

дна ями, оскiльки вона спочатку визначена нульовою. Вiдповiдь на питання,

що станеться з цiєю шириною, якщо дно ями змiстити, дає метод БВВ (а та-

кож формула (К.20)). Наступний приклад з кулонiвським хвостом вже явно

враховує ненульову яму! Тут ми вже бачимо явну залежнiсть ширини вiд дна

ями (див. (4.18), стор. 1754–1755 у цiй роботi), що пiдтверджує справедливiсть

логiки у нашому пiдходi.

В той же час, порiвняння результатiв, отриманих у пiдходi TPA, з ре-
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зультатами, отриманими за допомогою розробок, побудованих принципово на

повнiстю квантовiй основi, iнколи призводить до деякої плутанини, оскiльки

у лiтературi пiдхiд TPA практично завжди називається повнiстю квантовим.

Отже, наш пiдхiд до визначення ширини розпаду на основi проникностi є

фiзично обґрунтованим, точнiшим i, тому, має перспективу для подальшого

свого розвитку.

К.3. Прямий метод квантової механiки

У цьому додатку викладено процедуру знаходження амплiтуд хвильової фун-

кцiї, якщо на загальний розв’язок хвильової функцiї накласти умови її непе-

рервностi та неперервностi її похiдної на кожнiй межi. Ключовi формули для

двох бар’єрiв було отримано у дисертацiйнiй роботi [54]; такий пiдхiд було за-

стосовано для вивчення α-розпаду, протонного розпаду [72, 73], захоплення

α-частинок ядрами [74, 75, 76], та при перевiрках розрахункiв проникностей

бар’єрiв у задачах квантової космологiї [78, 79]. Оскiльки нумерацiя меж та

потоки рiзнi для задач розпаду та α-захоплення, приведемо остаточнi фор-

мули для цих задач окремо.

(1) Розпад ядра.

На початку ми знаходимо функцiї f2 та g2 (вiдповiдно до першої межi):

f2 =
k2 + k

k2 − k
e2ik2x1, g2 =

2k

k − k2
ei(k+k2)x1. (К.21)

Потiм, використовуючи наступнi рекурентнi спiввiдношення:

fj+1 =
(kj+1 − kj) e

2ikjxj + fj (kj+1 + kj)

(kj+1 + kj) e2ikjxj + fj (kj+1 − kj)
· e2ikj+1xj , (К.22)

ми розраховуємо наступнi функцiї f3, f4, f5 . . . fN та за допомогою такої

формули:

gj+1 = gj ·
2kj e

i(kj+1+kj)xj

(kj+1 + kj) e2ikjxj + fj (kj+1 − kj)
(К.23)
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знаходимо функцiї g3, g4, g5 . . . gN . З fN та gN ми отримаємо амплiтуди αN ,

βN та амплiтуду проходження AT :

βN = 0, AT = αN = −gN
fN
. (К.24)

Потiм, використовуючи рекурентнi спiввiдношення:

αj−1 =
αj e

ikjxj−1 + βj e
−ikjxj−1 − gj−1 e

−ikj−1xj−1

eikj−1xj−1 + fj−1 e−ikj−1xj−1
(К.25)

та таку формулу:

βj = αj · fj + gj, (К.26)

ми послiдовно розраховуємо амплiтуди αN−1, βN−1, αN−2, βN−2 . . .α2, β2. У

завершеннi, ми знаходимо амплiтуду вiдбиття AR:

AR = α2 e
i(k+k2)x1 + β2 e

i(k−k2)x1 − e2ikx1. (К.27)

У якостi тесту можна використати умову:

kN
k1

|AT |2 + |AR|2 = 1. (К.28)

(2) Захоплення α-частинки ядром.

Спочатку знаходяться функцiї fN−1 i gN−1 (починаючи з останньої ме-

жi в rN−1):

fN−1 =
kN−1 + kN
kN−1 − kN

e2ikN−1rN−1, gN−1 =
2kN

kN − kN−1
ei(kN+kN−1)rN−1. (К.29)

Використовуючи рекурентнi спiввiдношення:

fj−1 =
(kj−1 − kj) e

2ikjrj−1 + fj (kj−1 + kj)

(kj−1 + kj) e2ikjrj−1 + fj (kj−1 − kj)
· e2ikj−1rj−1, (К.30)

розраховуються послiдовно множники fN−2, fN−3, fN−4 . . . f1, та за допомо-

гою формули:

gj−1 = gj ·
2kj e

i(kj−1+kj)rj−1

(kj−1 + kj) e2ikjrj−1 + fj (kj−1 − kj)
(К.31)
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знаходяться множники gN−2, gN−3, gN−4 . . . g1. З f1 та g1 знаходяться амплi-

туди α1 i β1 та амплiтуда проходження AT :

α1 = 0, AT = β1 = −g1
f1
. (К.32)

Використовуючи рекурентнi спiввiдношення:

βj+1 =
βj e

ikjrj + αj e
−ikjrj − gj+1 e

−ikj+1rj

eikj+1rj + fj+1 e−ikj+1rj
(К.33)

та такi формули:

αj = βj · fj + gj, (К.34)

послiдовно розраховуються амплiтуди α2, β2, α3, β3 . . .αN−1, βN−1. У завер-

шеннi, знаходиться амплiтуда вiдбиття AR:

AR = βN−1 e
i(kN+kN1)rN−1 + αN−1 e

i(kN−kN−1)rN−1 − e2ikNrN−1. (К.35)

Для тесту можна використати умову:

k1
kN

|AT |2 + |AR|2 = 1. (К.36)

У задачах протонного розпаду та захоплення α-частинки ядром у Роз-

дiлах 9, 10, 11 цей метод було використано для перевiрки амплiтуд, що було

отримано ранiше за допомогою метода БВВ. При порiвняннi було отримано

збiг до перших 15 цифр для усiх амплiтуд. Тому (1) результат про iснува-

ння сильної залежностi проникностi вiд положення точки старту Rmin у

задачi розпаду не залежить вiд вибору повнiстю квантового методу, (2)

результат для залежностi коефiцiєнта проникностi вiд положення точки

rcapture та отриманих перерiзiв у задачi α-захоплення не залежить вiд ви-

бору повнiстю квантового методу.

К.4. Розрахунки ймовiрностей злиття

У Табл. К.1 ми представляємо знайденi ймовiрностi злиття (та вiдповiднi

функцiї помилок) для реакцiї захоплення α +44 Ca у залежностi вiд рiзних
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максимальних значень орбiтального моменту Lmax. Тут коефiцiєнт прони-

кностi бар’єру розраховується за методом БВВ, а параметризацiї α-ядерного

потенцiалу обрана з роботи [112]. З таких результатiв можна бачити, що при

меньшому обраному значеннi момента Lmax усi ймовiрностi дорiвнюють оди-

ницi. Однак, при збiльшеннi значення Lmax, починаючи з Lmax = 9, ймовiр-

ностi злиття для перших кутових моментiв близькi до нуля. Така тенденцiя

близькостi до нуля для перших ймовiрностей злиття iснує при подальшому

збiльшеннi значення Lmax до максимально можливого. Така тенденцiя також

зберiгається для iншої реакцiї α +40 Ca пiсля знаходження власної параме-

тризацiї для α-ядерного потенцiалу (див. Табл.10.1 i 10.2). Така картина ясно

демонструє непрацездатнiсть iдеї рiзкого обрiзання кутових моментiв, запро-

понованої Гласом та Моселом у роботах 317, 316. Бiльш точний опис поведiн-

ки ймовiрностей злиття при меньших та бiльших кутових моментах дозволяє

описати рiзницю мiж експериментальними даними [313] для реакцiй α+40Ca i

α+44Ca. Це вказує на скасування пiдходу рiзкого обрiзання кутових моментiв

у задачах захоплення та синтезу, якщо ми хочемо бiльш глибоко зрозумiти

процеси злиття.

К.5. Знаходження параметрiв потенцiалу за допомогою

метода мiнiмiзацiї

З метою оцiнити похибки, що виникають у розразунках рiзними методами

для реакцiй захоплення α +40 Ca i α +44 Ca, такi розрахунки потрiбно по-

рiвнювати при однаковiй параметризацiї. Тому ми обрали параметризацiю

з роботи [112], тодi як дослiдження у роздiлi 10 безпосередньо орiєнтовано

на вивчення α-захоплення та у тiй роботi як раз i неведено параметри саме

для таких реакцiй. В аналiз ми включило наш метод БВВ, пiдхiд у ВКБ-

наближеннi, пiдхiд, запропонований Хiллом i Уїлером [318], та формулу Вон-
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Lmax

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

p0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.01 0.01 0 0 0.01 0.01 0.005 0.156

p1 1.0 1.0 1.0 1.0 0.16 0 0 0 0.01 0 0.001 0.090

p2 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0 0 0 0.02 0 0.001 0.175

p3 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0 0 0 0.02 0.02 0.222 0.204

p4 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.58 0 0 0.26 0.19 0.415 0.190

p5 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.73 0.45 0.86 0.81 0.492 0.458

p6 - 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.22 0.36 0.332 0.455

p7 - - 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

p8 - - - 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

p9 - - - - 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

p10 - - - - - 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

p11 - - - - - - 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

p12 - - - - - - - 1.0 0.75 1.0 1.0 1.0

p13 - - - - - - - - 1.0 0.06 0.32 0.277

p14 - - - - - - - - - 0.86 0 0.

p15 - - - - - - - - - - 1.0 1.0

p16 - - - - - - - - - - - 1.0

ε1 0.540 0.471 0.411 0.347 0.283 0.209 0.129 0.0569 0.0364 0.0314 0.0301 0.0293

ε2 1.962 1.254 0.825 0.545 0.363 0.298 0.172 0.0735 0.0472 0.0420 0.0405 0.0397

ε3 0.171 0.125 0.095 0.071 0.054 0.041 0.024 0.0107 0.0070 0.0062 0.0060 0.0059

Emin -16.6 -14.1 -11.3 -8.26 -4.90 -1.29 2.56 6.50 10.9 15.5 20.24 25.15

Emax 8.45 9.41 10.5 11.8 13.4 15.5 17.1 19.3 21.7 24.3 27.32 30.52

Табл. К.1. Ймовiрностi злиття, розрахованi для реакцiї α+44Ca при параме-

трiзацiї [112] за допомогою метода мiнiмiзацiї, де метод БВВ було використано

для отримання коефiцiєнтiв проникностi. p0 . . . p16 — ймовiрностi злиття, ε1,

ε2 and ε3 — функцiї помилок, визначенi за формулами (10.13), Emin — мiнi-

мум потенцiальної ями перед бар’єром (МеВ), Emax — висота потенцiального

бар’єра (МеВ) i Lmax — максимальне значення кутового моменту, що викори-

стовується при сумуваннi у (10.1).
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Метод α+40 Ca α +44 Ca

ε1 ε2 ε3 ε1 ε2 ε3

метод БВВ 0.5154 0.3873 0.0687 0.3881 0.3238 0.0561

наближення ВКБ 0.9233 0.5251 0.1030 0.8401 0.4936 0.0957

пiдхiд Хiлла-Уiлера 1.3923 0.6236 0.1306 0.3927 0.3265 0.0569

формула Вонга 0.6834 0.4527 0.0829 0.5507 0.4007 0.0713

Табл. К.2. Похибки, отриманi рiзними пiдходами у розрахунках перерiзiв ре-

акцiй захоплення α+40 Ca i α+44 Ca при параметризацiї потенцiалу [112], де

ми не включили ймовiрностi злиття у розрахунки. ε1, ε2 та ε3 — функцiї по-

милок, визначенi за формулами (10.13). З представлених результатiв можна

бачити, що для однакової параметризацiї [112] метод БВВ зменшує помилки

у два рази у порiвняннi з розрахунками у ВКБ-наближеннi, тодi як пiдхiд

Хiлла-Уолкера та формула Вонга дають помилки, близкi до пiдходу БВВ.

га [319] для визначення проникностi оберненого параболiчного бар’єру, яким

апроксимується оригiнальний потенцiальний бар’єр (ми будемо називати цi

пiдходи як пiдхiд Хiлла-Уiлера i пiдхiд Вонга). З результатiв, якi наведено у

Табл. К.2, можна побачити, що метод БВВ має вдвiчi менше помилок у по-

рiвняннi з розрахунками у ВКБ-наближеннi, тодi як пiдходи Хiлла-Уiлера i

Вонга дають оцiнку помилок, що подiбнi до помилок пiдходу БВВ. З першого

розгляду, виглядає дивно та не зрозумiло, чому рiзниця мiж результатами,

отриманими за допомогою методу БВВ та пiдходами Хiлла-Уiлера i Вонга,

виявилася такою малою. Пiдхiд БВВ включає в себе суттєво бiльше форма-

лiзму (та використовує значно бiльше компютерних ресурсiв) для розрахун-

кiв для знаходження проникностей потенцiальних бар’єрiв, нiж формалiзми

Хiлла-Уiлера i Вонга. Однак, з такої точки зору стає зрозумiлим, що помилки

характеризують тiльки рiзницю мiж розрахунками та експериментальни-

ми даними, та вони не показують рiвень корректної апроксимацiї бар’єру.

Вiдповiдно до такої логiки, ми могли би використати суттєво iнший потенцi-
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ал, знайти його проникнiсть за допомогою формули з грубим наближенням

та, якщо таке нове значення проникностi виявиться ближчим до експери-

ментальних даних, зробити висновок про бiльш вдалий успiх використаного

пiдходу. Але, такий висновок є абсолютно неправильним. Тому, помилки по-

виннi також враховувати рiвень апроксимацiї бар’єру, що використовується у

вибраному способi розрахункiв. Тому-що пiдхiд ВКБ є наближеним методом,

ми не будемо його включати у подальший аналiз.

Давайте з’ясуємо, якi параметри α-ядерного потенцiалу дають дослi-

джуванi методи. Результати, отриманi за допомогою методу оптимiзацiї (ми

вибираємо метод градiєнтного спуску) для реакцiї α + 44Ca, представлено

у Табл. К.3, де ми не включаємо ймовiрностi злиття у розрахунки. Можна

бачити, що оцiнки радiуса rm дуже близькi для будь-якого використаного пiд-

ходу при параметризацiї [112]. Сили потенцiалу V0, отриманi за допомогою

пiдходу БВВ i формули Вонга, близькi до значення при параметризацiї [112],

на вiдмiну вiд сили потенцiалу пiдходу Хiлла-Уiлера. Всi три пiдходи дають

суттєво рiзнi оцiнки для параметра дифузностi d, у порiвняннi з результата-

ми роботи [112]. Тепер стає ясно, що формалiзми з рiзними наближеннями

опису форми бар’єру дають рiзнi оцiнки параметрiв потенцiалу при близкiх

помилках. Цей результат пiдкреслює важливiсть уключення рiвня апрокси-

мацiї опису форми бар’єру у визначення похибки методу.

К.6. Порiвняння методу БВВ з пiдходом Хiлла-Уiлера,

формулою Вонга та наближенням ВКБ

Порiвняння розрахункiв, виконаних на основi методу БВВ та пiдходу Хiлла-

Уiлера, показує, що проникностi при рiзних орбитальних моментах, знайденi

за допомогою пiдходу Хiлла-Уiлера, виявляються значно завищеними при

малих енергiях (див. Рис. К.2), але цей результат не дає помiтного впливу
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Параметри потенцiалу похибки

V0, МеВ rm, фм d, фм Emin Emax ε1 ε2 ε3

MIRM 34.091 6.6855 0.1789 -24.04 7.48 0.0738 0.0855 0.0129

HWA 16.463 6.6866 0.1568 -6.67 7.71 0.0761 0.0987 0.0151

WoF 33.155 6.6864 0.1455 -23.30 7.66 0.0730 0.0879 0.0129

Табл. К.3. Параметри потенцiалу, отриманi за допомогою мiнiмiзацiї функцiї

помилок ε1 для реакцiї захоплення α+44 Ca, де ми не включили ймовiрностi

злиття у розрахунки. ε1, ε2 та ε3 — функцiї помилок, визначенi за формула-

ми (10.13), Emin — мiнiмум внутрiшньої потенцiальної ями до бар’єру (МеВ) i

Emax — висота потенцiального бар’єру (МеВ). MIRM, HWA та WoF — позна-

чення для методу БВВ, пiдхiду Хiлла-Уiлера i формули Вонга, вiдповiдно.

Можна бачити, що пiсля процедури мiнiмiзацiї помилки стають меньшими,

нiж четверть помилок, отриманих у попереднiх розрахунках та наведених

у Табл. К.2. Однак, при подiбнiй точностi опису експериментальних даних,

рiзнi методи дають суттєвi вiдмiнностi мiж параметрами V0 та d. Звiдси ви-

пливає, що рiвень згоди з експериментальними даними на основi даних по-

милок не є достатнiм для отримання достовiрної iнформацiї про параметри

потенцiалу взаємодiї.



525

на значення повного перерiзу. Однак, такий результат не вiдповiдає повнi-
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Рис.К.2 Проникностi бар’єра для реакцiї α+44 Ca при l = 0, розрахованi за допомогою метода

БВВ (сплошна синя лiнiя) та пiдходу Хiлла-Уiлера (пунктирна червона лiнiя) (параметри розра-

хункiв: 1000 iнтервалiв при rmax = 70 фм). У лiнiйному масштабi ми отримаємо достатньо близьке

спiвпадiння мiж значеннями для проникностi, отриманими за допомогою обох пiдходiв [див. рису-

нок (а)]. Однак, бiльш акуратний аналiз, виконаний у логарiфмiчному масштабi, показує суттєво

завищенi значення для проникностi при малих енергiях, отриманi у пiдходi Хiлла-Уiлера [див.

рисунок (б)]. Тепер стає зрозумiлим, що застосування пiдходу Хiлла-Уiлера для визначення про-

никностi у задачах розпiдiв ядер є обмеженим та веде до появи бiльших похибок при визначеннi

перiодiв напiв-розпаду ядер. Пiдхiд Хiлла-Уiлера виглядає працездатним у задачах злиття тому,

що при визначеннi повного перерiзу захоплення нам необхiдно просумувати до 18 парцiальних

перерiзiв (визначених на основi вiдповiдних проникностей) зi своїми змiщеними максимумами,

саме в яких вiн i працює.

стю квантовому опису процесу, де ми маємо суттєвий вплив форми бар’єру

на значення проникностi. Щоб з’ясувати роль форми бар’єру у виглядi пере-

вернутої параболи (що використовується у пiдходi Хiлла-Уiлера), ми провели

розрахунки проникностi такого бар’єру за допомогою методу БВВ. Результат

таких розрахункiв представлено на Рис. К.3. З цього рисунку можна бачи-

ти, що проникнiсть у пiдходi БВВ (див. штрих-пунктирну зелену лiнiю на

цьому рисунку) суттєво вiдрiзняється вiд її значення у пiдходi Хiлла-Уiлера

(див. штрихову червону лiнiю на цьому рисунку). Тiльки проникнiсть у то-

чцi перетину мiж усiми кривими на цьому рисунку грає роль у розрахунках

перерiзу, що пояснює непогану згоду мiж перерiзом, розрахованим у пiдходi
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Рис.К.3 Проникнiсть бар’єру у виглядi перевернутої параболи, який використовується у пiдходi

Хiлла-Уiлера [318], для реакцiї α +44 Ca при l = 0, розрахована за допомогою методу БВВ (па-

раметри розрахункiв: 1000 iнтервалiв при rmax = 70 фм). Такi розрахунки представлено штрих-

пунктирною зеленою лiнiєю на рисунку. Для порiвняння, ми додаємо на рисунок розрахунки

проникностi для оригiнального бар’єру методом БВВ (див. суцiльну синю лiнiю) та у пiдходi

Хiлла-Уiлера (див. штрихову червону лiнiю), що також показанi на попередньому Рис. К.2. Цей

результат ясно показує, що метод БВВ дає суттєво iншу залежнiсть проникностi вiд енергiї, нiж

пiдхiд Хiлла-Уiлера (окрiм точки перетину мiж усiма лiнiями на рисунку). Причина такої вiд-

мiнностi мiж розрахунками, виконаними за допомогою обох пiдходiв, стане бiльш ясною, якщо

ми порiвняємо форми бар’єру у виглядi перевернутої параболи та оригiнального бар’єру. Таке

порiвняння показує, що немає спiвпадiння мiж цими розрахунками, за винятком достатньо ма-

лої областi близ максiмуму бар’єра (саме у цiй областi виникають близькi оцiнки парцiальних

перерiзiв, якi важливi при сумуваннi для визначення повного перерiзу).
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Число rmax = 50 фм rmax = 200 фм

iнтервалiв 1 МеВ 15 МеВ 30 МеВ 1 МеВ 15 МеВ 30 МеВ

10000 0.48634 0.53097 0.57703 0.49473 0.51760 0.54100

20000 0.48086 0.52368 0.56866 0.44806 0.49275 0.54366

30000 0.48226 0.52432 0.56828 0.47961 0.51829 0.55901

40000 0.48018 0.52204 0.56617 0.48752 0.53010 0.57372

50000 0.48019 0.52197 0.56601 0.47070 0.51346 0.55993

V (rmax) -3747000 -95000000

Табл. К.4. Проникнiсть бар’єру у виглядi перевернутої параболи для реакцiї

α+44Ca при l = 0, розрахована за допомогою метода БВВ для рiзних значень

числа iнтервалiв та зовнiшньої межи rmax. Параметри бар’єру у виглядi пе-

ревернутої параболи визначаються, вiдповiдно до пiдходу Хiлла-Уiлера [318],

яким апроксимується оригiнальний бар’єр при параметризацiї [112]. У таких

розрахунках ми не включили ймовiрностi злиття. V (rmax) — значення потен-

цiалу у виглядi перевернутої параболи у точцi rmax (МеВ).

Хiлла-Уiлера, та експериментальними даними. Однак, з аналiзу розрахун-

кiв наведених вище, стє зрозумiлим, що гарної згоди мiж розрахунками у

пiдходi Хiлла-Уiлера та експериментальними даними ще не достатньо для

пiдтвердження ефективностi такого пiдходу. У Табл. К.4 ми показуємо збi-

жнiсть розрахункiв проникностi у пiдходi БВВ для такого бар’єру у виглядi

перевернутої параболи. Бiльш того, пiдхiд ВКБ включає форму бар’єру на

областi тунелювання при визначеннi проникностi. Тому, вiн бiльш iстотньо

враховує форму бар’єру у розрахунках перерiзiв злиття.

К.7. Порiвняння методу БВВ з методом Нумерова

Коефiцiенти проникностi та вiдбиття можна визначити на основi хвильо-

вих функцiй, отриманих шляхом прямого iнтегрування радiального рiвняння

Шродингера з високою точнiстю, за допомогою метода Нумерова. У цьому
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роздiлi ми проаналiзуємо ефективнiсть такого методу при визначеннi коефi-

цiєнтiв у порiвняннi з методом БВВ. Виберемо для аналiзу реакцiю α+44 Ca

при l = 0.

Ми будемо використовувати таке ж роздiлення повної радiальної обла-

стi на N областей, як у (10.5), та ми припускаємо, що захоплення α-частинки

ядром вiдбувається у першiй просторовiй областi пiсля її тунелювання через

бар’єр. Ми визначаємо нормовану радiальну хвильову функцiю як

χ(r) =

 exp(−ik1r), при rmin < r ≤ r1 (область 1),

A2 c2(r) +B2 d2(r), при r1 ≤ r ≤ rmax,
(К.37)

де A2 i B2 — невiдомi комплекснi амплiтуди, c2(r) i d2(r) — лiнiйно неза-

лежнi частковi розв’язки радiального рiвняння Шродингера з потенцiалом,

визначеним за формулами (10.10)–(10.12). Цi амплiтуди знаходяться з умови

неперервностi повної хвильової функцiї та її похiдної у точцi r1. У результатi,

ми отримаємо:

Re(A2) = N0

[
cos(k1r1) d

′
2(r1) + k1 sin(k1r1) d2(r1)

]
,

Im(A2) = N0

[
k1 cos(k1r1) d2(r1)− sin(k1r1) d

′
2(r1)

]
,

Re(B2) = −N0

[
cos(k1r1) c

′
2(r1) + k1 sin(k1r1) c2(r1)

]
,

Im(B2) = −N0

[
k1 cos(k1r1) c2(r1)− sin(k1r1) c

′
2(r1)

]
,

(К.38)

де

N0 =
1

c2(r1) d′2(r1)− c′2(r1) d2(r1)
. (К.39)

Ми визначаємо частковi розв’язки для хвильових функцiй c2(r) i d2(r) таким

чином, щоб в асимптотичнiй областi, починаючи з деякої обраної межi ras,

вони повнiстю дорiвнювали кулонiвським функцiям, саме як c2(r) = Gl=0(r),

d2(r) = Fl=0(r). Щоб знайти невiдомi хвильовi функцiї та їх похiднi в областi

r1 ≤ r ≤ ras (де немала ядерна компонента потенцiалу), ми обчислимо їх

чисельно, використовуючи метод Нумерова. Можна записати повну хвильо-

ву функцiю в асимптотичнiй областi через комбiнацiю падаючої та вiдбитої
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хвиль вiдносно бар’єру як

χ(r) = Ainc

[
G0(r)− i F0(r)

]
+ Aref

[
G0(r) + i F0(r)

]
, (К.40)

де ми ввели амплiтуди Ainc i Aref для падаючої та вiдбитої хвиль. Такi амплi-

туди можна переписати як

Ainc =
A2 + i B2

2
, Aref =

A2 − i B2

2
, (К.41)

де амплiтуда проходження дорiвнює одиницi, Atr = 1. Беручи до уваги вла-

стивiсть G0 F
′
0−G′

0 F0 = 1 для кулонiвських функцiй, ми отримаємо наступнi

розв’язки для коефiцiєнтiв проникностi та вiдбиття:

T =
4k1
k

1

f1 + f2
, R =

f1 − f2
f1 + f2

, (К.42)

де
f1 = [Re(A2)]

2 + [Im(A2)]
2 + [Re(B2)]

2 + [Im(B2)]
2,

f2 = 2
[
Im(A2) Re(B2)− Re(A2) Im(B2)

]
.

(К.43)

Щоб порiвняти ефективнiсть методу Нумерова та методу БВВ у визна-

ченнi коефiцiєнтiв проникнення та вiдбиття, ми розраховуємо цi коефiцiєнти

у залежностi вiд зовнiшньої межи rmax та числа iнтервалiв N обома мето-

дами. Результати розрахунку цих коефiцiєнтiв представлено у Таблицях К.5

i К.6. На основi цих результатiв, ми робимо наступнi висновки:

1. Щоб оцiнити точнiсть визначення коефiцiєнтiв проникностi i вiдбиття,

ми використовуємо стандартний тест квантової механiки, знаходячи па-

раметер ε1 = ||T +R|−1| кожним методом. Пiдхiд Нумерова визначає цi

коефiцiєнти з точнiстю ε1 = 10−5, тодi як точнiсть методу БВВ обмежена

лише потужнiстю компьютера (у Таблицях, приведених вище, ми при-

вели розрахунки по методу БВВ при ε1 ≤ 10−16 для будь-яких обраних

значень rmax та N).

2. Аналiзуючи точнiсть та стабiльнiсть у визначеннi коефiцiєнтiв прони-

кностi та вiдбиття при варiацiї параметрiв rmax i N , ми приходимо до



530

rmax, фм метод Нумерова метод БВВ

T R ε1 T R

50 0.890661 0.109292 4.5× 10−5 0.99997095707 2.90429× 10−5

75 0.890581 0.109371 4.6× 10−5 0.99997116245 2.88375× 10−5

100 0.890661 0.109292 4.5× 10−5 0.99997139532 2.86046× 10−5

150 0.890822 0.109133 4.4× 10−5 0.99997145272 2.85472× 10−5

200 0.891300 0.108659 3.9× 10−5 0.99997147408 2.85259× 10−5

250 0.890982 0.108974 4.2× 10−5 0.99997142915 2.85708× 10−5

Табл. К.5. Коефiцiєнти проникностi T та вiдбиття R бар’єра при параметри-

зацiї [112] для реакцiї α+44Ca при l = 0 та енергiї E = 25 МеВ, розрахованi за

допомогою метода Нумерова та метода БВВ, для рiзних значень зовнiшньої

межи rmax. Тут, ε1 = ||T + R| − 1| — похибка, що оцiнюється у якостi теста

знайдених коефiцiєнтiв; для розрахункiв методом БВВ ми маємо ε1 < 10−16,

Тут, ми не включаємо ймовiрностi злиття, чилос iнтервалiв — однакове та

дорiвнює 10000.

Число метод Нумерова метод БВВ

iнтервалiв T R ε1 T R

100 0.934547 0.065452 8.9× 10−8 0.95572409894 0.044275901

1000 0.894080 0.105897 2.1× 10−5 0.99997192337 2.80766× 10−5

10000 0.890822 0.109133 4.4× 10−5 0.99997145272 2.85472× 10−5

25000 0.890726 0.109228 4.5× 10−5 0.99997144515 2.85548× 10−5

50000 0.890533 0.109419 4.7× 10−5 0.99997144338 2.85566× 10−5

Табл. К.6. Коефiцiєнти проникностi T та вiдбиття R для бар’єра при параме-

тризацiї [112] для реакцiї α+44 Ca при l = 0 та енергiї E = 25 МеВ, знайденi

за допомогою метода Нумерова та метода БВВ для рiзних значень кiлькостi

iнтервалiв. Тут, ε1 = ||T + R| − 1| — похибка, що використовується у якостi

теста отриманих значень для коефiцiєнтiв, та ми маємо ε1 < 10−16 у розра-

хунках методом БВВ. Зовнiшня межа — rmax = 150 фм, та ми не включили

ймовiрностi злиття у цi розрахунки.
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висновку, що метод БВВ є суттєво бiльш точним, нiж метод Нумерова.

Точнiсть визначення цих коефiцiєнтiв методом Нумерова обмежена: ми

отримаємо лише 3 стабiльнi цифри для цих коефiцiєнтiв при варiацiї па-

раметрiв rmax та N . В той-же час, точнiсть визначення цих коефiцiєнтiв

методом БВВ безмежно збiльшується при зростаннi числа iнтервалiв N :

ми досягаємо стабiльностi у визначеннi перших 8 цифер для цих коефi-

цiєнтiв при N → 50000 (див. Таблицi К.5 i К.6).

К.8. Роль ядерних деформацiй у задачах α-захоплення

У цьому роздiлi ми проаналiзуємо, наскiльки змiняться отриманi результати,

якщо врахувати деформацiю ядра-мiшенi. Ми обмежимося лише випадком

аксiальних деформацiй ядер. Для опису α-ядерної взаємодiї, ми скористає-

мося потенцiалом з параметризацiєю, запропонованою у роботi [112], яка була

отримана для опису реакцiй α-захоплення деформованими ядрами. Перерiзи

α-захоплення аксiально-деформованими ядрами можна визначити як

σcapture(E) =
π h̄2

2mẼ

π/2∫
0

+∞∑
l=0

(2l + 1)Tl(θ)Pl sin θ dθ, (К.44)

де θ — кут мiж вiссю аксиальної симетрiї деформованого ядра та лiнiєю, що

пов’язує центри масс α-частинки та ядра, Tl(θ) — проникнiсть бар’єра, що

залежить вiд кута θ, та Pl — ймовiрнiсть злиття α-частинки з ядром.

Для виконання аналiзу, ми виберемо реакцiю захоплення α+44Ca. Екс-

периментальнi данi параметру β статичних квадрупольних деформацiй ми бе-

ремо з бази даних RIPL-2 324 (для 44Ca ми маємо β = 0.175423). По-перше,

ми проаналiзуємо, наскiльки проникнiсть бар’єра змiниться пiсля уключення

деформацiї ядра. На Рис. К.4 (а) ми представляємо результати розрахунку

проникностi у залежностi вiд кута деформацiї θ при l = 0. З рисунку можна

бачити, що найбiльший вплив ядерної деформацiї iснує при кутах 0◦ та 90◦,
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Рис.К.4 Вiдношення коефiцiєнта проникностi бар’єра для деформованого ядра Tdef до коефiцi-

ента проникностi бар’єра для сферичного ядра Tspher, як функцiя кута деформацiї θ при енергiї

α-частинки 25 МеВ (а) та як функцiя енергiї α-частинки при кутi деформацiї θ = 90◦ (б) для

реакцiї α+44Ca при l = 0, розрахованi за допомогою метода БВВ (параметри розрахункiв: 10000

iнтервалiв при rmax = 150 фм). Тут Tdef — проникнiсть бар’єра для деформованого ядра, Tspher
— проникнiсть бар’єра для сферичного ядра.

тодi як при θ = 55◦ такий вплив зникає повнiстю. Вибравши кут θ = 90◦,

ми проаналiзуємо вплив ядерної деформацiї на значення проникностi у за-

лежностi вiд енергiї α-частинки. Результати таких розрахункiв представлено

на наступному Рис. К.4 (б). З цього рисунку можна бачити, що врахуван-

ня деформацiї ядра найбiльш важливе для малих енергiй α-частинки (при

Eα = 5.1 МеВ ми отримаємо спiввiдношення (Tdef − Tspher)/Tspher = 0.27739).

У Таблицi К.7 ми представляємо результати визначення ймовiрностей

злиття за допомогою метода БВВ для реакцiї α +44 Ca пiсля уключення де-

формацiй ядра у розрахунки. Тут можна бачити, що метод БВВ дозволяє

отримати такi коефiцiєнти для деформованих ядер з точнiстю, подiбною до

точностi для сферичних ядер. Вiдповiднi перерiзи для α-захоплення дефор-

мованим ядром 44Ca з уключеними ймовiрностями злиття представлено на

Рис. К.5. Можна бачити, що лiнiя 3, що отримана для деформованного ядра,

описує експериментальнi даннi з достатньо гарною точнiстю, подiбною до лi-

нiї 2, що отримана для сферичного ядра. Ми спостеригаємо наявнiсть малих
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Рис.К.5 Перерiзи захоплення α-частинки ядром 44Ca, розрахованi за допомогою метода БВВ

(параметри розрахункiв: 10000 iнтервалiв при rmax = 70 фм, параметризацiю обрано з робо-

ти [112]). Тут, набiр точок, що позначено номером 1, — це експериментальнi данi з роботи [313],

суцiльна синя лiнiя 2 — перерiз при lmax = 17 для сферичного ядра, штрихова пурпурна лiнiя 3

— перерiз при lmax = 17 для деформованого ядра та штрих-пунктирна зелена лiнiя 4 — перерiз

при lmax = 15 для сферичного ядра [перерiзи визначаються по формулi (К.44), де lmax — верхня

межа сумування]. Лiнiї 2 i 3 отриманi при включеннi ймовiрностей злиття у розрахунки, лiнiя 4

— без врахування ймовiрностей злиття.
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ядро p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9

сферичне 0.04 0.03 0.01 0.01 0.43 0.31 0.62 0.31 0.71 1.00

деформоване 0.14 0.48 0.62 0.32 0.56 0.14 0.22 0.18 0.16 1.00

ядро p10 p11 p12 p13 p14 p15 p16 p17 p18

сферичне 1.00 1.00 1.00 0.67 0.09 0.01 0.91 1.00 0.01

деформоване 1.00 0.72 0.38 0.02 0.23 0.51 1.00 1.00 0.01

Табл. К.7. Ймовiрностi злиття при захопленнi α-частинки сферичним та де-

формованим ядрами 44Ca, визначенi за допомогою метода БВВ (параметри

розрахункiв: 10000 iнтервалiв при rmax = 70 фм; ε1 = 0.0191, ε2 = 0.0263 та

ε3 = 0.0040 — похибки при отриманнi результатiв для деформованого ядра).

осциляцiй спектру пiсля уключення деформацiї ядра у розрахунки.
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ДОДАТОК Л

Розрахунки параметрiв пакету у задачах
квантової космологiї з тунелюванням

Л.1. Тунелювання пакету крiзь прямокутний бар’єр

Розглянемо загальну проблему квантового тунелювання пакету через бар’є-

ри, що використовуються у квантовiй космологiї. Ми будемо вивчати такий

процес на основi пiдходу багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв (див. основнi

iдеї, опис формалiзму, аналiз властивостей методу при тунелюваннi у робо-

тах [263, 264, 265, 54, 71, 96, 73], першi роботи [266, 267, 268], також деякi

розробки та застосування у iнших задачах у роботах [271]). Але, поперш, ми

розглянемо головну iдею багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв при описi паке-

та, що тунелює у позитивному напрямку вздовж пiвосi по змiннiй масштабно-

го фактору a. Осциляцiї цього пакета у внутрiшнiй ямi потрiбно включити

у аналiз. Так, ми виберемо найпростiший потенцiал [78]: V (a) = −V0 при

0 < a < R1 (внутрiшня область I), V (a) = V1 при R1 < a < R2 (область бар’-

єра II) та V (a) = 0 при a > R2 (зовнiшня область III). Розглянемо випадок,

коли повна енергiя системи E бiльше нiж висота бар’єра V1 (E > V1).

На першому етапi, ми розглядаємо старт пакету у областi I. Цей пакет

поширюється направо та падає на першу межу бар’єра у точцi R1:

ψ
(1)
inc(a, τ) =

+∞∫
Emin

g(E − Ērad) e
ik1a−iEτ dE при 0 < a < R1, (Л.1)

де k1 =
√
E + V0, E — енергiя. Амплiтуду g(E − Ērad) можна вибрати у

стандартнiй формi гаусiана при нормуваннi
∫
|g(E− Ērad)|2 dE = 1, значення

Ērad — середня енергiя. Цей пакет перетворюється у два новi пакети: перший
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пакет проходить крiзь цю межу та поширюється далi у областi II, та другий

пакет, який вiдбивається вiд цiєї межи та поширюється назад у областi I:

ψ
(1)
tr (a, τ) =

+∞∫
Emin

g(E − Ērad)α
(1) eia2a−iEτ dE при R1 < a < R2,

ψ
(1)
ref (a, τ) =

+∞∫
Emin

g(E − Ērad)A
(1)
R e−ik1a−iEτ dE при 0 < a < R1,

(Л.2)

де k2 =
√
E − V1. Новi невiдомi коефiцiєнти α(1) та A(1)

R ми знаходимо, викори-

стовуючи умову неперервностi повної хвильової функцiї ψ(a, τ) та її похiдної

у точцi R1:

α(1) =
2 k1

k1 + k2
ei (k1−k2)R1, A

(1)
R =

k1 − k2
k1 + k2

e2i k1R1. (Л.3)

На другому етапi ми розглянемо подальше поширення пакету

ψ
(1)
tr (a, τ), який падає на другу межу у точцi R2. Цей пакет перетворюється

у два новi пакети: перший пакет проходить крiзь цю межу та поширюється

далi у областi III, та другий пакет, який вiдбивається вiд цiєї межи та поши-

рюється обратно у областi II. Ми визначимо цi пакети у виглядi

ψ(2)(a, τ) =

+∞∫
Emin

g(E − Ērad) φ
(2)(a) e−iEτ dE, (Л.4)

де у якостi стацiонарних частин ми використовуємо

φ
(2)
inc(a) = α(1)eik2a при R1 < a < R2,

φ
(2)
tr (a) = A

(1)
T eika при a > R2,

φ
(2)
ref (a) = β(1)e−ik2a при R1 < a < R2,

(Л.5)

де k =
√
E. Якщо накласти умови неперервностi на повну хвильову фун-

кцiю та її похiдну у точцi R2, то ми отримаємо два новi рiвняння, з яких ми

знаходимо новi невiдомi амплiтуди A(1)
T та β(1):

A
(1)
T = T+

2 · α(1), T+
2 =

2 k2
k2 + k

ei (k2−k)R2,

β(1) = R+
2 · α(1), R+

2 =
k2 − k

k2 + k
e2i k2R2.

(Л.6)
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Тут ми увели два нових коєффiцiєнта T+
2 , R+

2 , якi пов’язiють амплiтуду A(1)
T

хвилi, що пройшла крiзь межу, амплiтуду β(1) хвилi, вiдбитоє вiд цiєї межи,

з амплiтудою α(1) падаючої хвилi на першому етапi. Надалi ми будемо вико-

ристовувати нижнiй iндекс для позначення номера межi, що розглядається,

верхнiй знак “+” або “−” — для позначення руху уздовш позитивного (на-

право) або негативного (налiво) напрямку падаючої хвилi, вiдповiдно. Таким

чином, можна записати T+
1 = α(1) та R+

1 = A
(1)
R .

На третьому етапi ми розглянемо подальше поширення вiдбитого па-

кету ψ(2)
ref на областi II. Пiсля падiння на першу межу, вiн перетворюється у

новий пакет ψ(3)
tr , який пройшов крiзь цю межу та поширюється у областi I,

та iнший новий пакет ψ(3)
ref , який описує вiдбиття вiд межи та поширюється

назад у областi II. Ми визначимо цi новi пакети ха допомогою формули (Л.4)

(з верхнiм iндексом 3), де як стацiонарнi частини слiд використати

φ
(3)
inc(a) = φ

(2)
ref (a) при R1 < a < R2,

φ
(3)
tr (a) = A

(2)
R e−ik1a при 0 < a < R1,

φ
(3)
ref (a) = α(2)eik2a при R1 < a < R2.

(Л.7)

Ми знаходимо невiдомi амплiтуди A
(2)
R та α(2) з умов неперервностi повної

фвильової функцiї та її похiдної у точцi R1:

A
(2)
T = T−

1 · β(1), T−
1 =

2 k2
k1 + k2

ei (k1−k2)R1,

α(2) = R−
1 · β(1), R−

1 =
k2 − k1
k1 + k2

e−2i k2R1.
(Л.8)

На четвертому етапi ми розглянемо подальший рух вiдбитого пакета

ψ
(1)
ref у областi I, що був сформований на 1-му етапi. Цей пакет падає на пер-

шу межу у точцi a = 0, та перетворюється у новий пакет, що поширюється

направо. Тут ми можемо увести рiзний опис походження можливих (исто-

чники, sources) у точцi a = 0, з повним проходженням (подiбно до випадку у

сферично симетричного розгляду квантових розпадiв у ядернiй фiзицi, що є
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3-вимiрним та ми не маємо додаткових меж у точцi a = 0) або, навпаки, пов-

ному вiдбиттю, що викрористовується у iнших кiантових пiдзодах (подiбно

до уведенню безмежного потенцiальної стiнки у точцi a = 0 у роботi [388]).

З метою створити можливiсть працювати з рiзними такими рохглядами, ми

запишемо

φ
(4)
inc(a) = φ

(1)
ref (a),

φ
(4)
tr (a, k1) = R−

0 · φ(4)
inc(a,−k1) = A

(4)
ref e

ik1a
(Л.9)

де

A
(4)
ref = R−

0 · A(1)
inc. (Л.10)

Для опису повного проходження крiзь цю межу (без будь-яких вiдбиттiв),

ми отримаємо R−
0 = −1. Якщо нам потрiбно увести безмежну потенцiпльнц

стiнку у a = 0, то ми отримаємо R−
0 = −1.

Аналiзуючи подальшi вiдбиття та проходження пакетiв вiдносно меж

таким чином, можна прийти до висновку, що любий наступний етап буде пов-

нiстю подiбним до одного з 4 розглянутих вище. З аналiзу цих етапiв ми зна-

ходимо рекурентнi спiввiдношення для вихначення невiдомих амплiтуд A(n)
inc ,

A
(n)
R , A(n)

T α(n) та β(n) для довiльного етапу з номером n, та ми знаходимо

сiми цих амплiтуд. Однак, такi суми обчислити бiльш легко, якщо застосу-

вати коефiцiенти T±
i та R±

i . Аналiзуючи усi можливi “шляхи” поширення iсiх
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можливих пакетiв в областi барєра та внутрiшньої ями, ми отримаємо:

+∞∑
n=1

A
(n)
inc = 1 + R̃+

1 R
−
0 + R̃+

1 R
−
0 · R̃+

1 R
−
0 + ... =

= 1 +
+∞∑
m=1

(
R̃+

1 R
−
0

)m
=

1

1− R̃+
1 R

−
0

,

+∞∑
n=1

A
(n)
T =

(+∞∑
n=1

A
(n)
inc

)
·
{
T+
1 T

+
2 +

+ T+
1 ·R+

2 R
−
1 · T+

2 + ...
}
=
(+∞∑
n=1

A
(n)
inc

)
· T̃+

2 ,

+∞∑
n=1

A
(n)
R = R̃+

1 + R̃+
1 R

−
0 R̃

+
1 + R̃+

1 R
−
0 R̃

+
1 R

−
0 R̃

+
1 + ... =

= R̃+
1 ·
(
1 +

+∞∑
m=1

(
R−

0 R̃
+
1

)m)
=

=
R̃+

1

1−R−
0 R̃

+
1

=
(+∞∑
n=1

A
(n)
inc

)
· R̃+

1 ,

(Л.11)

де

R̃+
1 = R+

1 + T+
1 R

+
2 T

−
1 ·
(
1 +

+∞∑
m=1

(
R+

2 R
−
1

)m)
=

= R+
1 +

T+
1 R

+
2 T

−
1

1−R+
2 R

−
1

,

T̃+
2 = T+

1 T
+
2 ·
(
1 +

+∞∑
m=1

(
R+

2 R
−
1

)m)
=

T+
1 T

+
2

1−R+
2 R̃

−
1

.

(Л.12)

Результуючi вирази для падаючого пакета, пакета, що пройшов, та

вiдбитого пакета вiдносно бар’єра записуються у виглядi (Л.4), де наступнi

стацiонарнi хвильовi функцiї потрiбно використати:

φinc(a) = eik1a при 0 < a < R1,

φtr(a) =
+∞∑
n=0

An
Te

ika при a > R2,

φref(a) =
+∞∑
n=0

An
Re

−ik1a при 0 < a < R1.

(Л.13)

На завершення, ми визначаємо повнi амплiтуди

AT =
+∞∑
n=1

A
(n)
T , AR =

+∞∑
n=1

A
(n)
R ,

α =
+∞∑
n=1

α(n) =
T̃+
2

T+
2

, β =
+∞∑
n=1

β(n) = α ·R+
2

(Л.14)
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та коефiцiєнти T i R, що характеризують проникнення пакета з внутрiшньої

областi назовнi та його вiдбиття вiд бар’єра

TMIR ≡ k

k1

∣∣AT

∣∣2 = ∣∣Ainc

∣∣2 · Tbar, Tbar =
k

k1

∣∣T̃+
1

∣∣2,
RMIR ≡

∣∣AR

∣∣2 = ∣∣Ainc

∣∣2 ·Rbar, Rbar =
∣∣R̃+

1

∣∣2. (Л.15)

Тут Tbar та Rbar — коефiцiєнти проникнення та вiдбиття вiдносно бар’єра,∣∣Ainc

∣∣2 — коефiцiєнт, що характеризує осциляцiї пакета у внутрiшнiй областi

(вiн являє собою повнiстю квантовий аналог нормуючого множника F , уве-

денного наприклад у роботi [140] при квазiкласичному описi розпаду ядра).

Суми
∑
A

(n)
inc ,
∑
A

(n)
T ,
∑
A

(n)
R ,
∑
α(n) та

∑
β(n), якi знаходяться за до-

помогою метода багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв, спiвпадають у точностi

з вiдповiдними амплiтудами Ainc, AT , AR, α та β, що розраховуються за до-

помогою стандартного стацiонарного пiдходу (де використовується умова не-

перервностi стацiонарної повної хвильової функцiї та її похiдної на кожнiй

межi, та хвильова функцiя не дорiвнює нулю при a = 0). Ми перевiряємо

виконання властивостi:

k

k1
|AT |2 + |AR|2 = 1 або TMIR +RMIR = 1, (Л.16)

що виконується та пiдтверджує те, що метод БВВ дає нам коректний розв’я-

зок хвильової функцiї. Якщо енергiя виявляється меньшою нiж висота бар’є-

ра, то для опису проникнення хвилi крiзь такий бар’єр з тунелюванням слiд

використати наступну замiну [264, 54, 71]:

k2 → i ξ, ξ =
√
E − V1. (Л.17)

Тодi всi знайденi вище розв’язки можна використати для опису тунелювання

через бар’єр.
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Л.2. Тунелювання пакета через бар’єр, що складається з

довiльного числа прямокутних сходинок

Тепер давайте розглянемо бiльш складну задачу про тунелювання пакета

через радiальний бар’єр довiльної форми, який використовується у задачах

квантової космологiї. Щоб застосувати iдею багаторазових внутрiшнiх вiд-

биттiв для аналiзу тунелювання пакета через бар’єр, нам потрiбно узагаль-

нити формалiзм багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв, що викладено вище. Бу-

демо вважати, що повний потенцiал можна з достатньо гарною апроксiмацiєю

описати через скiнчене число N прямокутних сходинок:

V (a) =



V1 при amin < a ≤ a1 (область 1),

V2 при a1 < a ≤ a2 (область 2),

. . . . . . . . .

VN при aN−1 < a ≤ amax (область N),

(Л.18)

де Vi — сталi (i = 1 . . . N). Припустимо, що пакет починає поширюватися

назовнi з внутрiшньої областi з деяким довiльно обраним номером M (для

зручностi, позначимо її лiву межу aM−1 як astart) злiва вiд барєра. Ми будемо

шукати розв’язок для енергiї вище бар’єра, тодi як розв’язок для випадку

тунелявання пожна потiм отримати, використовуючи замiну i ξi → ki. За-

гальний розв’язок для хвильової функцiї (з точнiстю до її нормування) має
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наступний вигляд:

φ (a) =



α1 e
ik1a + β1 e

−ik1a

при amin ≤ a ≤ a1 (область 1),

. . .

αM−1 e
ikM−1a + βM−1 e

−ikM−1a

при aM−2 ≤ a ≤ aM−1 (область M − 1),

eikMa + AR e
−ikMa

при aM−1 < a ≤ aM (область M),

αM+1 e
ikM+1a + βM+1 e

−ikM+1a

при aM ≤ a ≤ aM+1 (область M + 1),

. . .

αn−1 e
ikN−1a + βN−1 e

−ikN−1a

при aN−2 ≤ a ≤ aN−1 (область N − 1),

AT e
ikNa при aN−1 ≤ a ≤ amax (область N),

(Л.19)

де αj та βj — невiдомi амплiтуди, AT та AR — невiдомi амплiтуди проходже-

ння та вiдбиття, ki = 1
h̄

√
2m(E − Vi) — комплекснi хвильовi числа. Ми зафi-

ксували нормування таким чином, щоб модуль першої хвилi eikMa на стартi

дорiвнював одиницi. Ми будемо шукати розв’язок такої задачi на основi ме-

тоду багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв.

Припустимо, що пакет стартує у областi з номером M та далi поширю-

ється вправо. Ми будемо вивчати його поширення вiдносно правої частини

потенцiалу з бар’єром, починаючи з цiєї областi. У вiдповiдностi до метода

багаторазових внутрiшнїх вiдбиттiв, розсiяння пакету на бар’єрi розглядає-

ться по етапах його послiдовного поширення вiдносно кожної межi бар’єру

(найбiльш ясно можна зрозумiти iдею такого пiдходу у задачi тунелювання

через найпростiший прямокутний бар’єр, див. [264, 54, 71], де можна знайти

обгрунтування такого повнiстю квантового точно розв’язуваного методу, а
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також аналiз його властивостей). Кожний етап у такому розглядi поширен-

ня пакетiв виявляється подiбним до одного з перших 2N − 1 етапiв, що мiж

собою незалежнi. При виконаннi аналiзу цих етапiв, можна отримати реку-

рентнi спiввiдношення для обчислення невiдомих амплiтуд A(n)
T , A(n)

R , α(n)
j та

β
(n)
j для довiльного етапу з номеромN (для областi з номером j) та обчислити

суми цих амплiтуд (точно аналiтично). Ми будемо шукати невiдомi амплiту-

ди, використовуючи умови неперервностi хвильової функцiї та її похiдної на

кожнiй межi. Для зручностi подальших розрахункiв, ми введемо коефiцiєнти

T±
1 , T±

2 . . . та R±
1 , R±

2 . . . в якостi додаткових множникiв до амплiтуд e±i k a.

Тут нижнiй iндекс позначає номер областi, а верхнiй знак “+” або “−” — на-

прямок руху хвилi вправо або влiво, вiдповiдно. По-перше, ми обчислюємо

T±
1 , T±

2 . . .T±
N−1 та R±

1 , R±
2 . . .R±

N−1:

T+
j =

2kj
kj + kj+1

ei(kj−kj+1)aj , T−
j =

2kj+1

kj + kj+1
ei(kj−kj+1)aj ,

R+
j =

kj − kj+1

kj + kj+1
e2ikjaj , R−

j =
kj+1 − kj
kj + kj+1

e−2ikj+1aj .

(Л.20)

Аналiзуючи всi можливi “шляхи” поширення усiх можливих пакетiв на обла-

стi бар’єру та внутрiшньої ями, ми знаходимо:
+∞∑
n=1

A
(n)
inc = 1 + R̃+

M R̃−
M−1 + R̃+

M R̃−
M−1 · R̃

+
M R̃−

M−1 + ... =

= 1 +
+∞∑
m=1

(
R̃+
M R̃−

M−1

)m
=

1

1− R̃+
M R̃−

M−1

,

+∞∑
n=1

A
(n)
T =

(+∞∑
n=1

A
(n)
inc

)
·
{
T̃+
N−2 T

+
N−1 + T̃+

N−2 ·R
+
N−1 R̃

−
N−2 · T

+
N−1 + ...

}
=

=
(+∞∑
n=1

A
(n)
inc

)
· T̃+

N−1,

+∞∑
n=1

A
(n)
R = R̃+

M + R̃+
M · R̃−

M−1 R̃
+
M + R̃+

M · R̃−
M−1 R̃

+
M · R̃−

M−1 R̃
+
M + ... =

= R̃+
M ·
(
1 +

+∞∑
m=1

(
R̃−
M−1 R̃

+
M

)m)
=

=
R̃+
M

1− R̃−
M−1 R̃

+
M

=
(+∞∑
n=1

A
(n)
inc

)
· R̃+

M ,

(Л.21)
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де

R̃+
j−1 = R+

j−1 + T+
j−1R̃

+
j T

−
j−1

(
1 +

+∞∑
m=1

(R̃+
j R

−
j−1)

m
)
=

= R+
j−1 +

T+
j−1R̃

+
j T

−
j−1

1− R̃+
j R

−
j−1

,

R̃−
j+1 = R−

j+1 + T−
j+1R̃

−
j T

+
j+1

(
1 +

+∞∑
m=1

(R+
j+1R̃

−
j )

m
)
=

= R−
j+1 +

T−
j+1R̃

−
j T

+
j+1

1−R+
j+1R̃

−
j

,

T̃+
j+1 = T̃+

j T
+
j+1

(
1 +

+∞∑
m=1

(R+
j+1R̃

−
j )

m
)
=

T̃+
j T

+
j+1

1−R+
j+1R̃

−
j

.

(Л.22)

Вибравши в якостi стартової наступнi значення:

R̃+
N−1 = R+

N−1, R̃−
M = R−

M , T̃+
M = T+

M , (Л.23)

ми знаходимо коефiцiєнти R̃+
N−2 . . . R̃+

M , R̃−
M+1 . . . R̃−

N−1 та T̃+
M+1 . . . T̃+

N−1.

Розглянемо подальшу еволюцiю пакетiв, що поширюються в областi

з номером M лiворуч. Такi пакети формуються у наслiдок усiх можливих

вiдбиттiв вiдносно правої частини потенцiалу, починаючи з межи aM . У по-

передньому роздiлi для опису їх вiдбиття вiд лiвої межi R0 праворуч ми ви-

користовували коефiцiєнт R−
0 . Тепер, якщо нам потрiбно перейти вiд простої

межi aM−1 до лiвої частини потенцiйної ями, починаючи вiд цiєї точки до amin,

то нам слiд узагальнити коефiцiєнт R−
M−1 на R̃−

M−1. Виявляється, що середня

рекурентна формула у (Л.22) працює у такому разi також, де для визначе-

ння T±
i та R±

i ми повиннi використати рiвняння (Л.20). На завершення, ми

визначаємо коефiцiєнти αj та βj:

+∞∑
n=1

α
(n)
j = T̃+

j−1

(
1 +

+∞∑
m=1

(R+
j R̃

−
j−1)

m
)
=

T̃+
j−1

1−R+
j R̃

−
j−1

=
T̃+
j

T+
j

,

+∞∑
n=1

β
(n)
j = T̃+

j−1

(
1 +

+∞∑
m=1

(R̃+
j R̃

−
j−1)

m
)
R+
j =

T̃+
j−1R

+
j

1− R̃+
j R̃

−
j−1

=
T̃+
j R

+
j

T+
j

,

(Л.24)
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амплiтуди проходження та вiдбиття:

AT =
+∞∑
n=1

A
(n)
T , AR =

+∞∑
n=1

A
(n)
R ,

αj =
+∞∑
n=1

α
(n)
j =

T̃+
j

T+
j

, βj =
+∞∑
n=1

β
(n)
j = αj ·R+

j

(Л.25)

i коефiцiєнти T та R, що описують проникнення пакету з внутрiшньої областi

назовнi та його вiдбиття вiд бар’єру

TMIR ≡ kN
kM

∣∣AT

∣∣2 = ∣∣Ainc

∣∣2 · Tbar, Tbar =
kN
kM

∣∣T̃+
N−1

∣∣2,
RMIR ≡

∣∣AR

∣∣2 = ∣∣Ainc

∣∣2 ·Rbar, Rbar =
∣∣R̃+

M

∣∣2. (Л.26)

У випадку amin = 0, ми отримаємо можливiсть описати повне проходження

пакету через цю межу (без вiдбиття), де ми маємо R−
0 = −1 (було б цiка-

во проаналiзувати результати при варiацiї R−
0 ). Ми перевiряємо виконання

властивостi:

kN
kM

|AT |2 + |AR|2 = 1 або TMIR +RMIR = 1, (Л.27)

яку ми використовуємо як тест, чи дає метод правильне рiшення для хвильо-

вої функцiї. Тепер, якщо енергiя пакета знаходиться нижче нiж висота однiєї

сходинки з номером M , то слiд використати наступну замiну:

km → i ξm. (Л.28)

Для бар’єра, що складається з двох прямокутних потенцiальних сходинок до-

вiльної ширини та висоти, ми отримали збiг мiж амплiтудами, розрахованими

за допомогою метода БВВ, та вiдповiдними амплiтудами, що знаходяться у

стандартному пiдхiдi квантової механiки з точнiстью до перших 15 цифр.

Збiльшення числа потенцiальних сходинок до декiлькох тисяч зберiгає таку

точнiсть та виконання властивостi (Л.27) (див. Додаток Б у [73], де можна

знайти деталi i опис алгоритмiв розрахункiв амплiтуд для загальної задачi

радiального розпаду у квантовiй механицi). Зокрема, ми повнiстю вiдтворю-

ємо картини проникнення та вiдбиття, що представленi на Рис. 12.2 (а) i
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(б), Рис. 12.3 (а) i (б), Рис. 12.4 (б) [див. стор. 295–298], але за виконан-

ням стандартної технiкi квантової механiки. Отже, результат осциляторної

залежностi проникностi вiд положення точки старту astart на таких ри-

сунках є не залежним вiд повнiстю квантового методу, обраного для обчи-

слень.

Це важливий тест, який пiдтверджує надiйнiсть та працездатнiсть ме-

тоду БВВ. Отже, ми отримали повний збiг мiж усiма амплiтудами, що роз-

раховуються за допомогою методу БВВ, i вiдповiдними амплiтудами, отри-

маними у стандартному пiдходi квантової механiки. Саме таким чином, ми

узагальнюємо метод БВВ для опису тунелювання пакету через потенцiал,

що складається з довiльної кiлькостi прямокутних бар’єрiв та ям довiльних

розмiрiв.
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ДОДАТОК М

Розрахунки радiальних iнтегралiв у задачi
тунелювання з дисипацiєю крiзь бар’єри

Альбрехта

М.1. Розрахунки iнтегралiв I1, I2 та I3

У цьому додатку ми будемо шукати iнтеграли I1, I2 та I3, що визначенi

у (13.21) [див. стор. 315]. Поперш, запишемо перший iнтеграл:

I1(E1, E2) =

+∞∫
0

e−i(k2−k1)x dx+ A∗
R, 1

+∞∫
0

e−i(k1+k2)x dx +

+ AR, 2

+∞∫
0

ei(k1+k2)x dx + (A∗
T, 1AT, 2 + A∗

R, 1AR, 2)

+∞∫
0

ei(k2−k1)x dx+

+
i A∗

T, 1AT, 2

k2 − k1

(
ei(k2−k1)a − 1

)∣∣∣∣
k1 ̸=k2

− aA∗
T, 1AT, 2

∣∣∣∣
k1=k2

+

+

{
α∗
1 α2

ξ1 + ξ2
e(ξ1+ξ2)a − β∗

1 β2
ξ1 + ξ2

e−(ξ1+ξ2)a − α∗
1α2 − β∗

1β2
ξ1 + ξ2

}∣∣∣∣
ξ1 ̸=−ξ2

+

+

{
α2 β

∗
1

ξ2 − ξ1
e(ξ2−ξ1)a − α∗

1 β2
ξ2 − ξ1

e−(ξ2−ξ1)a − α2 β
∗
1 − α∗

1 β2
ξ2 − ξ1

}∣∣∣∣
ξ1 ̸=ξ2

+

+ a ·
{
α∗
1 α2 + β∗

1 β2
}∣∣∣

ξ1=−ξ2
+ a ·

{
α∗
1 β2 + β∗

1 α2

}∣∣∣
ξ1=ξ2

.

(М.1)

Згiдно з означенням дельта-функцiї, ми маємо наступну властивiсть:

+∞∫
0

eikx dx = π δ(k) + i
{
π δ(k) +

1

k

}∣∣∣∣
k ̸=0

. (М.2)
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Друга компонента у правiй частинi цього виразу виникає при k ̸= 0. Таким

чином, ми маємо

+∞∫
0

e−i(k2∓k1)x dx = π δ(k1 ∓ k2) + i
{
π δ(k1 ∓ k2)±

1

k1 ∓ k2

}∣∣∣∣
k1 ̸=k2

,

+∞∫
0

ei(k1±k2)x dx = π δ(k1 ± k2) + i
{
π δ(k1 ± k2)±

1

k1 ± k2

}∣∣∣∣
k1 ̸=−k2

.

(М.3)

Для проведення розрахункiв зафiксуємо дельта-функцiю так

δ (α ̸= 0) = 0. (М.4)

Знайдемо iнтеграл (М.1) (ми маємо тiльки додатнi значення ki та ξi)

I1(E1, E2) = δ(k1 − k2) · f11(E1, E2) + f12(E1, E2), (М.5)

де

f11(E1, E2) = π
(
A∗
T, 1AT, 2 + A∗

R, 1AR, 2 + 1
)
,

f12(E1, E2) =
α∗
1 α2 e

(ξ1+ξ2)a − β∗
1 β2 e

−(ξ1+ξ2)a − α∗
1 α2 + β∗

1 β2
ξ1 + ξ2

−

−
i (A∗

R, 1 − AR, 2)

k1 + k2
+

{
i
(
A∗
T, 1AT, 2 e

i(k2−k1)a + A∗
R, 1AR, 2 − 1

)
k2 − k1

+

+
α2 β

∗
1 e

(ξ2−ξ1)a − α∗
1 β2 e

−(ξ2−ξ1)a − α2 β
∗
1 + α∗

1 β2
ξ2 − ξ1

}∣∣∣∣
E1 ̸=E2

+

+ a ·
{
α∗
1 β2 + β∗

1 α2 − A∗
T, 1AT, 2

}∣∣∣
E1=E2

.

(М.6)
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Для другого iнтегралу I2 маємо:

I2(E1, E2) = −
+∞∫
0

e−i(k2−k1)x x dx− A∗
R, 1

+∞∫
0

e−i(k1+k2)x x dx −

− AR, 2

+∞∫
0

ei(k1+k2)x x dx − A∗
R, 1AR, 2

+∞∫
0

ei(k2−k1)x x dx +

+

a∫
0

{
α∗
1α2e

(ξ1+ξ2)x + α2β
∗
1e

(ξ2−ξ1)x + α∗
1β2e

−(ξ2−ξ1)x + β∗
1β2e

−(ξ1+ξ2)x
}
x dx+

+ A∗
T, 1AT, 2

+∞∫
0

ei(k2−k1)x dx− A∗
T, 1AT, 2

a∫
0

ei(k2−k1)x dx.

(М.7)

Окремо знайдемо суму всiх власних iнтегралiв:

I
(1)
2 (E1, E2) =

1

(ξ1 + ξ2)2

{[
(ξ1 + ξ2) a− 1

]
α∗
1 α2 e

(ξ1+ξ2)a −

−
[
(ξ1 + ξ2) a+ 1

]
β∗
1 β2 e

−(ξ1+ξ2)a + α∗
1 α2 + β∗

1 β2

}
+

+
a2

2
·
{
α∗
1 β2 + β∗

1 α2 − A∗
T, 1AT, 2

}∣∣∣
E1=E2

+

+

{
1

(ξ2 − ξ1)2

([
(ξ2 − ξ1) a− 1

]
α2 β

∗
1 e

(ξ2−ξ1)a−

−
[
(ξ2 − ξ1) a+ 1

]
α∗
1 β2 e

−(ξ2−ξ1)a + α2 β
∗
1 − α∗

1 β2

)
+

+
A∗
T, 1AT, 2

(k2 − k1)2

(
[i(k2 − k1) a− 1] ei(k2−k1)a + 1

)}∣∣∣∣
E1 ̸=E2

(М.8)

та запишемо суму всiх невласних iнтегралiв:

I
(2)
2 (E1, E2) = −

+∞∫
0

e−i(k2−k1)x x dx− A∗
R, 1

+∞∫
0

e−i(k1+k2)x x dx −

− AR, 2

+∞∫
0

ei(k1+k2)x x dx− (A∗
T, 1AT, 2 − A∗

R, 1AR, 2)

+∞∫
0

ei(k2−k1)x x dx.

(М.9)
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Для наступних розрахункiв ми будемо використовувати властивiсть

+∞∫
0

eikxx dx = −i ∂
∂k

+∞∫
0

eikx dx =

= −i ∂
∂k

[
π δ(k) +

i

k

∣∣∣∣
k ̸=0

]
= −iπ ∂

∂k
δ(k)− 1

k2

∣∣∣∣
k ̸=0

,

(М.10)

використовуючи яку ми знаходимо iнтеграли (М.9)

I
(2)
2 (E1, E2) =

= i π (AR, 2 − A∗
R, 1)

∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=k1+k2

+ i π (A∗
T, 1AT, 2 − A∗

R, 1AR, 2 −

− 1)
∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=k2−k1

+
A∗
R, 1 + AR, 2

(k1 + k2)2
+

A∗
T, 1AT, 2 − A∗

R, 1AR, 2 + 1

(k1 − k2)2

∣∣∣∣
E1 ̸=E2

,

(М.11)

де враховано властивiсть

∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=−k1

= − ∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=+k1

. (М.12)

Виконувуючи сумування I(1)2 та I(2)2 , знайдемо iнтеграл I2

I2(E1, E2) = f
(+)
21 (E1, E2) ·

∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=k2+k1

+

+ f
(−)
21 (E1, E2) ·

∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=k2−k1

+ f22(E1, E2),

(М.13)



551

де

f
(+)
21 (E1, E2) = i π (AR, 2 − A∗

R, 1),

f
(−)
21 (E1, E2) = i π (A∗

T, 1AT, 2 − A∗
R, 1AR, 2 − 1),

f22(E1, E2) =
1

(ξ1 + ξ2)2

{[
(ξ1 + ξ2) a− 1

]
α∗
1 α2 e

(ξ1+ξ2)a −

−
[
(ξ1 + ξ2) a+ 1

]
β∗
1 β2 e

−(ξ1+ξ2)a + α∗
1 α2 + β∗

1 β2

}
+

+
A∗
R, 1 + AR, 2

(k1 + k2)2
+

a2

2
·
{
α∗
1 β2 + β∗

1 α2 − A∗
T, 1AT, 2

}∣∣∣
E1=E2

+

+

{
1

(ξ2 − ξ1)2

([
(ξ2 − ξ1) a− 1

]
α2 β

∗
1 e

(ξ2−ξ1)a −

−
[
(ξ2 − ξ1) a+ 1

]
α∗
1 β2 e

−(ξ2−ξ1)a + α2 β
∗
1 − α∗

1 β2

)
+

+
A∗
T, 1AT, 2

(k2 − k1)2

(
[i(k2 − k1) a− 1] ei(k2−k1)a + 1

)
+

+
A∗
T, 1AT, 2 − A∗

R, 1AR, 2 + 1

(k1 − k2)2

}∣∣∣∣∣
E1 ̸=E2

.

(М.14)

Тепер ми найдемо останнiй iнтеграл I3:

I3(E1, E2) = i k2

+∞∫
0

e−i(k2−k1)x dx+ i k2A
∗
R, 1

+∞∫
0

e−i(k1+k2)x dx −

− ik2AR, 2

+∞∫
0

ei(k1+k2)xdx+ ik2(A
∗
T, 1AT, 2−A∗

R, 1AR, 2)

+∞∫
0

ei(k2−k1)xdx −

−
k2A

∗
T, 1AT, 2

k2 − k1

(
ei(k2−k1)a − 1

)∣∣∣∣
k1 ̸=k2

− i k2 aA
∗
T, 1AT, 2

∣∣∣∣
k1=k2

+

+ ξ2

{
α∗
1 α2

ξ1+ξ2
e(ξ1+ξ2)a +

β∗
1 β2

ξ1+ξ2
e−(ξ1+ξ2)a − α∗

1α2 + β∗
1β2

ξ1 + ξ2

}∣∣∣∣
ξ1 ̸=−ξ2

+

+ ξ2

{
α2 β

∗
1

ξ2− ξ1
e(ξ2−ξ1)a +

α∗
1 β2

ξ2− ξ1
e−(ξ2−ξ1)a − α2β

∗
1 + α∗

1β2
ξ2 − ξ1

}∣∣∣∣
ξ1 ̸=ξ2

+

+ ξ2 a ·
{
α∗
1 α2 − β∗

1 β2
}∣∣∣

ξ1=−ξ2
+ ξ2 a ·

{
β∗
1 α2 − α∗

1 β2
}∣∣∣

ξ1=ξ2
.

(М.15)

Враховуючи властивiсть (М.10), отримаємо:

I3(E1, E2) = δ(k1 − k2) · f31(E1, E2) + f32(E1, E2), (М.16)
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де

f31(E1, E2) = π ik2 (A
∗
T, 1AT, 2 − A∗

R, 1AR, 2 + 1),

f32(E1, E2) =
ξ2

ξ1 + ξ2

[
α∗
1 α2 e

(ξ1+ξ2)a + β∗
1 β2 e

−(ξ1+ξ2)a − α∗
1 α2 − β∗

1 β2

]
+

+
k2 (A

∗
R, 1 + AR, 2)

k1 + k2
+ a ·

{
ξ2 β

∗
1 α2 − ξ2 α

∗
1 β2 − ik2A

∗
T, 1AT, 2

}∣∣∣
E1=E2

−

−
{
k2
(
A∗
T, 1AT, 2 e

i(k2−k1)a − A∗
R, 1AR, 2 − 1

)
k2 − k1

−

−
ξ2
(
α2β

∗
1 e

(ξ2−ξ1)a + α∗
1β2 e

−(ξ2−ξ1)a − α2β
∗
1 − α∗

1β2
)

ξ2 − ξ1

}∣∣∣∣
E1 ̸=E2

.

(М.17)

М.2. Розрахунки функцiї f (E0, x)

Використовуючи розв’язки для iнтегралiв I1, I2 та I3, отриманi у Дода-

тку М.1, тепер ми будемо шукати функцiю f(E0, x). Вiдповiдно до (13.20),

перепишемо цю функцiю так

f(E0, x) =

= i

E0∫
0

dE3

E0∫
0

dE4
g(E3) g(E4)

g(E0)

{
x
[
δ(k3 − k4) f11(E3, E4) + f12(E3, E4)

]
−

−
[
f
(+)
21 (E3, E4)

∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=k4+k3

+ f
(−)
21 (E3, E4)

∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=k4−k3

+

+ f22(E3, E4)
]} E0∫

0

dE1

E0∫
0

dE2 g(E1) g(E2) g(E
′′)φ0(E

′′, x) ×

×
[
δ(k1 − k2) · f31(E1, E2) + f32(E1, E2)

]
.

(М.18)
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Тут спочатку проiнтегруємо по dE1 та dE2:

E0∫
0

dE1

E0∫
0

dE2 g(E1)g(E2)g(E
′′)φ0(E

′′, x)×

×
[
δ(k1 − k2) f31(E1, E2) + f32(E1, E2)

]
=

=
h̄

m

E0∫
0

g(E1) dE1

E2=E0∫
E2=0

g(E2) g(E
′′)φ0(E

′′, x) f31(E1, E2) · δ(k1 − k2) k2 dk2+

+

E0∫
0

g(E1) dE1

E0∫
0

g(E2) g(E
′′)φ0(E

′′, x) f32(E1, E2) dE2.

(М.19)

Тут хвильовi числа k1 та k2 визначаються як ki = 1
h̄

√
2mEi, тобто вони є до-

датнiми при будь-якiй енергiї. Для наступних розрахункiв ми ведемо визна-

чення умовно нормованої дельта-функцiї, вiдповiдно до наступного виразу:

x2∫
x1

f(a− x) δ(x) dx =

 f(a) при x1 ≤ a ≤ x2,

0 при a < x1 або a > x2.
(М.20)

Таке визначення може бути переписано бiльш короткою формулою:

x2∫
x1

f(a− x) δ(x) dx = f(a)

∣∣∣∣
x1≤a≤x2

. (М.21)

Тепер ми перетворимо iнтеграли у (М.19) так

E0∫
0

dE1

E0∫
0

dE2 g(E1) g(E2) g(E
′′)φ0(E

′′, x)×

×
[
δ(k1 − k2) f31(E1, E2) + f32(E1, E2)

]
=

=
h̄

m

{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E3−E4

E0∫
0

g2(E1) f31(E1, E1) k1dE1+

+

E0∫
0

g(E1) dE1

E0∫
0

g(E2) g(E
′′)φ0(E

′′, x) f32(E1, E2) dE2

(М.22)
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та отримаємо наступну формулу для функцiї f :

f(E0, x) =
i

g(E0)

E0∫
0

g2(E1) f31(E1, E1) k1 dE1

E0∫
0

dE3 g(E3) ×

×
E0∫
0

dE4 g(E4)
{
x ·
[
δ(k3 − k4) · f11(E3, E4) + f12(E3, E4)

]
−

−
[
f
(+)
21 (E3, E4)

∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=k4+k3

+ f
(−)
21 (E3, E4)

∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=k4−k3

+

+ f22(E3, E4)
]}

· h̄
m

{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E3−E4

+

+
i

g(E0)

E0∫
0

dE1 g(E1)

E0∫
0

dE2 g(E2) f32(E1, E2) ×

×
E0∫
0

dE3 g(E3)

E0∫
0

dE4 g(E4) g(E
′′)φ0(E

′′, x)×

×
{
x ·
[
δ(k3 − k4) · f11(E3, E4) + f12(E3, E4)

]
− f22(E3, E4) −

− f
(+)
21 (E3, E4)

∂δ(k)

∂k

∣∣∣∣
k=k4+k3

− f
(−)
21 (E3, E4)

∂δ(k)

∂k

∣∣∣∣
k=k4−k3

}
.

(М.23)

Цей вираз має достатньо складний вигляд. Щоб його розрахувати, спочатку

ми будемо шукати перший iнтеграл:

E0∫
0

dE3 g(E3)

E0∫
0

dE4 g(E4)
{
x ·
[
δ(k3 − k4) · f11(E3, E4) + f12(E3, E4)

]
−

−
[
f
(+)
21 (E3, E4) ·

∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=k4+k3

+ f
(−)
21 (E3, E4) ·

∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=k4−k3

+

+ f22(E3, E4)
]}

· h̄
m

{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E3−E4

=
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= x · h̄
m

E0∫
0

dE3 g(E3)

E0∫
0

dE4 g(E4) δ(k3 − k4) ×

× f11(E3, E4) ·
{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E3−E4

+

+ x
h̄

m

E0∫
0

dE3 g(E3)

E0∫
0

dE4 g(E4) f12(E3, E4)
{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E3−E4

−

− h̄

m

E0∫
0

dE3 g(E3)

E0∫
0

dE4 g(E4)
{
f
(+)
21 (E3, E4) ·

∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=k4+k3

}
×

×
{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E3−E4

−

− h̄

m

E0∫
0

dE3 g(E3)

E0∫
0

dE4 g(E4) · f (−)
21 (E3, E4) ×

× ∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=k4−k3

{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E3−E4

−

− h̄

m

E0∫
0

dE3 g(E3)

E0∫
0

dE4 g(E4) f22(E3, E4)
{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E3−E4

.

(М.24)

Перший iнтеграл у цьому виразi дорiвнює

E0∫
0

dE3 g(E3)

E0∫
0

g(E4) f11(E3, E4)
{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E3−E4

×

× δ(k3 − k4) dE4 =
h̄

m
g(E0)φ0(E0, x)

E0∫
0

g2(E3) f11(E3, E3) k3 dE3.

(М.25)

Другий iнтеграл у виразi (М.24) практично скорочується, та тому його далi

потрiбно знаходити чисельно. Тепер розглянемо третiй iнтеграл (без коефiцi-
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єнта нормування):

E0∫
0

dE3 g(E3)

E0∫
0

g(E4) f
(+)
21 (E3, E4) ×

×
{ ∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=k4+k3

}
·
{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E3−E4

dE4 =

=
h̄

m

E0∫
0

dE3 g(E3)

E0∫
0

g(E4) f
(+)
21 (E3, E4) ×

×
{ ∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=k4+k3

}
·
{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E3−E4

k4 dk4.

(М.26)

Ми маємо властивiсть:

∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=k4+k3

=
∂k4
∂k

∂

∂k4
δ(k)

∣∣∣∣
k=k4+k3

+
∂k3
∂k

∂

∂k3
δ(k)

∣∣∣∣
k=k4+k3

=

=
∂

∂k4
δ(k4 + k3) +

∂

∂k3
δ(k4 + k3).

(М.27)

Тодi перепишемо (М.26) як

E0∫
0

dE3 g(E3)

E0∫
0

g(E4) f
(+)
21 (E3, E4) ·

{ ∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=k4+k3

}
×

×
{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E3−E4

dE4 =

=
h̄

m

E0∫
0

dE3 g(E3)

E0∫
0

g(E4) f
(+)
21 (E3, E4) ·

∂

∂k4
δ(k4 + k3) ×

×
{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E3−E4

k4 dk4 +

+
h̄

m

E0∫
0

dE3 g(E3)
∂

∂k3

E0∫
0

g(E4) f
(+)
21 (E3, E4) · δ(k4 + k3) ×

×
{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E3−E4

k4 dk4 = 0.

(М.28)

Таким чином, цей iнтеграл дорiвнює нулю (згiдно до умов задачи, енергiя

має тiльки додатнi значення). Для четвертого iнтеграла у виразi (М.24) ми
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знаходимо (без коефiцiєнта нормування):

E0∫
0

dE3 g(E3)

E0∫
0

g(E4) f
(−)
21 (E3, E4) ×

×
{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E3−E4

·
{ ∂

∂k
δ(k)

∣∣∣∣
k=k4−k3

}
dE4 =

= − 2 h̄

m
g(E0)φ0(E0, x)

E0∫
0

g(E3)
∂

∂k3

{
g(E3) f

(−)
21 (E3, E3) k3

}
dE3.

(М.29)

Цей iнтеграл можна проiнтегрувати по частинам:

= − 2 h̄

m
g(E0)φ0(E0, x)

E0∫
0

g(E3)
∂

∂k3

{
g(E3) f

(−)
21 (E3, E3) k3

}
dE3 =

= − 2 h̄

m
g(E0)φ0(E0, x) ·

{[
g2(E3) f

(−)
21 (E3, E3) k3

]∣∣∣E3=E0

E3=0
−

−
E0∫
0

g(E3) f
(−)
21 (E3, E3) k3

∂g(E3)

∂k3
dE3

}
.

(М.30)

Тодi права частина формули (М.24) отримає вигляд:

x · h̄
2

m2
g(E0)φ0(E0, x) ·

E0∫
0

g2(E3) f11(E3, E3) k3 dE3 +

+ x
h̄

m

E0∫
0

dE3 g(E3)

E0∫
0

dE4 g(E4) f12(E3, E4)
{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E3−E4

+

+
2 h̄2

m2
g(E0)φ0(E0, x) ·

{[
g2(E3) f

(−)
21 (E3, E3) k3

]∣∣∣E3=E0

E3=0
−

−
E0∫
0

g(E3) f
(−)
21 (E3, E3) k3

∂g(E3)

∂k3
dE3

}
−

− h̄

m

E0∫
0

dE3 g(E3)

E0∫
0

dE4 g(E4) f22(E3, E4)
{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E3−E4

.

(М.31)
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Тепер ми знаходимо функцiю f :

f(E0, x) =

=
i

g(E0)

h̄

m
J1(E0)

{
x
h̄

m
g(E0)φ0(E0, x) · J2(E0) + x · J3(E0, x) +

+
2 h̄

m
g(E0)φ0(E0, x)

([
g2(E3) f

(−)
21 (E3, E3)k3

]∣∣∣E3=E0

E3=0
− J4(E0)

)
− J5(E0, x)

}
+

+
i

g(E0)
·
{
x · h̄

m
· J6(E0, x) · J2(E0) + x · J7(E0, x) +

+
2 h̄

m
· J6(E0, x) ·

[
g2(E3) f

(−)
21 (E3, E3) k3

]∣∣∣E3=E0

E3=0
−

− 2 h̄

m
· J6(E0, x) · J4(E0) − J8(E0, x)

}
,

(М.32)

де

J1(E0) =

E0∫
0

g2(E1) f31(E1, E1) k1 dE1,

J2(E0) =

E0∫
0

g2(E3) f11(E3, E3) k3 dE3,

J3(E0, x) =

E0∫
0

dE3g(E3)

E0∫
0

dE4g(E4)f12(E3, E4)
{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E3−E4

,

J4(E0) =

E0∫
0

g(E3) f
(−)
21 (E3, E3) k3

∂g(E3)

∂k3
dE3,

(М.33)

J5(E0, x) =

E0∫
0

dE3 g(E3)

E0∫
0

dE4 g(E4)f22(E3, E4)
{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E3−E4

,

J6(E0, x) =

E0∫
0

dE1g(E1)

E0∫
0

dE2g(E2)f32(E1, E2)
{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E1−E2

,
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J7(E0, x) =

E0∫
0

dE1 g(E1)

E0∫
0

dE2 g(E2) f32(E1, E2)

E0∫
0

dE3 g(E3)

E0∫
0

dE4 ×

× g(E4) f12(E3, E4)
{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E1−E2+E3−E4

,

J8(E0, x) =

E0∫
0

dE1 g(E1)

E0∫
0

dE2 g(E2) f32(E1, E2)

E0∫
0

dE3 g(E3)

E0∫
0

dE4 ×

× g(E4) f22(E3, E4)
{
g(E ′)φ0(E

′, x)
}∣∣∣

E′=E0+E1−E2+E3−E4

.

(М.34)
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C. Saccá, Bremsstrahlung emission during α-decay of 226Ra Mod. Phys. Lett.

A23 (31), 2651–2663 (2008).

4. G. Giardina, G. Fazio, G. Mandaglio, M. Manganaro, C. Saccá, N. V. Eremin,
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