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1. Вступ

Маса ядра MNuclc
2 менша за сумарну масу усiх протонiв та нейтронiв

MNuclc
2 < Z ·mPc

2 +N ·mNc
2.

Ця рiзниця є енергiя зв’язку

E(Z,N) = Z ·mPc
2 +N ·mNc

2 −MNuclc
2.



Енергiя зв’язку на нуклон
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Формула Вайцзеккера для енергiї зв’язку

B = avA + asA
2/3 + ac

Z2

A1/3
+ asym

(N − Z)2

A
−















34A−3/4 for even− even

0 for odd

−34A−3/4 for odd− odd

.

тут av = −15.75 MeV, as = 17.8 MeV, ac = 0.71 MeV and asym = 23.7 MeV.
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Краплинна модель



Краплинна модель подiлу.

R(θ) = R0λ(β2, β4) [1 + β2Y20(θ) + β4Y40(θ)] .

Об’єм та кiлькiсть частинок зберiгається при деформацiї ядра, тому

4πR3
0

3
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3

πw

0

sin(θ) dθ [R(θ)]3 =
4πR3

0

3
(λ(β2, β4))

3
πw

0

sin(θ) dθ [1 + β2Y20(θ) + β4Y40(θ)]
3 .

Умова для λ(β2, β4) є

λ(β2, β4) =

{

πw

0

sin(θ) dθ [1 + β2Y20(θ) + β4Y40(θ)]
3

}−1/3

.

Якщо ми врахуємо β2
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2 у поверхневої та кулонiвської енергiях то

Esurf

bsA1/3
= 1 +

(

1

2π

)

β2
2 +

(

1

42

√
5

π3/2

)

β3
2,

Ecoul

3
5
e2Z2

R0

= 1−
(

1

4 π

)

β2
2 −

(

1

42

√
5

π3/2

)

β3
2 .



Edef = Esurf + Ecoul =

= bsA
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Параметр подiльностi
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де R0 = r0A
1/3 ≈ 1.2A1/3fm, Bs ≈ 17− 19MeV .
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Поверхнева енергiя:
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Кулонiвська енергiя
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238U: Залежнiсть вiд ступеню n, βn2 кулонiвської та поверхневої енергiї.



Залежнiсть кулонiвської та поверхневої енергiй вiд параметра деформацiї
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2. Потенцiал Вудса-Саксона





Форми ядра в основному станi i в седловой точцi



Розглянемо для простоти рiвняння Шредiнгера для протона в ядрi з Z протонами

[− ~
2

2m
∇2 + V ]Ψ = EΨ

де

V = VCoul(r) + VCR(r) + VSR(r)~
2(~S~L),

VCoul(r) =







(Z−1)e2

r , r ≥ RCoul,
(Z−1)e2

RCoul

[

3
2 − r2

2R2
Coul

]

, r ≥ RCoul,

є кулонiвська енергiя,

VCR(r) =
V0

1 + exp ((r −RC)/dC)
, VLS(r) =

d

dr

VSR
1 + exp ((r −RSR)/dSR)

.

є центральний та спин-обертальний потенцiал.
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Рiвняння Шредiнгера:

[− ~
2

2m
∇2 + V ]Ψ = EΨ

Повна хвильова функцiя

Ψ =
ψjℓ(r)

r
Ylm(Ω)ξs.

Подiл змiнних, що з’являються в повному рiвняннi Шредiнгера, призводить до звичай-

ного радiального рiвняння для кожного значення орбiтального та загального кутового мо-

менту ℓ and j
{

− d2

dr2
− ℓ(ℓ + 1)

r2
+
k2

E
[E − (VCoul(r) + VCR(r) + iWCI(r))

−(VSR(r) + iWSR(r))~
2(j(j + 1)− ℓ(ℓ + 1)− s(s + 1))/2]

}

ψjℓ = 0

де k = (2mE/~2)1/2.



Це рiвняння можна записати у виглядi

d2

dr2
ψ(r) = A(r)ψ(r).

Вводимо допомiжну функцiю

ζ(r) = ψ(r)− h2

12
A(r)ψ(r),

де h - крок алгоритму кiнцевих рiзниць. Для функцiї ζ iснує алгоритм Нумерова, заснова-

ний на формулi скiнченної рiзницi для трьох послiдовних точок на сiтцi з кроком h,

ζi+1(ri+1) =

[

2 +
h2Ai

1− (h2/12)Ai

]

ζi(ri)− ζi−1(ri−1).

Граничнi умови для r = 0 є ψ(r) = 0.

Асимптотика для r → ∞ для зв’язаних рiвнiв E < 0 є ψ(r) ∼ exp [−
√

−2mE/~2r].

Асимптотита для r → ∞ для квазiстацiонарних рiвнiв E > 0 є

ψ(r) ∼ sin [
√

2mE/~2r + δℓ − ℓπ/2], де δℓ - фаза розсiяння.



Борис Васильович Нумеров [29 сiчня 1891 - 13 вересня 1941] був росiйським астрономом,

землевпорядником та геофiзиком.



Якщо оцiнити одночастинну енергiю Ei i пiдсумувати всi енергiї, то енергiя

Etot =

iF
∑

i

Ei.

не збiгається до енергiї зв’язку ядер, тому що потенцiал не є самоузгодженим.

Зауважимо, що енергiю зв’язування можна оцiнити в рамках наближення Хартрi-Фока

з високою точнiстю. Однак наближення Хартрi-Фока є досить складним.

Однак безлiч рiзноманiтних величин:

- рiвнi частинки,

- бар’єри дiлення, перiод напiврозпаду подiлу,

- енергiї зв’язування (використовуючи пiдхiд до корекцiї оболонки)

- рiзнi параметри динамiки,

- енергiї одночастинкових i збуджених станiв

може бути оцiнена в простому наближеннi Вудса-Саксона з високою точнiстю.

Отже, наближення Вудса-Саксона є досить простим i корисним!



3. Теорiя оболонкових поправок Струтинського

Вiлен Митрофанович Струтинський запровадив пiдхiд до виправлення оболонок у 1965-

1968 рр.

(16 жовтня 1929 р., Данилова Балка, Кiровоградський район, Україна - 28 червня 1993 р.,

Рома, Iталiя)

Член-кореспондент НАНУ, начальник вiддiлу теоретичної ядерної фiзики в IЯД, Київ.



.



.



Головна думка: Як ми це вказували

Etot =

iF
∑

i

Ei.

не спiвпадає з енергiєю зв’язку ядер, тому що потенцiал не є самоузгодженим,

але ми вважаємо

Etot =
∑iF

i Ẽi +
[

∑iF
i Ei −

∑iF
i Ẽi

]

⇓ substitution ⇓
= +

[

∑iF
i Ei −

∑ĩF
i Ẽi

]

= + δE.

Вiдмiтимо, що в цiлому досить точна.
∑

Ẽi - енергiя, яка оцiнюється за допомогою плавних одночастинних енергiй, усереднених

за енергiєю.



Густина одночастинних рiвнiв щiльнiсть

g(E) =
∑

i

δ(E − Ei)

дає одночастинну енергiю, Ei. В цьому випадку
∑

i

Ei =
w
dE ().

Плавна одночастинна енергiя, Ẽ задається середньою щiльнiстю рiвня однiєї частинки,

g̃(ǫ), отриманою вiд g(E), складанням з розгладженням функцiя f(x):

g̃(E) =
1

γ

+∞w

−∞
dE ′ g(E ′)f

(

E − E ′

γ

)

=
1

γ

∑

i

f

(

E − Ei

γ

)

,

де γ ∼ (1 ÷ 2)~Ω = (1 ÷ 2)EFA
1/3 - параметр усереднення, близький до вiдстанi мiж

оболонками 8 ÷ 10 МеВ. Отже, усереднення вiдбувається як через зв’язанi одночастинки,

так i над континуумом одночастинок позитивної енергiї. Тому

δE =

iF
∑

i

Ei −
λ̃w

−∞
dE g̃(E) E,



де λ̃ - згладжений рiвень Фермi, визначений за допомогою рiвняння числа частинок:

N =

λ̃w

−∞
dE g̃(E).



Функцiя складання f(x) може бути записана як добуток

f(x) = ω(x)Pp(x),

де

ω(x) = π−1/2exp(−x2)

є функцiєю зважування i

Pm(x) =

m
∑

k=0,2,...

(−1)k/2

2k(k/2)!
Hk(x)

- так званий полiном виправлення кривизниm й порядку (типовi значення полiномiального

порядку складають m = 6, 8).



Згладжена одночастинна енергiя може бути виражена у виглядi:

Ẽ =

λ̃w

−∞
E g̃(E)dE =

∑

i

Eiñi + γ
dẼ

dγ
,

е згладжений розподiл заселення нуклонiв

ñi =
1

γ

λ̃w

−∞
dE f

(

E − Ei

γ

)

.

Оскiльки значення Ẽ не повинно залежати вiд дiапазону згладжування γ (анi вiд порядку

корекцiї кривизни m), другий доданок повинен бути рiвним нулю, тобто

dẼ

dγ
= 0 and

dẼ

dm
= 0.

Якщо умова плато не виконується, метод усереднення Струтинського не дає однозначного

результату.

Як правило, метод оболонкової поправки Струтинського (або точнiсть плато) становить ∼
0,5 МеВ у дуже важких ядрах i ∼ 1,5 МеВ у легких та середнiх ядрах. Однак часто такої

точностi достатньо. Вибiр γ i m на практицi визначає як вiдповiднi значення, де функцiї

Ẽ(γ) ≃ i Ẽ(m) ≃ constant.



10 15 20 25 30 35 40
γ     [MeV]

-20

-16

-12

-8

-4
δE

n(γ
) 

   
 [

M
eV

]

p =  6
p =  8
p = 10
p = 12
p = 14
W-K

Залежнiсть оболонкової поправки вiд параметра усереднення γ та порядку полiнома ви-

правлення кривизни p.



Shell features δEshell =
∑iF

i Ei −
r λ̃
−∞ dE g̃(E) E.

EF

energy level
delsity is higher 
than average 

System stability is 
less than average
shell correction 
Eshell > 0

EF

energy level
delsity is lower 
than average 

System stability is 
higher than average
shell correction 
Eshell < 0



Найвище значення корекцiї оболонки - δEshell = −13÷−14 МеВ, оцiнене для основного

стану 208 Pb.

Для порiвняння, енергiя зв’язку 208 Pb - -1636 МеВ.

Метод оболонки поправки був надзвичайно корисним.

За допомогою цього методу було побудовано масовi формули з надзвичайно високою точнiстю

Аксiальнi деформацiї:

R(θ) = R0[1 + β2Y20(θ) + β4Y40(θ)],

Y20(θ) =

√

5

16π
(3 cos 2θ − 1),

Y40(θ) =
9

256
√
π
(35 cos 4θ − 30 cos 2θ + 3).
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Неаксiальнi деформацiї:

R(θ, ϕ) = R0[1 + β2Y20(θ) + β22(Y22(θ, ϕ) + Y2−2(θ, ϕ))],

Y22(θ, ϕ) =

√

3 · 5
32π

sin 2θe2iφ,

Y2−2(θ, ϕ) =

√

3 · 5
32π

sin 2θe−2iφ.

Бета-коливання β2 = β20 + βt20 cos(ω
t
β), ωβ - частота бета-коливань.

Класичний гамiльтонiан - це

H =
Mβ

2

(

dβt20 cosωβt

dt

)2

+
Cβ
2

(

βt20 cosωβt
)2
.

Якщоβ22 = β0
22 + βt22 cosωγt - гамма-коливання, ωγ є частота гама-вiбрацiй.

Класичний Гамiльтониан

H =
Mγ

2

(

dβt22 cosωγt

dt

)2

+
Cγ
2

(

βt22 cosωγt
)2
.
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Аксiальнi дзеркально-асиметрична деформацiя (грушоподiбна)

R(θ) = R0[1 + β2Y20(θ) + β3Y30(θ)],

Y30(θ) =

√

7

64π
(5 cos 2θ − 3) cos θ.

 b
2
=0.30, b

3
=0.20

 b
2
=-0.30, b

3
=0.22

 b
2
=0.30, b

3
=-0.18



Неаксiальна дзеркально-асиметрична деформацiя (банановая)

R(θ) = R0[1 + β2Y20(θ) + β3Y30(θ) + β31(Y31(θ, ϕ)− Y3−1(θ, ϕ))],

Y31(θ) = −
√

3 · 7
16π

(5 cos 2θ − 1) sin θeiφ,

Y3−1(θ) =

√

3 · 7
16π

(5 cos 2θ − 1) sin θe−iφ.

R. R. Chasman, Physics Letters B, Volume 266, Issues 3-4, 29 August 1991, Pages 243-248.

Вивчено вплив деформацiй Y3±1(θ, ϕ) на енергетичну поверхню нуклiдiв в областi A =

190. Знайдено багато нуклiдiв iз супердеформованими та гiпердеформованими мiнiмумами.

Стани, пов’язанi з цiми мiнiмумами, виявляються поблизу моменту в I = 40.



Iснують рiзнi бiльш точнi пiдходи до опису атомних мас

• Thomas-Fermi + Strutinsky Shell Corrections

• Extended Thomas-Fermi + Strutinsky Shell Corrections

• Hartree-Fock and Hartree-Fock-Bogoliubov

• Relativistic Mean Field Theory



7. Дiлення ядра.

Роздiлення на два фрагменти, енергетичний стан:

Released Energy at Fission = E(Z,N)− E(Z1, N1)− E(Z2, N2).

Дiя:

A(E) = (2/~)

bw

a

√

2µ(s)(V(s)− E)ds,

де s э траєкторiя подiлу у просторi β2, β3, ..., βℓ, µ =
∑

ℓ,ℓ′Bℓ,ℓ′
dβℓ
ds

dβℓ′
ds . Коефiцiєнт проник-

нення:

T (E) = 1/{1 + exp[A(E)]}

Кiлькiсть зiткнень ядра з бар’єром подiлу в одиницю часу ω0/(2π):

νsf =
2π ln 2

ω0
,

де Ezp = 0.5~ω0 ≈ 0.7 MeV.

Перiод напiврозпаду:

tsf(E) = νsf/T (E)



V(q)

q

E

Fission Barrier: impotance of dimensionality and symmetries 





Bimodal fission

 







Fission fragment modes
Data - F. Vives et al, Nucl. Phys. A662 (2000) 63;      Lines - Model calculations

Ysym(A) =
1√
πσ

exp

[

−
(

A−A0/2
σ

)2
]

; Yasym(A) =
1√
πσ

exp

[

−(A−Aaσ )
2
]

+
1√
πσ

exp

[

−
(

A−(A0−Aa)
σ

)2
]



Fission isomers

Rotational structure of fissionisomers



Ternary fission: 1event for few handrents of binary fission events
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Дякую за увагу!


