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Вступ

Ядро з квадрупольними i октупольними деформацiями

R(θ) = R0[1 + β2Y20(θ) + β3Y30(θ)]

де

Y20(θ) = (5/(16π))1/2[3 cos(θ)2 − 1]

Y30(θ) = (7/(16π))1/2[5 cos(θ)2 − 3] cos(θ)

R0 = 10, β2 = 0.3, β3 = 0.2, R0 = 10, β2 = 0.3, β3 = −0.2
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NH3

Аммиачнiй мазер

(Microwave amplification by stimulated emission of radiation MASER

Мiкрохвильове посилення стимульованим випромiнюванням випромiнювання )



1. Енергiя обертальних рiвнiв парних-парних ядер з квадрупольними i октупольними

деформацiями

1. Вiдстань вiд центру деформованого ядра до його поверхнi в напрямку полярного кута θ, φ у

лабораторнiй системi координат x, y, z визначається виразом

R(θ, φ) = R0(1 +
∑

ℓν

αℓνYℓν(θ, φ)),

де R0 є радiус та αℓν це параметри деформацiї ядра. Введемо власну систему координат, починаючи з

центру мас ядра i осей ξ, η, ζ спрямованi вздовж головних осей iнерцiї ядра, орiєнтацiя якого щодо осей

x, y, z визначається кутами θ = (θ1, θ2, θ3).

Далi ми припускаємо, що ядра твердi до неосьових деформацiй поверхнi ядра. Тобто ми розглядаємо

тiльки осе-симетричнi деформацiї поверхнi. В цьому випадку

αℓν = βℓD
ℓ
0µ(θ),

де βℓ є парамете деформацiї у власной системi, якi мают значення у −∞ < βℓ < ∞ для непарних ℓ и

0 ≤ βℓ <∞ для парних ℓ, Dℓ
0µ(θ) є функцiя Вiгнера.



Зауважимо, що в розглянутих ядрах дипольна деформацiя β1 забезпечує нерухомiсть центру ваги

ядра при змiнi деформацiй бiльшої багатополярностi i збiгу центрiв ваги ядер з протилежними значеннями

октупольної деформацiї −β3 i β3. В ядрах с квадрупольною i октупольною деформацiями величина

дипольної деформацiї повинна бути дорiвнює

β1 = −9

2

(

3

35π

)
1
2

β2β3.

Величина дипольної деформацiї має менше значення, нiж квадрупольна i октупольна. Величина

деформацiй вищої багатополярностi (βℓ, ℓ ≥ 4), Як правило, менше величини квадрупольних i октупольних

деформацiй. Тому нижче ми припускаємо, що властивостi ядра визначаються тiльки поверхнями

квадрупольних i октупольних деформацiй , а дипольнi деформацiї, пов’язанi з β2 i β3, i деформацiї

високої багатополярностi (βℓ, ℓ ≥ 4) не впливають на властивостi ядра



У випадку осьово-симетричного ядра, момент iнерцiї ядра в обертання навколо осi симетрiї ядра ζ

дорiвнює нулю, а рiвнi з K 6= 0 лежать нескiнченно високо (K - проекцiя спiна на вiсь ζ). Так Ми

обмежимося розглядом коливально-обертальних стану ядра з K = 0. textcolor red Гамiльтонiан, що

визначає цi стани i враховуючи всi нашi припущення, має вигляд

Ĥ = −
∑

ℓ=2,3

~
2

2Bℓ
β−3
ℓ

d

dβℓ
β3
ℓ

d

dβℓ
+

~
2Î2

6(B2β2
2 + 2B3β2

3)
+ V0(β2, β3)

де Bℓ - параметри маси, Î - оператор спiна ядра в одиниць ~, V0(β2, β3) - потенцiйна енергiя. Цей

Гамiльтонiан - це природне узагальнення дослiджуваних гамiльтонiанiв Давидова i Давидова-Чабана,

якi враховують лише один ступiнь свободи: або β2 або β3.



Розв’язання рiвняння Шредiнгера

ĤΦI(βℓ, θ) = EIΦI(βℓ, θ)

є

ΦI(βℓ, θ) = (β2β3)
−1

2Ψ±
I (β2, β3)|IM0,± > .

де функцiя |IM0,± > описує обертання осьово-симетричної ядра з проекцiєю M спина на вiсь z та

K = 0.

У загальному випадку K = 0, 2, 4, ... цi функцiї є

|IMK,± >=

(

2I + 1

16π2(1 + δK0)

)1/2

(DI
KM(θ)± (−1)IDI

−KM(θ)).

Бачимо, що |IM0,+ >6= 0 при I = 0, 2, 4, ... and |IM0,− >6= 0 при I = 1, 3, 5, ... .

Пiдмiнюючи ΦI(βℓ, θ) = (β2β3)
−1

2Ψ±
I (β2, β3)|IM0,± > отримуємо Ψ±

I (β2, β3)
[

− ~
2

2B2

d2

dβ2
2

− ~
2

2B3

d2

dβ2
3

+
~
2I(I + 1)

6(B2β2
2 + 2B3β2

3)
+ V (β2, β3)− EI

]

Ψ±
I (β2, β3) = 0,

де

V (β2, β3) = V0(β2, β3) +
3~2

8

(

1

B2β2
2

+
1

B3β2
3

)

.

Зручно переходити до полярних координат σ i ε та вводити позначення

β2 = σ

(

B

B2

)
1
2

cos ε, β3 = σ

(

B

B3

)
1
2

sin ε, B =
1

2
(B2 +B3).



Полярнi координати визначаються в дiапазонi 0 ≤ σ <∞,−π/2 ≤ ε ≤ π/2. Гамiльтонiан
[

− ~
2

2B

(

d2

dσ2
+ σ−1 d

dσ
− σ−2 d

2

dε2

)

+
~
2I(I + 1)

6BF(ε)σ2

+V (σ, ε)− E±
I

]

Ψ±
I (σ, ε) = 0, (1)

де F(ε) = 1 + (sin ε)2. Як зазначалося ранiше, в ядрах є два мiнiмуми з октупольною деформацiєю

потенцiйна енергiя, що вiдповiдає двом дзеркально-симетричним октупольнi форми. Цi мiнiмуми

потенцiйної енергiї визначаються координати (β0
2 , β

0
3) и (β0

2 ,−β0
3) or (σ0, ε0) и (σ0,−ε0) . Загалом

випадок, потенцiйне розкладання енергiї в степенях змiщення з одного з цi положення рiвноваги можуть

мiстити члени (σ − σ0)(ε± ε0). Для простоти навколо мiнiмуму σ0,±ε we take

V (σ, ε) = V1(σ) +
Cε
2σ2

(τ±ε )
2.

де τ±ε = ε∓ ε0. Потiм змiннi вiдокремлюються i Ψ±
I (σ, ε) подiляються на фактори:

Ψ±
I (σ, ε) = (2σ)−

1
2ψ±

I (σ)(χν(τ
+
ε )± χν(τ

−
ε )),

де χν(τ ) є коливальна функцiя, що задовольняє рiвняння
[

− ~
2

2B

d2

dε2
+
Cε
2
(ε∓ ε0)

2

]

χν(τ
±
ε ) = ~ωε(ν +

1

2
)χν(τ

±
ε )

з частотою ωε = (Cε/B)1/2 и ν = 0, 1, 2, .... Звернiть увагу, що тунелювання викликає розщеплення

коливальнi рiвнi.

Функцiї ψ±
I (σ) задовольняють рiвнянню

[

− ~
2

2B

d2

dσ2
+W±

Iν(σ)− E±
I

]

ψ±
I (σ) = 0.



де потенцiйна енергiя є

W±
Iν(σ) =

~
2I(I + 1)

6BF0σ2
+

Eν ∓ δν
σ2

− ~
2

8Bσ2
+ V1(σ)

=
~
2I(I + 1)

6BF0σ2
+

~ωεν ∓ δν
σ2

+W±
00(σ) (2)

Величина 2δν є розщеплення подвiйно виродженого ν-го рiвня, aє результатом тунельного переходу мiж

ядерними формами з протилежними значеннями октупольної деформацiї або, як наслiдок цього мiж

ε0 и −ε0.
Ми пропонуємо

W±
00(σ) =

Cσ
2

(

σ20
σ

− σ

)2

.

Такий вибiр потенцiйної енергiї з малими вiдхиленнями вiд рiвноважних значень задається звичайним

осциляторним потенцiалом i є достатнiм реалiстичним наближенням для великих вiдхилень вiд рiвноважного

значення. За допомогою цього вибору рiвняння потенцiйної енергiї вирiшується аналiтично.

ρ =
σ

σ00
, σ200 =

~

(BCσ)
1
2

, µ =
σ00
σ0
,

ωσ =

(

Cσ
B

)
1
2

, E±
I = ~ωσ(K±

Iν − µ−2)

ми зводимо рiвняння для ψ±
I (ρ) до виду

[

− d2

dρ2
+
A±
Iν

ρ2
+ ρ2 − 2K±

Iν

]

ψ±
I (ρ) = 0,



де

A±
Iν = ∆±

ν +
I(I + 1)

3
.

Тут параметр

∆±
ν = µ−4 + 2(~ωεν ∓ δν)(σ

2
0µ

2
~ωσ)

−1,

якi для рiзних рiвнiв паритету матимуть рiзне значення. Це призведе до того, що вiдстань мiж рiвнями

однакового паритету буде змiнюватися вiдповiдно до iншого закону на парних i непарних смугах.

Зауважте, що ∆+
ν + ∆−

ν > 0.

Функцiї ψ±(ρ), яка задовольняє умову нормалiзацiї
∫ ∞

0

[

ψ±(ρ)
]2
dρ = 1

i граничнiм умовам ψ±(0) = 0 и ψ±(∞) = 0, take the form

ψ±(ρ)nIν =

(

2n!

σ00Γ(n + s±Iν +
1
2)

)
1
2

ρs
±
Iν exp

(

−ρ
2

2

)

L
s±
Iν
−1

2
n (ρ2).

Де Γ(x) - гамма функция, Lαn(z) - є полiноми Легера , n = 0, 1, 2, ....

s±Iν =
1

2
(1 + (1 + 4A±

Iν))
1
2

Якщо ми встановимо енергiю основного стану ядра на нуль, тодi енергiя збуджених рiвнiв визначається



виразом

E±∗
nIν = E±

nIν − E+
000 = ~ωσ

{

2n +
1

2

[

1 + 4(∆±
ν +

I(I + 1)

3
)

]
1
2

− 1

2

[

1 + 4∆+
0 )
]
1
2

}

.

Де параметр

∆±
ν = µ−4 + 2(~ωεν ∓ δν)(σ

2
0µ

2
~ωσ)

−1,

для ν залежить вiд м’якостi ядра µ, i вiд величини розщеплення коливальних рiвнiв 2δν, спричиненими

тунельними переходами мiж дзеркально-симетричними формами ядра. Параметр µ визначає м’якiсть

ядра щодо деформацiйних вiбрацiї. Значення µ = 0 вiдповiдає жорсткому ротатору. Якщо µ ≥ 0, 3,

тодi це означає, що ядро м’яке i при обертаннi воно помiтно розтягується пiд дiєю вiдцентрових сил i

збiльшення моменту iнерцiї ядра призводить до зменшення енергiї в порiвняннi з енергiями жорсткого

ротатора.



Для опису збуджених рiвнiв основної смуги обертання n = ν = 0. Тодi вираз для енергiя збуджених

рiвнiв є спрощений:

E±∗
0I0 = ~ω̃

(

√

d± + I(I + 1)−
√
d+
)

(3)

а рiвнi енергiї парних i непарних смуг визначаються 3 параметрами ~ω̃, d+ и d−, якi зв’язанi з ~ωσ

and ∆±
0 by ~ω̃ = ~ωσ/

√
3F0 и d± = 3F0(1 + 4∆±

0 )/4. Параметри ~ω̃, d+ и d− можна легко знайти, див.

таблицю.



Параметри ~ω̃ и d± для парно-парних ядер [?].

Ядро ~ω̃ [кэВ] d+ d−

144Ba 275.7 17.58 36.67

146Ba 240.4 9.516 28.63

146Ce 259.3 4.955 17.33

146Nd 322.2 1.339 6.640

148Nd 263.1 3.165 13.87

150Nd 312.5 65.76 110.3

150Sm 319.0 12.13 26.23

220Rn 118.8 0.053 26.41

222Rn 113.0 0.562 32.02

218Ra 203.9 0.889 5.561

220Ra 198.1 20.84 22.63

222Ra 94.01 2.854 15.20

224Ra 182.8 46.70 56.08

226Ra 210.3 101.1 115.3

228Ra 133.4 29.71 78.25

220Th 207.5 0.879 0.879

222Th 241.0 42.50 50.05

224Th 236.3 77.69 86.27

226Th 249.6 129.3 141.4

228Th 201.5 98.83 125.8



218
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0 G.S.
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739.6

1143.0

1548.4

1954.7

2361.5

2768.5

3175.7

МВБ

364

741

1133

1537

1955

2387

2833

Эксп.

389.1

742.0

1123.0

1548.0

1963.0

2391.0

2826.0

3286.0

1

3
5
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21
Эксп.

793.0
1039.0

1342.0

1695.0

2110.0

2528.0

2968.0

3391.0

3797.0

4260.0
МВБ

993

1357

1734

2125

2529

2948

3379

368.4

662.2

1023.6

1407.5

1800.8

2199.0

2600.0

3002.7

3406.5

3811.1

4216.3

Експериментальнi та розрахованi в моделi взаємодiючих бозонiв (IBM) i нашiй моделi, обертальнi

рiвнi 218Ra.
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1280.9

1680.5
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2533.1

2976.1

3426.4

3882.0

4341.8

4804.9

Експериментальний та рiвнi, розрахованi в нашiй моделi 222Th.



Table

Експериментальний та рiвнi, розрахованi в нашiй моделi .

(Значення у keV.)

Nucleus 220Ra [3] 224Ra [4]

Spin I = 2n I = 2n− 1 I = 2n I = 2n− 1

n Eexp
I Etheor

I Eexp
I Etheor

I Eexp
I Etheor

I Eexp
I Etheor

I

1 178 122 634 79 84 78 216 144

2 409 362 872 261 251 244 290 259

3 687 666 1162 533 479 473 433 446

4 1000 1004 1495 852 755 743 641 686

5 1341 1362 1862 1198 1067 1039 906 960

6 1710 1730 2260 1559 1413 1354 1221 1258

7 2103 2106 2687 1930 1680 1569 1572

8 2520 2486 2306 2015 1897

9 2959 2869 2687 2355 2230



Nucleus 226Th [6] 228Th [6]

Spin I = 2n I = 2n− 1 I = 2n I = 2n− 1

n Eexp
I Etheor

I Eexp
I Etheor

I Eexp
I Etheor

I Eexp
I Etheor

I

1 72 65 230 150 58 60 328 274

2 227 212 308 253 187 193 396 362

3 448 429 451 429 378 388 519 512

4 722 703 658 668 623 630 696 713

5 1040 1023 923 958 912 909 921 957

6 1395 1377 1238 1289 1239 1213 1190 1232

7 1781 1759 1596 1650 1600 1538 1497 1532

8 2196 2162 1989 2036 1877 1850

9 2635 2580 2413 2441 2227 2184



Обертальнi енергетичнi рiвнi непарних ядер с квадрупольнi та октупольнi деформацiї .

1. У випадку осьово-симетричного непарного ядра важливу роль вiдiграє взаємодiя Корiолiса, що

описує взаємодiю неспареного нуклона з деформованим парно-парним ядром

Ĥc = − ~
2(Î+ĵ− + Î−ĵ+)

6(B2β2
2 + 2B3β2

3)
,

де Bℓ є масовий параметр, Î и ĵ є операторами спiнiв ядра та непарного нуклона в одиницях ~,

вiдповiдно,

Î± = Îξ ± Îη, ĵ± = ĵξ ± ĵη.

Ми обмежуємося розглядом коливальних ядерних станiв, що обертаються, якi визначаються гамiльтонiаном

Ĥ = −
∑

ℓ=2,3

~
2

2Bℓ
β−3
ℓ

d

dβℓ
β3
ℓ

d

dβℓ
+

~
2(Î2 − Î2ζ )

6(B2β2
2 + 2B3β2

3)
+ Ĥc + V0(β2, β3),

де V0(β2, β3) є потенцiйна енергiя .

Розв’язання рiвняння Шредiнгера

ĤΦI(βℓ, θ) = EIΦI(βℓ, θ)

є

ΦI(βℓ, θ) = (β2β3)
−1

2Ψ±
I (β2, β3)|IM0,± > .



де Ψ±
I (β2, β3) = ±Ψ±

I (β2,−β3) є функцiя, яка описує кор, M и K - проекцiї спiна кора на вiсь z i ζ

вiдповiдно,

|IMK,± >=

(

2I + 1

16π2(1 + δK0)

)1/2

(DI
KM(θ)χK ± (−1)I+KDI

−KM(θ)χ−K),

χK - хвильова функцiя неспареного нуклона з проекцiєю загального кутового моментуK на вiсь симетрiї

ядра ζ.

Форма хвильової функцiї обумовлена властивостями симетрiї ядра. Форму кора ядра можна розглядати

як парно-парне ядро з квадрупольною та октупольної деформацiєю, парнiсть якого визначається симетрiєю

щодо замiщення β3 → −β3, таким чином функцiя Ψ+ описує парний стан ядра, тодi як Ψ− - непарний.

Тодi парнiсть станiв цiлого ядра дорiвнює добутку парностi ядра Ψ+ або Ψ− i парностi стану χK

непарного нуклона. Iндекс ± повної функцiї Φ± означає лише симетрiю функцiй щодо перетворення

β3 → −β3, а не паритет π. Припускаємо, що зi збiльшенням кутового моменту квантовий стан

неспареного нуклона не змiнюється.

Рiвняння для Ψ±
I (β2, β3) має вигляд

[

− ~
2

2B2

d2

dβ2
2

− ~
2

2B3

d2

dβ2
3

+
~
2f(I,K,±)

6(B2β2
2 + 2B3β2

3)
+ V (β2, β3)− EI

]

Ψ±
I (β2, β3) = 0,

де

V (β2, β3) = V0(β2, β3) +
3~2

8

(

1

B2β2
2

+
1

B3β2
3

)

, f(I,K,±) = I(I + 1)−K2 ± δK,1/2a(−1)I+
1
2 ,

a = − < χK|ĵ+|χ−K > - параметр розв’язання, δK,1
2
= 1 for K = 1

2
и δK,1

2
= 0 for K 6= 1

2
.



Звернiть увагу, що рiвняння, що описує парнi непарнi ядра, вiдрiзняється вiд вiдповiдного рiвняння,

що описує парно-парнi ядра, замiнивши I(I+1) на функцiю f(i, k,±). Потiм, використовуючи результати

для парно-парних ядер, отримуємо такий вираз для енергiї збуджених станiв ядра

E±∗
nIπKν = E±

nIπ
0
Kν

− Eπ0

0Iπ
0
K00

= ~ωσ

{

2n +
1

2

[

1 + 4

(

∆±
ν +

f(I,K,±)

3

)]
1
2

− 1

2

[

1 + 4

(

∆π0

0 +
f(I0, K, π

0)

3

)]
1
2

}

де π0 є парнiсть стану.

Використовуючи тi самi позначення, що i у випадку парно-парних ядер, ми спрощуємо рiвняння для

основної смуги n = ν = 0

E±∗
0I0 = ~ω̃

(

√

d± + f(I,K,±)−
√

d+ + f(I0, K,+)
)

, (4)

де

f(I,K,±) = I(I + 1)−K2 ± δK,1/2a(−1)I+
1
2 .

З цих рiвнянь випливає, що дляK 6= 1
2
основнi парнi та непарнi смуги визначаються трьома параметрами

~ω̃, d± i для K = 1
2

- чотири параметри, тому для ядер зi спiном неспареного нуклона 1
2

вам потрiбно

знати параметр розв’язання a.



Таблица Експериментальнi та теоретичнi значення рiвнiв енергiї.

Основнi стани: 219Ac 9

2

−
, 223Th 5

2

+
. (Значення енергiй в keV.)

Ядро 219Ac 223Th

even odd even odd

I Eexp
I Etheor

I Eexp
I Etheor

I Eexp
I Etheor

I Eexp
I Etheor

I

5/2 0 0 38

7/2 51 57 95

9/2 107 0 0 119 130 180 168

11/2 197 341 274 212 218 243 255

13/2 577 474 355 367 320 321 324 357

15/2 569 658 652 429 437 412 472

17/2 867 854 714 748 569 566 548 601

19/2 965 950 1017 1037 706 707 657 742

21/2 1183 1239 1116 1134 858 860 838 894

23/2 1301 1336 1414 1425 1021 1024 1179 1057

25/2 1547 1628 1551 1527 1185 1198 1313 1230

27/2 1696 1725 1813 1816 1370 1381 1558 1412

29/2 1959 2019 2023 1914 1551 1573 1658 1603

31/2 2149 2117 2245 2209 1756 1772 1701 1802

33/2 1951 1979



Таблица Експериментальнi та теоретичнi значення рiвнiв енергiї.

Основнi стани: 225Th 3

2

+
(Значення енергiй в keV.)

Ядро 225Th

even odd

I Eexp

I Etheor
I Eexp

I Etheor
I

3/2 0 0 8

5/2 31 35 43

7/2 68 83 91

9/2 135 144 152

11/2 187 219 254 227

13/2 303 307 326 315

15/2 370 408 433 416

17/2 530 521 520 529

19/2 615 647 668 655

21/2 807 784 769 792

23/2 911 933 957 941

25/2 1127 1093 1072 1101

27/2 1250 1264 1291 1272

29/2 1485 1445 1426 1452

31/2 1631 1637 1658 1644

33/2 1870 1838 1824 1845

35/2 2047 2048 2057 2056

37/2 2268 2259 2275

39/2 2494 2495



3. Електричнi дипольнi переходи в октупольних ядрах деформацiя i поляризацiйний

електричний дипольний момент

1. В ядрах з октупольної деформацiєю або з будь-якою iншою деформацiєю, описуваної непарним

полiномом Лежандра, дзеркальна симетрiя порушується щодо площини, перпендикулярної осi симетрiї

ядра. Проте дзеркальна симетрiя вiдновлюється в результатi квантово-механiчних тунельних переходiв

мiж формами сердечникiв з протилежними значеннями октупольної деформацiї. Через тунельний

перехiд мiж формами ядра з протилежними значеннями октупольної деформацiї хвильова функцiя

ядра повинна бути записана у виглядi ϕ(β3) и ϕ(−β3), де вiдповiднi форми S и S′, з протилежними

значеннями октупольної деформацiї. З дзеркальної симетрiї форм s i S′ є

|± >= 2−1/2 [ϕ(β3)± ϕ(−β3)].

Основний стан парно-парного ядра i парної обертальної смуги будується на хвильової функцiї |+ >,

а перший збуджений непарний стан i непарна смуга будуються на хвильової функцiї |− >. Електричнi

дипольнi переходи, що спостерiгаються в експериментi, вiдбуваються мiж обертальними рiвнями, побудованими

на станах |+ > i |− >. Цi дипольнi переходи пов’язанi з ПЕДМ

D =

√

4

3π
| < +|1

2
(1− τz) r Y10(θ, φ)|− > | =

=

√

4

3π
| < −|1

2
(1− τz) r Y10(θ, φ)|+ > |,



NH3



ПЕДМ можна розрахувати в ядрi з формою s або S′

D =
√

4
3π

| < ϕ(β3)|12(1− τz) r Y10(θφ)|ϕ(−β3) > | =
√

4
3π

∫

S dV ρP r Y10(θφ)

=
√

4
3π | < ϕ(β3)|12(1− τz) r Y10(θφ)|ϕ(−β3) > | =

√

4
3π

∫

S′ dV ρP r Y10(θφ).

Тут τz = 1 для протонiв i τz = −1 для нейтронiв, ρP - густина протонiв в ядрi.

Представлення ПЕДМ у формi iнтеграла за обсягом ядра з формою S або S′ дозволить нам використовувати

макроскопiчну модель, так як густина протонiв можна замiнити макроскопiчної величиною. Замiнимо

мiкроскопiчну густина на макроскопiчну величину i для визначеностi виконаємо розрахунок ПЕДМ на

ядрi з формою s, тодi

Dmacro = e

∫

dV r cos (θ)ρP =

√

4

3π

∫

S

dV ρP rY10(θ, φ).

Iнтеграл з точнiстю до коефiцiєнта визначає положення центру ваги протонiв RP .

Вираз для ПЕДМ можна представити у виглядi явно залежному вiд положення центру ваги ядра RA

з формою S

Dmacro = Z e RP = Z e (RP −RA +RA),

де Z - число протонiв в ядрi, e - заряд протона. Це спiввiдношення явно демонструє залежнiсть ПЕДМ

вiд положення центру ваги ядра з формою s, тому що перший член не залежить вiд положення центру

ваги, а другий член-внесок, пов’язаний з Положенням центру мас в ПЕДМ.



Вимагаємо виконання додаткової умови на збiг положення центрiв мас дзеркально-симетричних форм

S ( з β3) i S′ (з −β3 ) з площиною дзеркальної симетрiї форм S i S′, тобто

RS
A = RS′

A = RA = 0.

Ця умова має квантово-механiчну природу. Вона виникає з вимоги нерухомостi центру ваги при

тунельному переходi мiж дзеркально-симетричними формами S i S′ . Завдяки цьому квантово-механiчному

тунельному переходу в ядрах з октупольною деформацiєю вiдновлюється дзеркальна симетрiя, порушення

якої призвело до порушення парностi в цих ядрах. Також за тунельного переходу розрiзняються ∆+
ν i

∆−
ν i парна i непарна ротацiйнi смуги мають рiзну поведiнку, що узгоджується з експериментом.

УмоваRA = 0 пов’язує величину дипольної деформацiї з деформацiями бiльш високої мультипольностi

β1 = −3

2

√

3

π

∞
∑

ℓ=2

(ℓ + 1)
√

(2ℓ + 1)(2ℓ + 3)
βℓβℓ+1.

Ранiше ми використовували тiльки перший член вiд цiєї суми.

Пiдкреслимо, що тiльки при облiку додаткової умови ПЕДМ можна представити у виглядi

Dmacro = Z e (RP −RA).

Ми припускаємо, що радiус протонної поверхнi Rp
macro(θ) пропорцiйний радiусу нейтронної поверхнi

RN
macro(θ) i радiусу ядра rmacro(θ), тобто

RP
macro(θ)

RP
0macro

=
RN
macro(θ)

RN
0macro

=
Rmacro(θ)

R0macro
= 1 +

∑

ℓ

β0
ℓ Yℓ0(θ).



Тут з iндексом 0 позначенi радiуси вiдповiдної сферичної поверхнi.

D = Dv +Ds,

де

Dv ≈ e

∫

dV r cos (θ)[ρ0p + δρp] = e

∫

dV r cos (θ)δρp = 2πe

∫ π

0

dθ sin (θ) cos (θ)

∫ R0pf(θ)

0

dr r3δρp,

Ds ≈ e

∫

dS Rp(θ) cos (θ) ρ0p δRp(θ) =
3Ze

2

∫ π

0

dθ sin (θ) cos (θ)

[

1 +

(

f ′(θ)

f(θ)

)2
]1/2

f 3(θ)δRp(θ).

Граничнi умови

δRp(θ) = −N
A

3eR0

8QA1/3

[

φ(Rp(θ))−
∫

dSφ(Rp(θ))
∫

dS

]

= −N
A

3eR0

8QA1/3

[

ϕ(Rp(θ))−
∫

dSϕ(Rp(θ))
∫

dS

]

,

де φ = ϕ− ϕ, ϕ =
∫

dV ϕ
∫

dV
.

Функцiонал густини енергiї

E ≈ −avρ + J
(ρn − ρp)

2

ρ
+ eρpϕ = −avρ + J

(ρ− 2ρp)
2

ρ
+ eρpϕ,

Варiацiї функцiоналу по δρp з додатковою умовою збереження числа протонiв

δE = δ

∫

dV [E − λρp] =

∫

dV [−4J(ρ− 2ρp)/ρ + eϕ− (av + λ)] δρp.

Варiацiїное рiвняння

8Jρp = −ρ(eϕ− 4J − λ′),



де λ′ = av + λ. Рiшення рiвняння

ρ0p = ρ

(

1

2
+
λ′

8J
− eϕ

8J

)

= (ρ0p + ρ0n)

(

1

2
+
λ′

8J
− eϕ

8J

)

,

δρp =
−eρ(ϕ− ϕ)

8J
=

−e(ρ0p + ρ0n)(ϕ− ϕ)

8J
=

−3eA(ϕ− ϕ)

32πR3
0pJ

=
−3eAφ

32πR3
0pJ

.

Використовуючи електростатичне рiвняння Пуассона для протонiв

∇2ϕ = 4πeρp.

i варiацiйне рiвняння можна виразити макроскопiчний ПЕДМ у виглядi

Dv ≈
−3e2A

16JR3
0p

∫ π

0

dθ sin (θ) cos (θ)

∫ R0pf(θ)

0

dr r3φ(r) =
−3e2A

16JR3
0p

∫ π

0

dθ sin (θ) cos (θ)

∫ R0pf(θ)

0

dr r3ϕ(r).

Використовуючи NZ
A

≈ A
4

Ds ≈ − 9Ae2R0

64QA1/3

∫ π

0

dθ g(θ) cos (θ)f(θ)

[

ϕ(Rp(θ))−
∫ π

0 dθ
′ g(θ′)ϕ(Rp(θ

′))
∫ π

0 dθ
′ g(θ′)

]

,

де g(θ) = sin (θ)f 2(θ)
[

1 + (f ′(θ)/f(θ))2
]1/2

.

Решення для потенцiалу i густини є

ϕ(r) = ϕ0(r) + ϕ1(r) + ϕ2(r) + ... ,

δρp(r) = δρ0p(r) + δρ1p(r) + δρ2p(r) + ... ,

δρkp(r) =
−eρφk(r)

8J
=

−3eAφk(r)

32πR3
0pJ

, for k ≥ 0,



ϕk(r) = e

∫

dV
δρk−1

p (r′)

|r− r′| , for k ≥ 1,

ϕ0(r) = e

∫

dV
ρ0p

|r− r′| =
eZ

R0p

∫

dV
3

4πR2
0p|r− r′|

=
eZ

R0p

∑

ℓ

6πYℓ0(θ)

(2ℓ + 1)

∫ π

0

dθ′ sin(θ′)Y ∗
ℓ0(θ

′)

[

∫ r

0

dr′
(r′)ℓ+2

rℓ+1(R0p)2
+

∫ R0pf(θ
′)

r

dr′
(r)ℓ

(r′)ℓ−1(R0p)2

]

,

де φk(r) = ϕk(r)− ϕk(r)

Макроскопiчний ПЕДМ

Dmacro = Dvol
macro +Dsurf

macro =
AZe3

32π

(

1

J
+

15

8QA1/3

) ∞
∑

ℓ=2

12(ℓ− 1)(ℓ + 1)(8ℓ + 9)

5(2ℓ + 1)3/2(2ℓ + 3)3/2
β0
ℓβ

0
ℓ+1.

Тут J - енергiя симетрiї ядра (iзовекторна об’ємна жорсткiсть), а Q - ефективна жорсткiсть нейтронної

шкiри в енергетичних одиницях. Доданок з J в ПЕДМ пов’язано з протонно-нейтронним перерозподiлом

в обсязi ядра Dvol
macro, а доданок з Q - з протонно-нейтронним перерозподiлом густини на поверхнi ядра

i обумовлено змiною товщини нейтронної шкiри dsurfmacro.

Дипольний момент має два вклади - макроскопiчний i оболонковий (мiкроскопiчний).

Dtot = Dmacro +Dmicro.



218 220 222 224 226 228 230 232

0,0

0,2

0,4

 exp
 Dmacro+Dmicro  Dmacro 
 Dmacro DM+Dmicro   Dmacro DM 
 Dmicro  DSHF

A

D
, e

 fm
Th



Розглянемо неаксiальне ядро, форма якого описується спiввiдношенням

R(θ, φ) = R0

[

1 +
∑

ℓ

ℓ
∑

m=−ℓ
βℓmYℓm(θ, φ)

]

,

де R0 - радiус, а βℓm - параметри деформацiї ядра, якi задовольняють вимогам βℓ−m = (−1)mβℓm.

Вираз для ПЕДМ в неаксiальних ядрах

Dµ = D(v)
µ +D(s)

µ =
∑

ℓ≥2

dℓ

ℓ
∑

m=−ℓ
< ℓm(ℓ + 1)µ−m|1µ > βℓmβℓ+1µ−m =

=
3e3AZ

40π

(

1

J
+

15

8QA1/3

)

1
√

(1 + µ)!(1− µ)!
×

×
∑

ℓ≥2

ℓ
∑

m=−ℓ
(−1)m(8ℓ + 9)(ℓ− 1)

√

(l + 1− µ +m)!(l + 1 + µ−m)!

(2ℓ + 1)3(2ℓ + 3)3(l +m)!(l −m)!
βℓmβℓ+1µ−m.

Тут

dℓ = (−1)ℓ
√
3e3AZ

40π

(

1

J
+

15

8QA1/3

)

(8ℓ + 9)(ℓ− 1)(ℓ + 1)1/2

(2ℓ + 1)(2ℓ + 3)
.



4. Електричнi дипольнi, квадрупольнi та октупольнi переходи з урахуванням динамiчної

деформацiї ядра при обертаннi

1. Наведена ймовiрнiсть електричного переходу мультипольностi ℓ зi стану зi спiном Ii в стан зi

спiном If визначається виразом

B(Eℓ, i→ f) =
1

2Ii + 1

∑

MiMfµ

| < Φ±
Ii
(βℓ, θ)|Mµ(Eℓ)|Φ±

If
(βℓ, θ) > |2.

Тут Mµ(Eℓ) - електричний мультипольний оператор, який має вигляд

Mµ(Eℓ) = e
Z
∑

k=1

rℓkYℓµ(θk, φk),

де e - електричний заряд протона, rk, θk, φk - сферичнi координати k - го протона щодо лабораторної

системи координат. Для квадрупольних i октупольних електричних переходiв в аксiально симетричному

ядрi в макроскопiчному наближеннi мультипольний оператор має вигляд вiдповiдно

Mµ(E2) =

(

5

16π

)1/2

Q2
β2
β0
2

D2
0µ(θ), Mµ(E3) =

(

7

16π

)1/2

Q3
β3
β0
3

D3
0µ(θ).

Тут i нижче ми розрiзняємо статичнi (додатковий iндекс 0) i динамiчнi деформацiї,

Q2 =
3

(5π)
1
2

Z e R2
0 β

0
2 , Q3 =

3

(7π)
1
2

Z e R3
0 β

0
3 .

квадрупольний i октупольний момент ядра вiдповiдно.



Переходячи в цилiндричнi координати перепишемо оператори квадрупольних i октупольних переходiв

у виглядi

Mµ(E2) =

(

5

16π

)1/2

Q2 µ ρ
cosε

cosε0
D2

0µ(θ),

Mµ(E3) =

(

7

16π

)1/2

Q3 µ ρ
sinε

sinε0
D3

0µ(θ).

Для наведених ймовiрностей E2− i E3− переходiв мiж рiвнями |nIi0 > i |nIf0 > однаковою парностi

знаходимо вiдповiдно вирази

B(E2, I → I + 2) = Ba(E2, I → I + 2)S2
I,I+2(E2)exp(−~/2(BCε)

1/2),

B(E3, I → I + 3) = Ba(E3, I → I + 3)S2
I,I+3(E3)exp(−~/2(BCε)

1/2).

тут SI,I+ℓ(Eℓ) - фактор, обумовлений деформацiйними ρ - збудженнями ядра

SIi,If (E2) =
µ Γ(1 + (s±Iiν + s±Ifν)/2) Γ(n + (s±Iiν − s±Ifν)/2− 1/2)

(n! Γ(s±Ifν + 1/2)Γ(n+ s±Iiν + 1/2))1/2 Γ((s±Iiν − s±Ifν)/2− 1/2)
,

SIi,If (E3) =
µ Γ(1 + (s±Iiν + s∓Ifν)/2) Γ(n + (s±Iiν − s∓Ifν)/2− 1/2)

(n! Γ(s∓Ifν + 1/2)Γ(n+ s±Iiν + 1/2))1/2 Γ((s±Iiν − s∓Ifν)/2− 1/2)

и Ba(Eℓ, I → I + ℓ) - зведена ймовiрнiсть Eℓ− переходiв у жорсткому аксiально-симетричному ядрi

Ba(Eℓ, I → I + ℓ) =
2ℓ + 1

16π
Q2
ℓ < Ii0ℓ0|If0 >2,

< Ii0ℓ0|If0 > - коефiцiєнт Клебша-Гордана.



Оператор електричних дипольних переходiв в ядрах з квадрупольною i октупольною деформацiями

мiж рiвнями протилежної парностi пов’язаний з ПЕДМ D0

Mµ(E1) =

(

3

4π

)1/2

D0
β2β3
β0
2β

0
3

D1
0µ(θ).

Величина ПЕДМ в випадку ядер з квадрупольною i октупольною деформацiями рiвна

D0 =
9AZe3

56π(35)1/2

(

1

J
+

15

8QA1/3

)

β0
2β

0
3 .

Також як i у випадку E2− i E3− переходiв, перепишемо оператор дипольного моменту в полярних

координатах

Mµ(E1) =

(

3

4π

)1/2

D0 µ
2 ρ2

sin2ε

sin2ε0
D1

0µ(θ).

Преобразуємо наведену ймовiрнiсть E1− переходiв через наведену ймовiрнiсть переходiв для жорсткого

аксiально-симетричного ротатора

B(E1, I → I + 1) = Ba(E1, I → I + 1) S2
I,I+1(E1) exp(−2~/(BCε)

1/2),

де

Ba(Eℓ, I → I + ℓ) =
3

4π
D2

0 < Ii010|If0 >2

i також введений множник, який пов’язаний з посиленням сили переходу, внаслiдок збудження ядра

при обертаннi

SIi,If (E1) =
µ2 Γ(32 + (s±Iiν + s∓Ifν)/2) Γ(n + (s±Iiν − s∓Ifν)/2− 1)

(n! Γ(s∓Ifν + 1/2)Γ(n+ s±Iiν + 1/2))1/2 Γ((s±Iiν − s∓Ifν)/2− 1)
.



При обчисленнi наведених ймовiрностей дипольних, квадрупольних i октупольних переходiв мiж

рiвнями ядра з квадрупольною i октупольною деформацiями ми будемо нехтувати внеском неспареного

нуклону, так як цi переходи є колективними i внесок одного нуклону зневажливо малий. Це наближення

є досить точним, так як Eℓ− переходи мiж рiвнями ядра пов’язанi з електричним ℓ - польним моментом

ядра. Внесок вiд одного нуклону в Q2, Q3 i D0 є малим, тому ми можемо використовувати отриманi

ранiше результати.

У цьому наближеннi вирази для наведених ймовiрностей дипольних i квадрупольних переходiв в

непарних ядрах залишаться такими ж, як i для парно-парних. Однак параметр s±Iν, який явно входить

в вирази для наведених ймовiрностей, у випадку непарних ядер пов’язаний з функцiєю f(I,K,±).

2. При експериментальному дослiдженнi ядер з квадрупольною i октупольною деформацiями часто

вимiрюється вiдношення наведених ймовiрностей i

W(Ii) =
B(E1, Ii → Ii + 1)

B(E2, Ii → Ii + 2)
,

яке пов’язане з iнтенсивнiстю переходiв Ii → If1 = Ii + 1 и Ii → If2 = Ii + 2 [1-16]. За допомогою

знайдених ранiше формул для наведених ймовiрностей переходiв отримаємо для їх вiдношення в разi

n = ν = 0 вираз

W(I) = Wa(I) Ω
2
Γ(s±f2 + 1/2)Γ((s±i + s∓f1) + 3/2)

Γ(s∓f1 + 1/2)Γ((s±i + s∓f2) + 1)
,



де Wa(I) - вiдношення наведених ймовiрностей для жорсткого ротатора

Wa(I) =
8(2I − 1)

5(I − 1)

(

D0

Q2

)2

и Ω = µexp(−3~/4(BCε)
1
2). З виразу для електричного квадрупольного моменту i ПЕОМ випливає,

що для розрахунку W(I) необхiдно знати також величину октупольної деформацiї ядра i значення

параметра Ω.



Таблица Експериментальнi та теоретичнi значення вiдносини W(I).

(Значення W(I) дани в одиницях 10−6Фм−2.)

Ядро 218Ra 220Ra 220Th 222Th

I exp theor exp theor exp theor exp theor

6 3.7 0.881 1.8 0.688 1.1 1.014

7 2.8 0.428 2.2 0.698 1.1 .411

8 3.5 0.858 1.2 0.841 2.3 0.711 2.5 1.023

9 2.2 0.471 1.7 0.726 1.4 .449

10 1.1 0.859 1.8 0.874 1.6 0.742 2.6 1.035

11 3.6 0.511 1.6 0.736 1.3 0.758 2.6 .487

12 1.8 0.871 1.2 0.907 1.9 1.049

13 2.9 0.549 1.9 0.776 2.6 .524

14 1.3 0.888 0.8 0.940 2.2 1.065

15 2.9 0.585 1.3 0.815 3.4 .560

16

17 2.1 0.853



Для аналiзу залежностi наведених ймовiрностей вiд спина i дослiдження впливу деформацiї ядра при

обертаннi на наведенi ймовiрностi корисно розглянути поведiнку вiдношення наведених ймовiрностей

R(I, ℓ) =
B(Eℓ, Ii → Ii + ℓ)

B(Eℓ, 0 → ℓ)
.

Зауважимо, що це вiдношення залежить тiльки вiд параметрiв ~ωσ i ∆±
ν . З точнiстю до коефiцiєнта, що

залежить вiд спина I, величина R(i, ℓ) пов’язана з фактором SI,I+ℓ(Eℓ), обумовленi деформацiйними ρ

- збудженнями ядра. У разi жорсткого ядра фактор SI,I+ℓ(Eℓ) = 1.



Table 3. Експериментальнi та теоретичнi значення спiввiдношення R(I, L) при L = 1, 2, 3 для 226Ra.

Nucl. L = 1 L = 2 L = 3

I exp. soft rigid exp. soft rigid exp. soft rigid

0 1.000 +0.392
−0.392 1.000 1.000 1.000 +0.009

−0.009 1.000 1.000 1.000 +0.056
−0.056 1.000 1.000

1 0.617 +0.235
−0.235 0.676 0.667 0.874 +0.008

−0.009 0.643 0.600 0.618 +0.042
−0.036 0.591 0.571

2 0.298 +0.111
−0.111 0.623 0.600 0.536 +0.005

−0.005 0.533 0.514 0.686 +0.039
−0.039 0.491 0.476

3 0.186 +0.068
−0.068 0.608 0.571 0.468 +0.004

−0.004 0.533 0.476 0.828 +0.077
−0.077 0.471 0.433

4 0.384 +0.141
−0.141 0.621 0.556 0.507 +0.005

−0.005 0.500 0.455 0.572 +0.032
−0.034 0.443 0.408

5 0.295 +0.003
−0.003 0.524 0.441 0.449 +0.025

−0.025 0.455 0.392

6 0.758 +0.276
−0.276 0.663 0.538 0.441 +0.004

−0.004 0.511 0.431 0.555 +0.031
−0.033 0.443 0.380

7 1.176 +0.594
−0.594 0.672 0.533 0.388 +0.003

−0.004 0.543 0.424

8 1.355 +0.497
−0.497 0.726 0.529 0.402 +0.004

−0.004 0.539 0.418 0.244 +0.032
−0.159 0.461 0.365

9 1.535 +0.605
−0.605 0.731 0.526 0.472 +0.005

−0.009 0.574 0.414

10 2.074 +0.777
−0.777 0.801 0.524 0.755 +0.007

−0.008 0.577 0.410

11 2.130 +0.878
−0.878 0.800 0.522 0.851 +0.018

−0.012 0.614 0.407

12 6.350 +2.389
−2.389 0.883 0.520 0.420 +0.006

−0.004 0.621 0.404

13 6.259 +2.587
−2.290 0.875 0.519 0.682 +0.071

−0.041 0.659 0.402

14 0.455 +0.028
−0.007 0.669 0.400

15 3.903 +1.468
−1.658 0.968 0.517

16 0.185 +0.005
−0.004 0.669 0.400



ПОЛЯРИЗОВАНIСТЬ АКСIАЛЬНО-СИМЕТРИЧНИХ МЕТАЛЕВИХ КЛАСТЕРIВ

1. Рiзнi властивостi металевих кластерiв (МК) активно дослiджуються в останнiм часом. Валентнi

електрони в МК в першому наближеннi можна розглядати як вiльнi частинки, щiльнiсть яких рiвномiрно

розподiлена за обсягом МК, то можна використовувати модель желе для вивчення характеристик МК.

В рамках моделi желе успiшно описанi багато властивостей МК. У цiй моделi передбачається, що вiльнi

валентнi електрони знаходяться в кулонiвському полi iонного остова, який має однакову щiльнiсть в

обсязi МК.

З експериментiв з фото-поглинання випливає, що поверхня МК в залежно вiд числа частинок в

кластерi може бути як сферичної, так i деформований. Найбiльший вплив на енергетичну залежнiсть

перетину фото-поглинання має квадрупольна деформацiя кластерiв. З рiзних теоретичних розрахункiв

рiвноважної форми МК випливає, що поверхня МК має складну форму, в якiй поряд з квадрупольної

можливi октупольної i бiльше високi мультипольнi деформацiї. Причому мультипольнi деформацiї

можуть бути неаксiально-симетричними. Вiдзначимо, що мультипольнi деформацiї мають немонотонну

залежнiсть вiд числа iонiв в МК.

Важливою властивiстю МК є поляризуемость α. Поляризуемость МК залежить вiд деформацiї.

Ранiше поляризованiсть дослiджувалася теоретиками тiльки в елiпсоїдальне деформованих МК.

Метою є розрахунок поляризуемости в аксiально-симетричних МК, форма яких описується спiввiдношенням

R(ϑ) = R

[

1 +

ℓmax
∑

ℓ=2

βℓYℓ0(ϑ)

]

.



Тут R - радiус iонного кору МК, а βℓ - параметри деформацiй, Yℓ0(ϑ) - сферичнi гармонiки.

2. Вираз для поляризуемости деформованого МК

У рiзних моделях i наближеннях було показано, що поляризованiсть сферичного МК дорiвнює

α = (R0 + δ)3,

де величина R0 пов’язана з радiусом Вiгнера-Зейтца rwz i числом iонiв в МК N , R0 = rwzN
1/3, δ

- фактор, пов’язаний з тим, що хмара валентних електронiв виходить за поверхню остова. Через δ

випливає, що поляризуемость МК збiльшена в порiвняннi з поляризуемостью металевої кулi, радiус

якого збiгається з радiусом iонного остова МК. Фактично поляризованiсть МК пов’язана з радiусом

ефективної поверхнi валентних електронiв Ref = R0 + δ.

У МК з формою R(ϑ) усереднену за напрямками поляризованiсть можна представити у виглядi

α = (R0 + δ)3F ({β}).

тут множник f({β}) - пов’язаний з деформацiєю МК {β} = β2, ..., βℓmax, який можна знайти, обчислюючи

поляризованiсть металевої сфери.

Потенцiал поза металевою сферою, що знаходиться в постiйному зовнiшньому полi, представимо у

виглядi суми зовнiшнього ϕe i iндукованого ϕi потенцiалiв

ϕ = ϕe + ϕi,



де

ϕe = −(rE) = −
(

4π

3

)1/2
∑

ν

rY1ν(ϑ, ϕ)Eν,

ϕi =
∞
∑

ℓ=1

r−ℓ−1
ℓ
∑

m=−ℓ
aℓmYℓm(ϑ, ϕ).

тут враховано, що потенцiал iндукованого поля є спадаючим на нескiнченностi рiшення рiвняння

Лапласа. Знайдемо поляризуемость металевої сфери на ν - компоненту зовнiшнього поля. Нижче

обмежимося квадратичними членами за величиною деформацiй.

З умови сталостi потенцiалу на поверхнi провiдника

ϕ|Ref (ϑ) = ϕe|Ref (ϑ) + ϕi|Ref (ϑ) = 0

следує
(

4π

3

)1/2

Y1ν(ϑ, ϕ)Eν =
∞
∑

ℓ=1

R−ℓ−2
ef (ϑ)

ℓ
∑

m=−ℓ
aℓmνYℓm(ϑ, ϕ).

Тут враховується, що фактично поляризуемость МК пов’язана з ефективною поверхнею валентних

електронiв.

Множачи рiвняння на Y ∗
λµ(ϑ, ϕ) та пiсля iнтегрування по dΩ = sin(ϑ)dϑdϕ отримаємо нескiнченномiрну

систему лiнiйних рiвнянь для визначення коефiцiєнтiв aℓmν:
(

4π

3

)1/2

δ1λδµνEνR
3
ef({β}) =

∞
∑

ℓ=1

ℓ
∑

m=−ℓ
aℓmνcℓmλµ,



де

cℓmλµ =

∫

sin(ϑ)dϑdϕY ∗
λµ(ϑ, ϕ)(Ref(ϑ)/Ref)

−ℓ−2Yℓm(ϑ, ϕ),

R3
ef({β}) = R3

ef(1− v0) = (R0 + δ)3(1− v0)

и

v0 =
3

4π

ℓmax
∑

ℓ=2

β2
ℓ .

Член з v0 пов’язан з вимогою збереження об’ему.

С точнiстю до квадратичних членiв по величiне деформацiй коефiцiєнти cℓmλµ равнi

cℓmλµ = δℓλδmµ +Aℓmλµ + Bℓmλµ,

где

Aℓmλµ = −(−1)m(ℓ + 2)×
ℓmax
∑

L=2

(

(2ℓ + 1)(2λ + 1)

4π(2L + 1)

)1/2

< ℓ0λ0|L0 >< ℓmλ− µ|L0 > βL,

Bℓmλµ = (−1)m
(ℓ + 2)(ℓ + 3)

8π
×

ℓmax
∑

LL′=2

((2ℓ + 1)(2λ + 1)(2L+ 1)(2L′ + 1))1/2βLβL′ ×

×
∑

J

< L0L′0|J0 >2< ℓ0λ0|J0 >< ℓmλ− µ|J0 >
2J + 1

.

Вiдметимо, що коефiцiєнти Aℓmλµ, Bℓmλµ и cℓmλµ пропорцiйнi δmµ i симетричнi щодо перестановки

iндексiв jm на λµ, i коефiцiєнт Aℓmλµ може мiстити внесок вiд дипольної деформацiї.



Використовуючи метод математичної iндукцiї, легко знайти рiшення системи рiвнянь з точнiстю до

квадратичних членiв за величиною деформацiї βL. У цьому випадку коефiцiєнти A1m мають вигляд

a1mν =

(

4π

3

)1/2

δmνEνR
3
efFm({β}),

где

Fm({β}) = 1−A1m1m − B1m1m +

ℓmax+1
∑

j=1

A1mjmAjm1m − v0.

При розрахунку Fm({β}) необхiдно враховувати член з β1m в Aℓmλµ тiльки в другому доданку в (17),

так як дипольна деформацiя пропорцiйна добутку деформацiй βℓβℓ+1 (як буде показано нижче). Однак,

так як < 1010|10 >= 0, то член з β1 взагалi вкладу не дає.

Коефiцiєнти a1mν пов’язанi з тензором поляризуемости αmk, компоненти якого в разi аксiально-

симетричної металевої поверхнi рiвнi

αmν =

(

3

4π

)1/2
a1mν
Eν

= δmνR
3
efFm({β}).

Знаючи тензор поляризуемости, можна знайти i усереднену по поляризуемость МК з точнiстю до

квадратичних членiв по деформацiї, яка вимiрюється в експериментах, i визначити функцiю F ({β})

α =
1

3

∑

mν

αmν = R3
efF ({β}) = (R0 + δ)3F ({β}).

Вiдзначимо, що точнiстю до квадратичних членiв по деформацiї

F ({β}) = (F0({β}) + 2F1({β}))/3 = 1.



У нашому наближеннi з точнiстю до квадратичних членiв по деформацiї усереднена за напрямками

поляризуемость МК c деформацiями β2, β3, β4, ... така ж, як i у кулi з радiусом Ref = R0 + δ, який має

рiвновеликий обсяг зайнятий хмарою вiльних валентних електронiв.

3. ЕДМ дзеркально-асиметричних МК

У МК, як i в атомних ядрах, з октупольною деформацiєю або з будь-якою iншою деформацiєю,

яка описується непарною сферичною гармонiкою, порушена дзеркальна симетрiя вiдносно площини

x − y. Дзеркальна симетрiя вiдновлюється в результатi квантово механiчних тунельних переходiв

мiж формами з протилежними значеннями октупольної (або будь 2ℓ + 1-польної) деформацiї. У разi

кiнцевого бар’єру мiж ямами основний стан МК |0 > описується парною комбiнацiєю хвильових функцiй,

пов’язаних з формами з протилежними значеннями октупольної деформацiї, а перше збуджене|1 >

стан-непарною комбiнацiєю цих хвильова функцiя.

Величина розщеплення рiвнiв /0 > i /1 > внаслiдок тунелi переходу мiж двома, наближено дорiвнює

ǫ10 =
~ω

π
exp

(

−1

~

∫ βt
3

−βt
3

(2b(β3)(U(β3)− E0))
1/2dβ3

)

,

де ω - частота класичних перiодичних коливань, B(β3) та U(β3) - масовий параметр та потенцiйна

енергiя, якi пов’язанi з октупольної деформацiєю МК вiдповiдно. Величина розщеплення рiвнiв |0 > и

|1 > внаслiдок тунельного переходу меж ямами приблизно дорiвнює

ǫ10 =
~ω

π
exp

(

−1

~

∫ βt
3

−βt
3

(2B(β3)(U(β3)− E0))
1/2dβ3

)

,



где ω - частота класичного перiодичного руха, B(β3) и U(β3) - масовий параметр и потенцiйна енергiя,

якi пов’язанi з октупольною деформацiєю МК вiдповiдно, ±βt3 - точки повороту на бар’єрi, що роздiляє

ями. Масовий параметр i частота ω ранiше не оцiнювалися для МК с октупольної деформацiєю,

тому положимо, що ω = (C0/B)1/2, потенцiйна енергiя мiж точками повороту наближена U(β3) =

CB[(β
t
3)

2 − β2
3 ]/2, величина масового параметру B близька до гiдродинамiчного значення Bh та не

залежить вiд деформацiї. Виходячи з виду потенцiйної поверхнi для мк з N = 44, можна покласти

CB ≈ 10 ев, C0 ≈ 20 еВ i βt3 ≈ 0, 1. Використовуючи вираз для обчислення масового параметра в

гiдродинамiчному наближеннi, знайдемо Bh ≈ 1, 14 · 106~2/еВ. Пiдставивши цi значення, отримаємо

ǫ10 ≈ 1, 3 · 10−26ев. (Для порiвняння, в атомних ядрах енергiя|1 > стану становить кiлька сотень

КЕВ.) Така маленька величина розщеплення свiдчить про дуже слабкий зв’язок форм з протилежними

значеннями дзеркально-асиметричних деформацiй в МК, тому кожну форму можна розглядати окремо.

Так як гiдродинамiчний масовий параметр пропорцiйнийBh ∝ N5/3, то величина розщеплення, експоненцiально

залежить вiд Bbh, буде рiзко зменшуватися з ростом n. Отже зi збiльшеннямN зв’язок мiж дзеркально-

асиметричними формами швидко слабшає i наше наближення про те, що кожну з дзеркально-асиметричних

форм можна розглядати окремо, стає бiльш точним.

ЕДМ можна розраховувати на будь-який з дзеркально-симетричних форм. Обчислимо ЕРС в МК.

У моделi желе густина числа iонiв в деформованому МК з радiусом iонного остова ri(ϑ), що має

кутову залежнiсть (1), має ступiнчастий вид

ρi(r) = ρ0i θ(Ri(ϑ)− r),



де θ(x) - тета-функцiя. Розподiл густини вiльних валентних електронiв може бути представлено у

виглядi

ρe(r) = ρ0ef(r −Re(ϑ)),

де re(ϑ) - радiус поверхнi електронiв, функцiя f(r − Re(ϑ)) близька до 1 всерединi МК i рiзко убуває

на його поверхнi при r ≈ Re(ϑ), швидко прагнучi до нуля при r > Re(ϑ). Нижче бiльш детально

обговоримо функцiю f(x). Детальний мiкроскопiчнi розрахунки розподiлу густин вiльних електронiв i

iонiв в МК добре узгоджуються з цими припущеннями про функцiю f(r − Re(ϑ)) особливо у важких

МК. Внаслiдок великої жорсткостi iонного остова нехтуємо варiацiями щiльностi iонiв, пов’язаними з

несферичностью форми.

У разi МК з вiдмiнними вiд нуля деформацiями непарних мультипольностей βℓ центр ваги МК

повинен знаходитися в площинi дзеркальної симетрiї

Rc.m.
0 =

(

4π

3

)1/2 ∫

dV rY10(ϑ) ρ = 0,

де ρ - щiльнiсть розподiлу маси в МК. Виконання цiєї умови досягається вiдповiдним вибором параметра

дипольної деформацiї β1. З точнiстю до членiв, пропорцiйних другого ступеня параметрiв деформацiй,

β1 = − 9

(12π)1/2

ℓmax−1
∑

ℓ≥2

(l + 1)

((2ℓ + 1)(2ℓ + 3))1/2
βℓβℓ+1.

тут враховано, що маса iонiв багато бiльше маси вiльних електронiв, тому внеском вiд електронної

хмари, яке має розподiл щiльностi, що вiдрiзняється вiд ступiнчастого, в величину β1 можна знехтувати.



ЕДМ дорiвнює

D = e| < 1|D|0 > | =
(

4π

3

)1/2

e

∫

dVrY10(ϑ)ρe.

Зауважимо, що умова збiгу центрiв мас дзеркально-симетричних островiв призводить до вiдсутностi

вкладу iонного остова в ЕДМ.

Вираз для ЕДМ МК зручно представити у виглядi

D =

(

4π

3

)1/2

e

∫

dV rY10(ϑ)[ρ
0
e(f(r −Re(ϑ))− θ(Re(ϑ)− r))].

Звiдси випливає, що ЕРС пов’язаний з неоднорiднiстю розподiлу вiльних електронiв в МК з функцiєю

f(r − Re(ϑ))).

Визначення функцiї f(x) є досить складним обчислювальним завданням навiть у найбiльш простому

наближеннi локальної густини. Для того, щоб оцiнити величину ЕДМ вiзьмемо f(x) у виглядi

f(x) = (1 + exp(x/d))−1,

де d - дифузностi розподiлу. Вiдзначимо, що розподiл щiльностi валентних електронiв, знайдене в

рiзних детальних моделях, досить добре апроксимується. Крiм того, при взяттi iнтегралiв вiд даного

розподiлу зручно користуватися формулою

(1 + exp((x−R)/d))−1 ≈ θ(R− r)− (πd)2

6
δ′(r −R),

яка має ступiнь точностi порядкуO(exp(−R/d)) i дозволить нам отримати аналiтичний вираз для ЕДМ.

Тут δ′(x) - позначає похiдну дельта-функцiї.



Отримаємо для ЭДМ МК в найнижчому порядку за величиною деформацiї i дифузностi розподiлу

вiльних електронiв на поверхнi просте вираження:

D =
eZπ3/2d2

31/2rwzN1/3
β1,

де Z - число вiльних валентних електронiв в кластерi. Тут враховано, що Re(ϑ) ≃ Ri(ϑ) ≃ R(ϑ) и

ρ0e ≈ 3Z/(4πrwzN
1/3) с точнiстю до квадратичних членов по d.

Як i у випадку атомних ядер, ЕДМ МК пропорцiйний добутку деформацiй βℓβℓ+1. Внесок у величину

ЕДМ квадрупольної та октупольної деформацiй порiвняємо за величиною з внеском вiд деформацiй

бiльш високих мультипольностей. У деформованому МК ЕДМ пов’язаний з дифузнiстю розподiлу

щiльностi електронiв на поверхнi. У цьому iстотна вiдмiннiсть Походження ЕДМ у випадках МК i

атомних ядер. У ядрах ЕДМ вiдрiзняється вiд нуля в наближеннi ступiнчастого розподiлу щiльностi,

в той час як в нейтральних МК ЕДМ дорiвнює нулю в цьому наближеннi. Причому, в атомних

ядрах ЕДМ пов’язаний з перерозподiлом протонiв вiдносно нейтронiв внаслiдок деформацiї ядра, а

МК перерозподiл валентних електронiв щодо iонiв буде поправкою до знайденого нами. Також можна

зробити висновок, що величина cℓ i ЕДМ в негативно заряджених кластерах (Z > N) бiльше, нiж

в нейтральних (Z = N) i позитивно заряджених (Z < N). Вiдзначимо, що нейтральнi МК також

мають вiдмiнний вiд нуля ЕДМ. В атомних ядрах ЕДМ призводить до значного посилення дипольних

переходiв. Подiбне явище повинно спостерiгатися i в МК.



4. Обговорення результатiв
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Для аналiзу величини поляризованостi МК, що складається з n iонiв, зручно дослiджувати величину

p(N) =
α

r3wzN
=

(

1 +
δ

rwzN1/3

)3

,

яка визначає поляризуемость МК в одиницях поляризуемости металевої кулi, у якого радiус збiгається

з радiусом iонного остова.

У нашому наближеннi деформованi МК мають таку ж поляризуемость, як i рiвновеликi сферичнi.

Розрахунок поляризуемости зроблений при наступних значеннях параметрiв: rwz = 2,17 Å, δ = 0,79

Å i D = 0,54 Å. Дане значення величини радiуса Вiгнера-зейца вiдповiдає щiльностi Na при 5000K,

для якого розраховувалися параметри деформацiй.
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Дякую за увагу!


