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Краплина модель

Залежнiсть поверхневої та кулонiвської вiд параметрiв деформацiї
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Droplet model 238U



2. Потенцiал Вудса-Саксона

Розглянемо для простоти рiвняння Шредiнгера для протона в ядрi з Z протонами
[

− ~
2

2m
∇2 + V

]

Ψ = EΨ

де

V = VCoul(r) + VCR(r) + VSR(r)~
2(~S~L),

VCoul(r) =







(Z−1)e2
r

, r ≥ RCoul,
(Z−1)e2
RCoul

[

3
2 − r2

2R2
Coul

]

, r ≤ RCoul,

є кулонiвська енергiя,

VCR(r) =
V0

1 + exp ((r −RC)/dC)
, VLS(r) =

d

dr

VSR
1 + exp ((r −RSR)/dSR)

.

є центральний i спiн-орбiтальний потенцiали.
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Schrödinger equation:
[

− ~
2

2m
∇2 + V

]

Ψ = EΨ

Повна хвильова функцiя є

Ψ =
ψjℓ(r)

r
Ylm(Ω)ξs.

Подiл змiнних, що з’являються у повному рiвняннi Шредiнгера, призводить до звичайного радiального

рiвняння для кожного значення орбiтального та сумарного кутових моментiв ℓ та j
{

− d2

dr2
− ℓ(ℓ + 1)

r2
+
k2

E
[E − (VCoul(r) + VCR(r) + iWCI(r))

−(VSR(r) + iWSR(r))~
2(j(j + 1)− ℓ(ℓ + 1)− s(s + 1))/2]

}

ψjℓ = 0

де k = (2mE/~2)1/2.



Якщо оцiнити повну енергiю та пiдсумувати усi одночастинковi енергiї Ei, то енергiя

Etot =

iF
∑

i

Ei.

не дорiвнює енергiї зв’язку ядер, тому що потенцiал не є самоузгодженим.

Зауважимо, що енергiю зв’язування можна з високою точнiстю оцiнити в рамках наближення Хартрi-

Фока . Однак наближення Хартрi-Фока є досить складним.

Однак багато рiзноманiтних величин:

- одночастинковi рiвнi,

- бар’єри дiлення, перiод напiврозпаду,

- енергiї зв’язку (використовуючи пiдхiд до оболонкових поправок )

- рiзнi динамiчнi параметри ,

- енергiї одночастинкових i збуджених станiв

- можна з високою точнiстю оцiнити в простому наближеннi Вудса-Саксона.

Отже, наближення Вудса-Саксона є досить простим i корисним!



3. Теорiя оболонкових поправок Струтинського.

Вiлен Митрофанович Струтинський запровадив пiдхiд до врахування оболонкової структури ядер у 1965-

1968 рр.

(16 жовтня 1929 р., Данилова Балка, Кiровоградський район, Україна - 28 червня 1993 р., Рома, Iталiя)

Член-кореспондент НАНУ, завiдувач вiддiлу теоретичної ядерної фiзики КIЯД

Головна думка: Як ми це вказували

Etot =

iF
∑

i

Ei.

не дорiвнюється до енергiї зв’язку ядер, тому що потенцiал не є самоузгодженим,

але ми вважаємо

Etot =
∑iF

i Ẽi +
[

∑iF
i Ei −

∑iF
i Ẽi

]

⇓ substitution ⇓
= Macro Mass Formula +

[

∑iF
i Ei −

∑ĩF
i Ẽi

]

= Macro Mass Formula + δEshell.

Вiдмiтимо, що в цiлому досить точна.
∑

Ẽi - енергiя, яка оцiнюється за допомогою плавних (усереднених) одночастинкових енергiй, усереднених

за енергiєю.



Густина одночастинкових рiвнiв оболонкової моделi є

g(E) =
∑

i

δ(E − Ei)

де Ei одночастинковий рiвень оболонкової моделi. У цьому випадку

∑

i

Ei =
w
dE g(E)E.

Плавна одночастинкова енергiя Ẽ задається усередненою густиною одночастинкових рiвнiв, g̃(ǫ), яка

отримана за допомогою згортки g(E) з допомiжною функцiєю f(x):

g̃(E) =
1

γ

+∞w

−∞
dE′ g(E′)f

(

E − E′
γ

)

=
1

γ

∑

i

f

(

E − Ei

γ

)

,

де γ ∼ (1÷2)~Ω = (1÷2)EFA
1/3 є параметром усереднення, який має значення близьке до вiдстанi мiж обо-

лонками у ядрi 8÷10 МеВ. Отже, усереднення вiдбувається як через зв’язанi та незв’язанi одночастинковi

рiвнi. Тому

δEshell =

iF
∑

i

Ei −
λ̃w

−∞
dE g̃(E) E,

де λ̃ є рiвень Фермi для усереднених одночастинкових рiвнiв, та який пов’язаний зi збереженням кiлькiстi

нуклонiв у ядрi:

N =

λ̃w

−∞
dE g̃(E).



Допомiжна функцiя f(x) рiвна

f(x) = ω(x)Pp(x),

де

ω(x) = π−1/2exp(−x2)

та

Pm(x) =

m
∑

k=0,2,...

(−1)k/2
2k(k/2)!

Hk(x)

є так званий коригуючий полiном порядку m (типовими значеннями полiномiального порядку є: m = 6, 8).



Усереднена одночастинкова енергiя рiвна:

Ẽ =

λ̃w

−∞
E g̃(E)dE =

∑

i

Eiñi + γ
dẼ

dγ
,

де усередненi функцiя ñi має вигляд

ñi =
1

γ

λ̃w

−∞
dE f

(

E − Ei

γ

)

.

Так як Ẽ не повинна залежати вiд дiапазону згладжування γ (а також i вiд m), тому другiй доданок

повинен дорiвнювати нулю, тобто

dẼ

dγ
= 0 and

dẼ

dm
= 0.

Якщо умова плато не виконується, метод усереднення Струтинського не дає однозначного результату.

Як правило, метод оболонкової поправки Струтинського (або точнiсть плато) становить близько∼ 0,5 МеВ

у дуже важких ядрах i ∼ 1,5 МеВ у легких та середнiх ядрах. Однак часто такої точностi достатньо. Вибiр

γ та m на практицi визначає як вiдповiднi значення, де функцiї Ẽ(γ) ≃ const та Ẽ(m) ≃ const.



Оболонкова поправка Струтинського рiвна

δEshell =
∑iF

i Ei −
r λ̃
−∞ dE g̃(E) E.

Найвище значення оболонкової поправки - δEshell = −13÷−14 МєВ, оцiнене для основного стану 208Pb.

Для порiвняння, енергiя зв’язку 208Pb дорiвнює -1636 МеВ.

Метод оболонкової поправки був надзвичайно корисним.

За допомогою цього методу було

- побудовано масовi формули з надзвичайно високою точнiстю ∼ 0,5 МеВ;

- оцiнено параметри рiвноважної деформацiї ядер;

- отриманi бар’єри подiлу ядер;

- тощо.
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Аксiальнi деформацiї:

R(θ) = R0[1 + β2Y20(θ) + β4Y20(θ)].

Неаксiальнi деформацiї::

R(θ, ϕ) = R0[1 + β2Y20(θ) + β22(Y22(θ, ϕ)Y2−2(θ, ϕ)) + β4Y20(θ)].

Сферичнi гармонiки:

Y20(θ) =

√

5

16π
(3 cos 2θ − 1),

Y2±2(θ, ϕ) =

√

35

32π
sin 2θe±iϕ,

Y40(θ) =
9

256
√
π
(35 cos 4θ − 30 cos 2θ + 3).



Аксiальнi дзеркально-асiметричнi деформацiї (грушева форма)

R(θ) = R0[1 + β2Y20(θ) + β3Y30(θ)],

Y30(θ) =

√

7

64π
(5 cos 2θ − 3) cos θ.

 b
2
=0.30, b

3
=0.20

 b
2
=-0.30, b

3
=0.22

 b
2
=0.30, b

3
=-0.18



Неаксiальнi дзеркально-асiметричнi деформацiї (бананова форма)

R(θ) = R0[1 + β2Y20(θ) + β3Y30(θ) + β31(Y31(θ, ϕ)− Y3−1(θ, ϕ))],

Y31(θ) = −
√

3 · 7
16π

(5 cos 2θ − 1) sin θeiφ,

Y3−1(θ) =

√

3 · 7
16π

(5 cos 2θ − 1) sin θe−iφ.

R. R. Chasman, Physics Letters B, Volume 266, Issues 3-4, 29 August 1991, Pages 243-248.

Вивчено вплив деформацiй Y3±1(θ, ϕ) на енергетичну поверхню нуклiдiв в областi A = 190. Знайдено ба-

гато нуклiдiв iз супердеформованими та гiпердеформованими мiнiмумами. Стани, якi пов’язанi з цими

мiнiмумами, виявляються поблизу iраст-лiнiї при I = 40.



Подiл ядер.

Енергетичнi умови для подiлу ядра на 2 уламка:

i i i ii = E(Z,N)− E(Z1, N1)− E(Z2, N2) > 0.

Дiя:

A(E) = (2/~)

bw

a

√

2µ(s)(V(s)− E)ds,

де s є траєкторiя подiлу у деформацiйному просторi β2, β3, ..., βℓ, µ =
∑

ℓ,ℓ′ Bℓ,ℓ′
dβℓ
ds

dβℓ′
ds . Коєфiцiет передачi:

T (E) = 1/{1 + exp[A(E)]}

Кiлькiсть зiткнень ядра з бар’єром дiлення за одиницю часу ω0/(2π):

νsf =
2π ln 2

ω0
,

де Ezp = 0.5~ω0 ≈ 0.7 MeV.

Перiод напiврозпаду по вiдношенню до подiлу ядра є:

tsf(E) = νsf/T (E)



V(q)

q

E

Fission Barrier: impotance of dimensionality and symmetries 



Bimodal fission

 







Fission fragment modes
Data - F. Vives et al, Nucl. Phys. A662 (2000) 63;      Lines - Model calculations

Ysym(A) =
1√
πσ

exp

[

−
(

A−A0/2
σ

)2
]

; Yasym(A) =
1√
πσ

exp

[

−(A−Aaσ )
2
]

+
1√
πσ

exp

[

−
(

A−(A0−Aa)
σ

)2
]





Fission isomers

Rotational structure of fissionisomers



Iснують рiзнi бiльш точнi пiдходи до опису процесу подiлу

• Thomas-Fermi + Strutinsky Shell Corrections

• Extended Thomas-Fermi + Strutinsky Shell Corrections

• Hartree-Fock and Hartree-Fock-Bogoliubov

• Relativistic Mean Field Theory



Thomas-Fermi approach

Thomas, L. H. (1927). "The calculation of atomic fields". Proc. Cambridge Phil. Soc. 23 (5): 542-548.

Fermi, Enrico (1927). "Un Metodo Statistico per la Determinazione di alcune Prioprietа dell’Atomo". Rend.

Accad. Naz. Lincei 6: 602-607.

Томас-Фермiвськiй пiдхiд - статистичний пiдхiд для фермiонiв на основi наступних припу-

щень:

⇒ Усi найнижчi рiвнi до рiвня Фермi та включаючи рiвень Фермi, займають частинки.

⇒ Двi частинки зi спiновим 1/2 займають кожен рiвень.

⇒ Вiдповiдна функцiя роздiлу - Θ(EF −Ei), де Ei - енергiя одночастинкового рiвня в системi, EF - рiвень

Фермi,

Θ(EF − Ei) =







1 if EF ≥ Ei,

0 if EF < Ei.



EF

E3
E2

V(x)

E1

free
levels

occupaied
levels

Енергiя фермiонної системи є

E =
∑

i

EiΘ(EF − Ei) =
∑

i

Ein(Ei),

де n(Ei) = Θ(EF − Ei) є функцiєю розподiлу частинок за енергiєю.



Кожен квантовий стан заповнює комiрку фазового простору

δxδp = 2π~.

Тому число станiв, яке пов’язане з комiркою фазового простору, є

δxδp

2π~
.

Якщо взяти до уваги спiн фермiона 1/2 i тому два фермiони можуть займати один i той же рiвень, то

2
δxδp

2π~
.

Густина частинок у об’ємi є

ρ =
number of states

δxδyδz
= 2× the sum on all momentums

δpxδpyδpz
(2π~)3

або у iнтегральнiй формi

ρ = 2×
w d3p

(2π~)3
n(p).

Тут n(p) = Θ(pF − p) - функцiя розподiлу, EF =
p2F
2m - iмпульс Фермi, E = p2

2m i m - фермiонна маса. Ми

отримуємо

ρ = 2×
w
dΩ

w
dp

p2

(2π~)3
Θ(pF − p) = 2×

w
dΩ

p3F
3(2π~)3

= 2× 4π
p3F

3(2π~)3
=

p3F
3π2~3

.

Густина енергiї фермiонної системи становить

E = 2×
w d3p

(2π~)3
n(p)

p2

2m
= 2×

w
dΩ

p5F
10m(2π~)3

=
p5F

10π2~3m
.



Використав pF =
(

3π2~3ρ
)1/3

ми можемо легко знайти спiввiдношення мiж густиною енергiї та густиною

частинок

E =
(3π2~3ρ)5/3

10π2~3
=

35/3π4/3

5

~
2

2m
ρ5/3.

Це добре вiдоме спiввiдношення Томаса-Фермi мiж густиною енергiї та густиною частинок. Цей вираз

застосовується в рiзних галузях фiзики як твердому тiлi, атомної та ядерної фiзицi.

Функцiонал густини енергiї

E [ρp(~r), ρn(~r)] =
~
2

2m
[τp(~r) + τn(~r)] + V(~r),

де m - маса нуклона. Вирази для протонних τp та нейтронiв τn функцiй густини кiнетичної енергiї врахову-

ють корекцiї порядку ~
2. Функцiонал густини потенцiальної енергiї розпадається на частини Скирмовську

та кулонiвську (прямi та обмiннi)

V(~r) = VSkyrme(~r) + VCoul(~r).

Вирази для протонної τp та нейтронної густин кинетичної єнергiї, якi враховувають члени з ~2, ( розширене

Томас-Фермiєвськое наближення) є

τp(n)(~r) =
3

5
(3π2)2/3ρ

5/3
p(n) +

1

36

(∇ρp(n))2
ρp(n)

+
1

3
∆ρp(n) −

1

12
ρp(n)

(∇fp(n)
fp(n)

)2

+
1

6

∇ρp(n)∇fp(n) + ρp(n)∆fp(n)

fp(n)
+
ρp(n)

2

(

2m

~2

W0

2

2∇ρp(n) +∇ρn(p)
fp(n)

)2

,



де

fp(n)(~r) = 1 +
2m

~2

(

3t1 + 5t2
16

+
t2x2
4

)

ρp(n)(~r).

Функцiонал густини енергiї Скирма

VSkyrme~r =
t0
2
[(1 +

1

2
x0)ρ

2 − (x0 +
1

2
)(ρ2p + ρ2n)] +

1

12
t3ρ

α[(1 +
1

2
x3)ρ

2 − (x3 +
1

2
)(ρ2p + ρ2n)]

+
1

4
[t1(1 +

1

2
x1) + t2(1 +

1

2
x2)]τρ +

1

4
[t2(x2 +

1

2
)− t1(x1 +

1

2
)](τpρp + τnρn)

+
1

16
[3t1(1 +

1

2
x1)− t2(1 +

1

2
x2)](∇ρ)2 −

1

16
[3t1(x1 +

1

2
) + t2(x2 +

1

2
)](∇ρn)2 + (∇ρp)2)

−W
2
0

4

2m

~2
[
ρp
fp
(2∇ρp +∇ρn)2 +

ρn
fn
(2∇ρn +∇ρp)2].

t0, t1, t2, x0, x1, x2, α and W0 - параметри сил Скирмовських сил, останнiй доданок - це спiн-орбiтальна

взаємодiя, яке отримано у наближеннi ~2.

Густина функцiонала кулонiвської енергiї є сума прямих та обмiнних доданкiв

VCoul(~r) =
e2

2
ρp(~r)

w ρp(~r′)
|~r − ~r′|d~r′ −

3e2

4

(

3

π

)1/3

(ρp(r))
4/3.



Розглянемо систему частинок N , якi взаємодiють двочастковою взаємодiєю vi,j. Гамiльтонiан системи

має форму

H = T + V =
N
∑

i=1

ti +
1

2

N
∑

i,j=1,i6=j
vij =

N
∑

i=1

−~2
2m

~∇2 +
1

2

N
∑

i,j=1,i6=j
vi,j(~ri, ~rj).

Цей Гамiльтонiан описує систему багатьох тiл. Вiдповiдне рiвняння Шредiнгера - це система сильно зв’язаних

рiвнянь N .

Розгляд багатьох нуклонiв у ядрах позначається на труднощах:

• Застосувати динамiчнi рiвняння для кожного нуклона в ядрах важко, тому що кiлькiсть нуклонiв у

ядрах занадто велика.

• Застосувати статистичнi рiвняння для ядер важко, тому що кiлькiсть нуклонiв у ядрах занадто мала

для статистичного пiдходу.

• Взаємодiя мiж нуклоном є сильною, складною i коротко-дiюча.

Тому необхiдно застосувати приблизну теорiю.



Наближення Хартрi

Наближення Хартрi (1927): Стан будь-якої окремої частинки складної системи багатьох тiл визначається

самоузгодженим потенцiалом, сформованим взаємодiєю цiєї частинки з усiма iншими частинками.

Давайте запропонуємо це

1) Одночатинкове рiвняння Шредiнгера для кожної частинки має вигляд

−~2
2m

~∇2ψi(~ri) + Vi(~ri)ψi(~ri) = εiψi(~ri),

де ψi та Vi - хвильова функцiя та власний самоузгоджений потенцiал для частинок i вiдповiдно i хвильовi

функцiї пiдпорядковуються умовi нормалiзацiї < ψi|ψi >= 1;

2) хвильова функцiя загальної системи частинок N визначається як

Ψ = ψ1(~r1)ψ2(~r2)ψ3(~r3)...ψN(~rN).

Тодi повна енергiя системи

E =< Ψ|H|Ψ >=

N
∑

i=1

< ψi|
−~2
2m

(

d

d~ri

)2

|ψi > +
1

2

N
∑

i,j=1,i6=j
< ψiψj|vi,j(~ri, ~rj)|ψiψj > .

Хвильову функцiю можна визначити, використовуючи варiацiйний принцип

δ

(

< Ψ|H|Ψ > −
N
∑

i=1

εi < ψi|ψi >
)

= 0,



де εi - коефiцiєнти Лагранжа, пов’язанi з умовою нормалiзацiї < ψi|ψi >= 1. Варiацiї виконуються на

функцiях ψi. Зауважте, що

δ < Ψ|H|Ψ >=< δΨ|H|Ψ > + < Ψ|H|δΨ > .

Ψ > є складною функцiєю, тому ми можемо змiнювати реальну та уявну частину незалежно, що еквiва-

лентно виконувати варiацiї на |ψ > та < ψ| незалежно.

Беручи варiацiю, ми отримуємо рiвняння Шредiнгера

−~2
2m

(

d

d~ri

)2

ψi +
N
∑

j=1,i6=j
< ψj|vi,j(~ri, ~rj)|ψj > ψi − εiψi = 0.

Самоузгоджений потенцiал для частинок i є

Vi(~ri) =

N
∑

j=1,i6=j
< ψj|vi,j(~ri, ~rj)|ψj > .



Наближення Хартри-Фока

У 1930 р. В. А. Фок незалежно вказав, що метод Хартрi не дотримується принципу антисиметрiї хвильової

функцiї.

Було показано, що детермiнант Слейтера (детермiнант одночастинкових хвильових функцiй, який впер-

ше було використано Гейзенбергом та Дiраком у 1926 роцi) задовольняє антисиметричну умову.

Правильна хвильова функцiя всiєї системи N фермiонiв є

Ψ =
1√
N !

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ψ1(~r1) ψ1(~r2) ψ1(~r3) ... ψ1(~rN)

ψ2(~r1) ψ2(~r2) ψ2(~r3) ... ψ2(~rN)

ψ3(~r1) ψ3(~r2) ψ3(~r3) ... ψ3(~rN)

... ... ... ... ...

ψN(~r1) ψN(~r2) ψN(~r3) ... ψN(~rN)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Тут хвильова функцiя ψi(~ri) = ϕi(~ri) xii мiстить просторову ϕi(~ri) та спинову ξi частки.

Наприклад, для системи двох частинок

Ψ =
1√
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ψ1(~r1) ψ1(~r2)

ψ2(~r1) ψ2(~r2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1√
2
[ψ1(~r1)ψ2(~r2)− ψ2(~r1)ψ1(~r2)].

Антисиметрична умова виконується Ψ(ψ1(~r1), ψ2(~r2)) = −Ψ(ψ2(~r2), ψ1(~r1)) завдяки антикомутацiйному вiд-

ношенню до фермi-частинок ψi(~ri)ψj(~rj) + ψj(~rj)ψi(~ri) = δij δ(~ri − ~rj)



Рiвняння Шредiнгера для визначення хвильових функцiй та власних значень енергiї частинок εi дорiвнює

−~2
2m

(

d

d~ri

)2

ψi(~ri) +
1

2

N
∑

j=1

[(w
d3rj ψ

∗
j (~rj)vi,j(~ri, ~rj)ψj(~rj)

)

ψi(~ri)

−
w
d3rj ψ

∗
j (~rj)vi,j(~ri, ~rj)ψj(~ri)ψi(~rj)

]

− εiψi(~ri) = 0.

Звернiть увагу, що iндекс I описує квантове число стану та спiновий стан.

Ми можемо переписати це рiвняння у виглядi

−~2
2m

(

d

d~ri

)2

ψi(~ri) + Vd(~ri)ψi(~ri) +
w
d3rj Vex(~ri, ~rj)ψi(~rj)− εiψi(~ri) = 0,

де

Vd(~ri) =
N
∑

j=1

w
d3rj ψ

∗
j (~rj)vi,j(~ri, ~rj)ψj(~rj)

є прямий самоузгоджений потенцiал,

Vex(~ri, ~rj) = −
N
∑

j=1

ψ∗j (~rj)vi,j(~ri, ~rj)ψj(~ri)

є обмiнний самоузгоджений потенцiал.

У випадку взаємодiї з кiнцевим радiусом дiї прямий потенцiал Vd(~ri) є локальним, тодi як обмiнний

потенцiал Vex(~ri, ~rj) є нелокальним.

Якщо обмiнна нуклон-нуклонна взаємодiя має нульовий радiус дiї, то vi,j(~ri, ~rj) = v0δ(~ri−~rj) та обмiнний



потенцiал, i рiвняння Шредiнгера є локальними

Vex(~ri, ~rj) = −v0
N
∑

j=1

ψ∗j (~ri)ψj(~ri)

та рiвняння Шредiнгера є локальним

−~2
2m

(

d

d~ri

)2

ψi(~ri) + Vd(~ri)ψi(~ri)− v0





N
∑

j=1

ψ∗j (~ri)ψj(~ri)



ψi(~ri)− εiψi(~ri) = 0,

Висновок: Наближення Хартрi-Фока - це мiкроскопiчний пiдхiд до розгля-

ду багатофермiонних систем, заснований на хвильових функцiях та фермiон-

фермiонному потенцiалi.



Сили Скирма.

Нуклон-нуклонi сили Скирма

vSkyrme(~r1, ~r2) = t0(1 + x0Pσ)δ(~r1 − ~r2) central term

+
1

2
t1(1 + x1Pσ)[

←
P

2

δ(~r1 − ~r2) + δ(~r1 − ~r2)
→
P

2

]

+t2(1 + x2Pσ)
←
P δ(~r1 − ~r2)

→
P non− local term

+
1

6
t3ρ

α(
~r1 + ~r2

2
)(1 + x3Pσ)δ(~r1 − ~r2) density − dependent term

+iW0

[←
P ×δ(~r1 − ~r2)

→
P

]

(~σ1 + ~σ2) spin− orbit term

де Pσ =
1
2
(1 + ~σ1~σ2) =

1
2

(

1 + 2(~S2 − ~s21 − ~s22)
)

) = S(S − 1)− 1 =







1, forS = 1

−1, forS = 0
, P = 1

2i
[~∇1 − ~∇2],

t0, t1, t2, x0, x1, x2, α та W0 є параметрами сил Скирма.

Взаємодiя Скирма має нульовий радiус дiї!



Функцiонал густини енергiї

E [ρp(~r), ρn(~r)] =
~
2

2m
[τp(~r) + τn(~r)] + V(~r),

where m is the nucleon mass, τp =
∑Z

i=1 |~∇ψα|2 and τn =
∑N

i=1 |~∇ψα|2 є протоннi та нейтроннi кiнетичнi

енергiї.

Функцiонал густини енергiї розпадається на два доданка потенцiальної енергiї (Скирмовську та ку-

лонiвську частини)

V(~r) = VSkyrme(~r) + VCoul(~r).

Скирмовська частина функцiоналу густини енергiї

VSkyrme(~r) = V0 + V3 + Veff + Vfin + Vso + Vsg,

де

V0 =
t0
2
[(1 +

1

2
x0)ρ

2 − (x0 +
1

2
)(ρ2p + ρ2n)]

є доданок нульового радiусу дiї,

V3 =
1

12
t3ρ

α[(1 +
1

2
x3)ρ

2 − (x3 +
1

2
)(ρ2p + ρ2n)]

є залежний вiд густини внесок (сучаснi значення α = 1, or 1
3 or 1

6),

Veff =
1

4
[t1(1 +

1

2
x1) + t2(1 +

1

2
x2)]τρ +

1

4
[t2(x2 +

1

2
)− t1(x1 +

1

2
)](τpρp + τnρn)



є доданок з ефективної маси,

Vfin =
1

16
[3t1(1 +

1

2
x1)− t2(1 +

1

2
x2)](∇ρ)2 −

1

16
[3t1(x1 +

1

2
) + t2(x2 +

1

2
)](∇ρn)2 + (∇ρp)2)

е доданок залежний вiд скiнченностi системи,

Vso =
1

2
W0( ~J ~∇ρ + ~Jp~∇ρp + ~Jn~∇ρn)

є спин-обертальний внесок та

Vsg = −
1

16
(t1x1 + t2x2) ~J

2 +
1

16
(t1 − t2)( ~J2

p +
~J2
n)

є доданок, пов’язаний з тензорною зв’язкою мiж спином i градiєнтом.

Функцiонал використовує звичайну густину частинок ρq =
∑

i ni|ψi|2, ρ = ρp + ρn, та спин-обертальну

густину ~Jq =
∑

i ψ
+
i ~σ × ~∇ψi, де ψi - одночастинковi хвильовi функцiї, а q означає протони або нейтрони.

Кулонiвський функцiонал густини енергiї має прямий та обмiнний доданки

VCoul(~r) =
e2

2
ρp(~r)

w ρp(~r′)
|~r − ~r′|d~r′ −

3e2

4

(

3

π

)1/3

(ρp(~r))
4/3.



Параметризацiї сил Скирма

Параметри сил Скирма.

Force t0 t1 t2 t3 x0 x1 x2 x3

SkM* -2645.0 410.0 -135.0 15595.0 0.090 0.0 0.0 0.0

skT6 -1794.2 294.0 -294.0 12817.0 0.392 -0.5 -0.5 0.5

sLy4 -2488.913 486.818 -546.395 13777.0 0.8340 -0.3438 -1.0 1.3540

skI1 -1913.619 439.809 2697.594 10592.267 -0.954536 -5.782388 -1.287379 -1.561421

skI3 -1762.88 561.608 -227.090 8106.2 0.3083 -1.1722 -1.0907 1.2926

skI4 -1855.827 473.829 1006.855 9703.607 0.405082 -2.889148 -1.325150 1.145203

skP -2931.70 320.618 -337.409 18708.96 0.29215 0.65318 -0.53732 0.18103

skO -2103.653 303.352 791.674 13553.252 -0.210701 -2.810752 -1.461595 -0.429881

skO’ -2099.419 301.531 154.781 13526.464 -0.029503 -1.325732 -2.323439 -0.147404



5. Сили Гоньi.

Сили Гоньi є сили кiнцевого радiусу дiї.

V (~r1, ~r2) =
2
∑

i=1

e−(~r1−~r2)
2/µ2i [Wi +BiPσ −HiPτ −MiPσPτ ]

+ iW0(~σ1 + ~σ2)~k × δ(~r1 − ~r2)~k + t3(1 + Pσ)δ(~r1 − ~r2)ρ1/3(
1

2
(~r1 + ~r2))

pσ =
1

2
(1 + ~σ1~σ2) =

1

2

(

1 + 2(~S2 − ~s21 − ~s22)
)

= S(S − 1)− 1 =







1, forS = 1

−1, forS = 0

де

i µi fm Wi Bi Hi Mi MeV W0 MeV fm5 t0 MeV fm4

1 0.7 -402.4 -100 -496.2 -23.56 115 1350

2 1.2 -21.30 -11.77 37.27 -68.81



Рiвняння Шредiнгера для моделi HF+Skyrme.

У наближеннi Хартрi-Фока одночастинковi хвильовi функцiї та вiдповiднi їм енергiї отримують iз само-

узгодженого рiвняння:
{

−~∇ ~
2

2m∗q(r)
~∇ + Uq(~r) + δq,protUCoul(~r)− i ~Wq(~r)(~∇× σ)− ei)

}

φqi (~r, s) = 0

де q = protons, neutrons,

~
2

2m∗q(r)
=

~
2

2m
+

1

4
[t1(1 + x1/2) + t2(1 + x2/2)]ρ(~r)−

1

4
[t1(1/2 + x1) + t2(1/2 + x2)]ρq(~r),

Uq(~r) = t0[(1 + x0/2)ρ(~r)− (1/2 + x0)ρq(~r)]

+
1

12
t3
{

(1 + x3/2)(2 + α)ρα+1(~r)− (x3 + 1/2)
[

2ρα(~r)ρq(~r) + αρα−1(~r)(ρ2p(~r) + ρ2n(~r))
]}

+
1

4
[t1(1 + x1/2) + t2(1 + x2/2)]τ +

1

4
[t2(x2 + 1/2)− t1(x1 + 1/2)]τq

+
1

8
[t2(1 + x2/2)− 3t1(1 + x1/2)]∇2ρ(~r) +

1

8
[3t1(x1 + 1/2) + t2(x2 + 1/2)]∇2ρq(~r)

+
1

8
(t1 − t2) ~Jq −

1

8
(t1x1 + t2x2) ~J,

~Wq(~r) =
1

2
W0(~∇ρ(~r) + ~∇ρq(~r)), UCoul(~r) =

e2

2
ρp(~r)

w ρp(~r′)
|~r − ~r′|d~r′ −

3e2

4

(

3

π

)1/3

(ρp(~r))
4/3,

τq(~r) =

Nq
∑

i=1,s

∣

∣

∣

~∇ψqi (~r, s)
∣

∣

∣

2

, ~Jq(~r) =

Nq
∑

i=1,s,s′
ψq∗i (~r, s′)~∇ψqi (~r, s)× 〈s′|~σ|s〉.
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Розподiл густини, енергiя зв’язку, зарядовi середньо-квадратичного радiуси, структура одночастичних рiв-

нiв поблизу енергiї Фермi добре описанi в рамках ХФ.



Енергiя зв’язку та зарядовi середньо-квадратичного радiуси.

Nucleus Binding energy, MeV RMS charge radii, fm

SkM∗ exp SkM∗ exp

16O 131.5 127.6 2.79 2.73

40Ca 347.9 342.1 3.50 3.49

48Ca 428.1 416.0 3.52 3.48

56Ni 495.1 484.0 3.75 3.75

90Zr 796.6 783.9 4.28 4.37

140Ce 1188.0 1172.7 4.88 4.88

208Pb 1652.7 1636.5 5.49 5.50



The constrained Hartree-Fock-Bogoliubov method is used with the Gogny interaction D1S

N. Dubray, H. Goutte, J.-P. Delaroche, PHYSICAL REVIEW C 77, 014310 (2008)



Рiвняння для релятивiстського середнього поля

Рiвняння для релятивiстського середнього поля пов’язано з рiвнянням Дiрака, яке описує взаємодiючi

фермiони та мезони. Густина Лагранжiану має наступний вигляд:

L = ψ̄(i/∂ −M)ψ + 1
2
∂µσ∂

µσ − U(σ)− 1
4
ΩµνΩ

µν+

&1
2
m2
ωωµω

µ − 1
4
~Rµν

~Rµν + 1
2
m2
ρ~ρµ~ρ

µ − 1
4
FµνF

µν

gσψ̄σψ − gωψ̄/ωψ − gρψ̄/~ρ~τψ − eψ̄/Aψ

(1)

Мезоннi поля:

σ - iзоскалярного мезон,

ω - iзоскалярний векторний мезон,

ρ - iзовекторний векторний мезон.

Лагранжiан мiстить також нелiнiйне скалярне мезонне поле σ.

U(σ) =
1

2
m2
σσ

2 +
1

3
g2σ

3 +
1

4
g3σ

4 (2)

Цей термiн важливий для вiдповiдного опису властивостей поверхнi. Тензорни поля векторних мезонiв i

електромагнiтнi поля приймають таку форму:

Ωµν = ∂µων − ∂νωµ (3)

~Rµν = ∂µ~ρν − ∂ν~ρµ (4)

F µν = ∂µAν − ∂νAµ (5)



Рiвняння Дiрака для нуклона:

{−iα∇ + V (r) + β[M + S(r)]}ψi = εiψi, (6)

де V (r) є vector потенцiал:

V (r) = gωω0(r) + gρτ3ρ0(r) + e
1 + τ3
2

A0(r), (7)

та S(r) є scalar потенцiал:

S(r) = gσσ(r) (8)

та внесок з ефективною масою:

M ∗(r) =M + S(r). (9)

Рiвняння Клейна-Гордона для мезонних та електромагнiтних полiв є:

{−∆+m2
σ}σ(r) = −gσρs(r)− g2σ2(r)− g3σ3(r) (10)

{−∆+m2
ω}ω0(r) = gωρv(r) (11)

{−∆+m2
ρ}ρ0(r) = gρρ3(r) (12)

−∆A0(r) = eρc(r) (13)



Вiдповiдни густини є:

ρs =
A
∑

i=1

niψ̄i ψi.

ρv =
A
∑

i=1

niψ
+
i ψi.

ρ3 =
Z
∑

p=1
niψ

+
p ψp −

N
∑

n=1
niψ

+
n ψn.

ρc =
Z
∑

p=1
niψ

+
p ψp.

(14)



P. Ring, Y.K. Gambhir and G.A. Lalazissis

70 80 90 100 110
A

-8.5

-8.0

NL-SH
FRDM
ETFS
expt.

Binding Energies : Sr Isotopes

Figure 1
70 80 90 100 110

A

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

β2

NL-SH
FRDM
ETF-SI

Deformation: Sr Isotopes

Figure 2
76 84 92 100 108

A

4.20

4.40

4.60

4.80

5.00

r 
 (

fm
)

rc

rn

Charge and Neutron radii

Sr Isotopes

Figure 4



H. Abusara, A. V. Afanasjev, P. Ring , Phys.Rev.C82,044303,2010
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