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Вступ

Цей комп’юскрипт є незакiнченою чернеткою лекцiй, якi я читаю в Києво-
Могилянськiй академiї. У ньому є багато змiстових пропускiв, позна-
чених знаками питання (або навiть не позначених жодними знаками),
мiсць, у яких лише накидано короткi тези, тощо. Поки що, на жаль, це
не пiдручник, а лише мiй робочий документ. Якщо вiн до когось потра-
пить, прошу мати це на увазi. Тим не менше, зауваження та побажання
вiтаються (yakovenko_at_kinr.kiev.ua).

Якщо часу вистачить i Бог дасть, з часом цей рукопис може стати
пiдручником. Це буде другий вiдомий менi пiдручник з фiзики плазми
українською мовою. Перший— книгу Ситенка та Мальнєва — було вида-
но дуже малим накладом у 1994 роцi; на жаль, той пiдручник став уже
майже бiблiографiчною екзотикою.

Цей курс є дуже коротким; його було розраховано на досить стислий
лекцiйний час, тому в нього вiдбиралися лише найважливiшi питання,
без яких важко скласти уяву про фiзику плазми. Звiсно, вiдбiр цих пи-
тань не мiг не бути певною мiрою суб’єктивним i тому може стати пре-
дметом критики. Крiм того, кожне з питань, у свою чергу, викладається
теж максимально стисло. Менi здається, таке викладення має й свою
перевагу для того, хто знайомиться з фiзикою плазми вперше: можна
швидко увiйти в базове коло понять, а потiм розширяти його по мiрi по-
треби. Основна ж вада такого стислого викладення цiлком очевидна: це
є саме стислiсть. Щоб нейтралiзувати по можливостi цю ваду, я з часом
дам наприкiнцi кожного роздiлу перелiк питань, на якi варто звернути
увагу при самостiйному поглибленнi знань з цiєї теми, разом з вiдповiд-
ним списком лiтератури.

Схематичний план курсу є таким. Спочатку подаються найзагальнi-
шi поняття теорiї плазми: що таке плазма, квазiнейтральнiсть, дебаєве
екранування (так роблять майже всi, i це природно). Одразу ж пiсля
цього вводяться основи гiдродинамiчного пiдходу, включно з рiвнова-
гою плазми. Потiм викладаються речi, пов’язанi з iндивiдуальним рухом
частинок— дрейфовий рух частинок, зiткнення та класичнi процеси пе-
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ренесення. Наприкiнцi курсу розповiдається про те, що є «вiзитiвкою»
плазми— про колективнi процеси (хвилi та нестiйкостi). При цьому спо-
чатку подається гiдромагнiтна теорiя плазмових коливань (магнiтогiдро-
динамiчних хвиль та нестiйкостей), i лише в самому кiнцi викладається
кiнетична теорiя хвиль: рiвняння Власова, кiнетична теорiя ленґмюро-
вих коливань та гамування Ландау.

Прийнятой мною порядок викладення є не дуже звичним. Зазвичай
воно починається з кiнетичного опису плазми, з якого потiм отримується
гiдродинамiчний опис як моментне наближення. Такий шлях є система-
тичнiшим, але довгим. Менi ж хотiлося одразу почати з фiзичних ефе-
ктiв. На свою пiдтримку можу навести те, що викладення термодинамiки
теж частiше починають не з кiнетичної теорiї, а з макроскопiчного опи-
су, даючи кiнетичне обґрунтування пiзнiше. Ще одною причиною такої
побудови курсу є те, що часто траплялося так, що мої студенти слухали
курс фiзичної кiнетики одночасно з моїм. Тому вiднесення кiнетичних
роздiлiв на кiнець курсу звiльняє мене вiд потреби дублювати зусилля i
пояснювати, що таке рiвняння Больцмана.

У кiнцi курсу є кiлька додаткiв, якi мiстять формули та довiдкову
iнформацiю, якi можуть бути корисними при роботi з матерiалом курсу.

Оскiльки для значной частини моїх студентiв фiзика плазми, скорi-
ше за все, не стане основним фахом, менi хотiлося б привернути увагу
до тем, якi можуть стати корисними i при роботi в iнших галузях фi-
зики. Такими, на мiй погляд, є лаґранжево-гамiльтонове числення (пiд-
роздiл 4.4), основи теорiї резонансного руху в гамiльтонових системах
(роздiл 5) та явища в неперервних спектрах (пiдроздiл 15.2). Утiм, якщо
хтось зi мною не погодиться, не буду сперечатись — взаємнi впливи га-
лузей фiзики бувають несподiваними.

У подальшому хотiлося б доповнити цей курс другою частиною, у
якiй було б подано роздiли, важливi для термоядерного синтезу (пере-
важно для термоядерного синтезу з магнiтним утриманням плазми). У
тiй частинi моя суб’єктивнiсть отримала б змогу розгулятися на повну.
Побачимо, чи знайдуться сили й час.

У лекцiях використовується система одиниць СГС (ґауссова). Це мо-
же бути незручно тим, хто звик до системи СI, але це є вкорiненою тра-
дицiєю в фiзицi плазми (i не тiльки). Ще варто попередити про те, що
температура в цих лекцiях визначається в енергетичних одиницях, що,
знову ж, є традицiєю в фiзицi плазми.

Щодо термiнологiї. Менi подобається забута на певний час термiноло-
гiчна традицiя словникiв 20-их та 30-их рокiв. Спробу її вiдродити було
зроблено в словнику Кочерги та Мейнаровича (???). Я загалом нама-
гаюся дотримуватися лiнiї цього словника. Проте зараз у цьому текстi
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може лишатися багато вiд, так би мовити, «традицiйної» термiнологiї,
що склалася вже пiсля знищення та заборони термiнологiї старих слов-
никiв. Буду вдячний за зауваження.
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Роздiл 1

Що таке плазма?
Квазiнейтральнiсть

Плазмою звуть квазiнейтральну систему, що мiстить вiльнi позитивно та
неґативно зарядженi частинки. Найчастiше це є достатньо сильно йонiзо-
ваний газ. Виникає питання: повiтря аудиторiї, очевидно, мiстить йони та
вiльнi електрони; чи це вже є плазма? Вiдповiдь буде заперечною. Це по-
вiтря є недостатньо йонiзованим, i критерiєм, за яким його йонiзованiсть
є недостатньою, є вiдсутнiсть квазiнейтральностi. Квазiнейтральнiсть —
це здатнiсть системи зберiгати електричну нейтральнiсть у середньому
на достатньо великих промiжках часу та в достатньо великих об’ємах.
Iншими словами, часовi та просторовi масштаби, на яких може проявля-
тись роздiлення зарядiв у плазмi, є обмеженими.

1.1 Плазмовi коливання
Почнiмо з часового масштабу. Хай спочатку плазма є електрично ней-
тральною. Це означає, що в кожнiй точцi простору виконується спiввiд-
ношення ∑

α

eαnα = 0, (1.1)

де iндекс α позначає сорт частинок, eα та nα — вiдповiдно заряд та кон-
центрацiя частинок сорту α.

Тепер уявiмо собi, що в плоскому шарi плазми з площею S i товщиною
d усi електрони зсунулися вiдносно йонiв на вiдстань x (див. Рис. 1.1).
Тодi нескомпенсованi заряди утворять плоский конденсатор з ємнiстю

C =
S

4πd
(1.2)
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Рис. 1.1: Наслiдки зсуву електронiв плоского шару на малу вiдстань x.

i зарядом
Q = Sneex, (1.3)

де ne —концентрацiя електронiв. Електричне поле в конденсаторi дорiв-
нюватиме

E =
Q

Cd
= 4πneex. (1.4)

Звiдси отримуємо рiвняння руху електронiв у шарi пiд впливом цього
поля:

d2x

dt2
= − eE

Me

= −4πnee
2

Me

x, (1.5)

деMe —маса електрона. Це є рiвняння гармонiчних коливань iз частотою

ωpe =

(
4πnee

2

Me

)1/2

. (1.6)

яка зветься плазмовою або електронною плазмовою або ленґмюровою
частотою. Отже, при роздiленнi зарядiв у плазмi електростатичнi сили
намагаються знищити це роздiлення, що веде до коливань, якi звуться
плазмовими або ленґмюровими за iм’ям Ленґмюра, одного з засновникiв
фiзики плазми, який вiдкрив цi коливання i ввiв у обiг слово «плазма».

Наведене виведення плазмової частоти має ту перевагу, що його цiл-
ком може вiдтворити навiть школяр. Проте може створитися хибне вра-
ження, що ця частота якось пов’язана зi зробленим припущенням про
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геометрiєю зарядiв, що роздiляються. Хоча видно, що в вираз для часто-
ти геометричнi параметри не ввiйшли, варто навести ще одне виведення,
з якого стане зрозумiлiшою фундаментальнiсть плазмової частоти. Хай
у плазмi виник об’ємний заряд з густиною ρ(x). Його подальша змiна
описується законом збереження:

∂ρ

∂t
= −∇ · j, (1.7)

де j — густина струму, яку можна виразити через швидкiсть руху еле-
ктронiв v (ми вважаємо, що набагато важчi йони не беруть участь у
русi):

j = −neev. (1.8)
Останню, в свою чергу, можна зв’язати з електричним полем:

M
∂v

∂t
= −eE. (1.9)

Зiбравши цi рiвняння докупи i знехтувавши неоднорiднiстю густини, ма-
ємо

∂2ρ

∂t2
= −nee

2

Me

∇ ·E. (1.10)

Якщо тепер згадати рiвняння Максвелла

∇ ·E = 4πρ, (1.11)

ми отримаємо рiвняння коливань густини заряду у виглядi

∂2ρ

∂t2
= −ω2

peρ, (1.12)

тобто ми знову приходимо до коливань з тiєю ж плазмовою частотою.
Отже, геометрiя не має значення. Єдиним припущенням, яке ми тут
мовчки зробили, є те, що всi частинки рухаються тiльки пiд впливом
електричного поля. Цим ми вилучили з розгляду їх тепловий рух, який
може бути iстотним, якщо характерний розмiр збурення (довжина хвилi)
є малою, так що частинка з тепловою швидкiстю може пролетiти його
швидше, нiж за перiод коливань. Тому наш розгляд є чинним за умо-
ви kvTe > ωp, де vTe = (2Te/Me)

1/2 — теплова швидкiсть електронiв, k—
хвильове число, Te — температура електронiв1 (як ми дiзнаємось ниж-
че, температури компонентiв плазми— електронiв та йонiв — часто вiд-
рiзняються мiж собою). Пiзнiше, у роздiлах 9 та 14, ми побудуємо теорiю
ленґмюрових коливань, яка буде вiльною вiд цiєї вади.

1У фiзицi плазми є усталена традицiя вимiрювати температуру в енергетичних
одиницях. Iншими словами, у фiзицi плазми лiтера T позначає те, що в термодинамiцi
позначається kBT , де kB —константа Больцмана.
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Таким чином, з нашого розгляду випливає, що на великих часах, якi
перевищують перiод плазмових коливань, усереднена за часом густина
заряду є нульовою—має мiсце квазiнейтральнiсть.

1.2 Визначення та рiзновиди плазми
Перейдiмо до розгляду просторового аспекту квазiнейтральностi, що дасть
нам змогу дати визначення плазми. Хай у плазмi, що була нейтральною
i задовольняла спiввiдношення (1.1), з’явився стороннiй заряд q. Еле-
ктричне поле цього заряду викличе певний перерозподiл частинок пла-
зми (поляризацiю), який, у свою чергу, вплине на електричне поле. Зна-
йдiмо самоузгоджене поле. Його потенцiал ϕ можна описати рiвнянням
Пуасона

∆ϕ = −4πqδ(r)− 4π
∑
α

eαnα, (1.13)

де nα та eα — вiдповiдно концентрацiя та заряд частинок сорту α, δ(r) —
дельта-функцiя Дiрака, i ми поклали початок координат в точцi роз-
ташування заряду. Термодинамiчно рiвноважнi концентрацiї компонент
плазми описуються розподiлом Больцмана:

nα = nα0 exp

(
−eαϕ
Tα

)
, (1.14)

де nα0 —концентрацiя частинок сорту α на далеких вiдстанях вiд про-
бного заряду q. Ми припустили, що кожна компонента плазми характе-
ризується певною температурою Tα, якi, проте, можуть бути рiзними.
Ситуацiя, коли температури компонент плазми (електронiв та йонiв) вiд-
рiзняються одна вiд одної, є дуже поширеною як у космiчнiй, так i в ла-
бораторнiй плазмi; як ми побачимо пiзнiше, причиною цього є вiдносно
повiльний енергообмiн мiж частинками, маси яких сильно вiдрiзняються.

Тепер припустiмо, що плазма є слабко неiдеальною. Оскiльки слово
«iдеальнiсть» є дещо занадто популярним у фiзицi (у цих лекцiях воно
зустрiнеться в кiлькох значеннях), варто пояснити, що тут iдеться про
термодинамiчну iдеальнiсть — ту, що вiдрiзняє, наприклад, iдеальний газ
вiд неiдеального — малiсть енергiї взаємодiї мiж частинками порiвняно з
кiнетичною. Для кулонової взаємодiї умова слабкої неiдеальностi плазми
має вигляд

eαϕ/Tα � 1, (1.15)

де φ—потенцiал, створений якоюсь iншою частинкою плазми. Плазму,
яка задовольняє цiй умовi, називають слабко неiдеальною або, для сти-
слостi, iдеальною. Припустiмо, що потенцiал, створений нашим пробним
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зарядом, має той же порядок величини, що й потенцiали, створенi ча-
стинками плазми. Це дає змогу застосувати до нього умову (1.15), щоб
розвинути експоненту в рiвняннi (1.14) i наблизити її лiнiйною функцiєю:

nα ≈ nα0

(
1− eαϕ

Tα

)
. (1.16)

Пiдставивши це рiвняння в рiвняння (1.13) i врахувавши, що на нескiн-
ченнiй вiдстанi плазма не повинна перестати бути електрично нейтраль-
ною: ∑

α

eαnα0 = 0, (1.17)

ми приходимо до рiвняння

∆ϕ = −4πqδ(r) + ρ−2D ϕ, (1.18)

де величина

ρD =

(
4π
∑
α

e2αnα0
Tα

)−1/2
(1.19)

зветься дебаєвим радiусом або радiусом дебаєвого екранування. Сфери-
чно симетричний розв’язок рiвняння (1.18), який є скiнченним на нескiн-
ченностi, має вигляд

ϕ =
q

r
exp(−r/ρD). (1.20)

Звiдси видно, що поблизу нашого тестового заряду (на вiдстанях, наба-
гато менших, нiж ρD) його електричне поле є майже таким само, як у
вакуумi. У той же час, на вiдстанях, що перевищують ρD, поле заряду
швидко екранується; практично можна ним нехтувати. На цих вiдстанях
плазма є квазiнейтральною.

Тепер ми готовi дати чiтке визначення плазми, яке належить Ленґмю-
ру. Плазмою звуть плинне середовище, яке є квазiнейтральним завдяки
наявностi достатньої кiлькостi рухомих електричних зарядiв. Зазвичай
це є сильно йонiзований газ, проте можна говорити також про плазму
електролiтiв, електронну плазму в провiдному твердому тiлi тощо. У пла-
змi електричнi поля, створенi окремими зарядами чи скупченнями заря-
дiв, екрануються. Як ми побачимо, в плазмi є електричнi поля, але вони
визначаються колективними рухами плазми. Кадомцев узагалi вважає,
що правильнiше визначати плазму як середовище, в електромагнiтному
полi якого домiнують колективнi ефекти, але, як на мене, це визначе-
ння важко перевiряти. Образно кажучи, в плазмi колективне електро-
магнiтне поле є своєрiдним кiстяком, на основi якого вiдбуваються рухи
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окремих частинок, i це вiдрiзняє її вiд газу, в якому взаємодiї мiж ча-
стинками є теж електромагнiтними, але вiдбуваються iндивiдуально —
як зiткнення.

Якщо тепер повернутися до початку лекцiї, то йонiзацiя повiтря ау-
диторiї є такою слабкою, що радiус Дебая значно перевищує її розмiр.
Iншими словами, йони повiтря не здатнi якось помiтно екранувати еле-
ктричнi поля на характерних вiдстанях цiєї аудиторiї, що здається бiльш-
менш очевидним з мiркувань здорового глузду (утiм, голос здорового
глузду можна пiдтримати розрахунками). Тому це повiтря, безумовно,
не є плазмою.

Виявляється, що умовi (1.15) можна надати несподiваного вигляду:
плазма є iдеальною, якщо кiлькiсть частинок у сферi Дебая значно пе-
ревищує одиницю. Продемонструймо це. Задля спрощення ми вважати-
мемо, що плазма є однокомпонентною (в нiй є йони лише одного сорту)
та iзотермiчною (тобто Te = Ti). Оскiльки характерна вiдстань мiж за-
рядженими частинками l ∼ n−1/3, потенцiальну енергiю частинки за по-
рядком величини можна оцiнити як eφ ∼ e2/l ∼ e2n1/3. Тодi умова (1.15)
набуває вигляду e2n1/3 � T . Знайдiмо тепер кiлькiсть частинок кожного
сорту в сферi Дебая:

4π

3
ρ3Dn =

1

12
√

2π

T 3/2

e3n1/2
� 1. (1.21)

Отже, в iдеальнiй плазмi ця кiлькiсть значно перевищує одиницю, при-
чому чим бiльше частинок у цiй сферi, тим iз бiльшою точнiстю плазму
можна вважати iдеальною. З цього можна скластися хибне враження, що
неiдеальнiсть плазми пiдсилюється зi зменшенням концентрацiї. Однак з
рiвняння (1.21) добре видно, що все навпаки: зi зменшенням концентрацiї
плазма наближається до iдеальної (як i нейтральний газ), але зростання
об’єму сфери Дебая є швидшим за зменшення концентрацiї.

Таким чином, у iдеальнiй плазмi одночасно взаємодiють багато части-
нок, що ще раз наголошує на колективному характерi електромагнiтної
взаємодiї в плазмi.

Розрiзняють гарячу плазму i холодну плазму, межу мiж якими умов-
но поставлено при температурi 10 еВ. Рiч у тiм, що енергiя йонiзацiї
атомiв має саме такий порядок. Тому в поведiнцi плазми, температура
якої є нижчою за цю енергiю, значну роль вiдiграють процеси йонiзацiї
та рекомбiнацiї, нейтральнi атоми i зiткнення з ними.

Нарештi, варто зупинитися на термiнологiчних розбiжностях мiж кни-
гами рiзних авторiв. Деякi автори включають у визначення плазми, окрiм
квазiнейтральностi (малостi радiуса Дебая) ще й iдеальнiсть. Деякi ав-
тори (зокрема, Чен) включають до визначення плазми ще й слабкiсть
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зiткнень — вимогу того, що частота зiткнень заряджених частинок є ма-
лою в порiвняннi з частотою плазмових коливань. Пiсля знайомства з
роздiлом 6 ви зможете перевiрити, що якщо таку вимогу ставити до
частоти зiткнень з iншими зарядженими частинками, то це буде еквi-
валентним iдеальностi плазми. Проте ця вимога ставиться до зiткнень з
нейонiзованою фракцiєю плазми. Аргументом тут служить те, що якщо
тертя з нейтральною компонентою домiнує над суто плазмовими проце-
сами, то фiзика такої речовини iстотно не вiдрiзняється вiд фiзики газу.
Так чи iнакше, для змiсту цього курсу наявнiсть чи вiдсутнiсть названих
додаткових вимог не є важливою. Iншою термiнологiчною розбiжнiстю,
про яку варто знати, є те, що в багатьох книгах iдеальну плазма звуть
слабко неiдеальною.

1.3 Плазма в природi та технiцi
Плазма є дуже поширеною в природi. Хоча пiсля вiдкриття темної мате-
рiї твердження, що в станi плазми знаходиться бiльшiсть матерiї Всесвi-
ту перестало бути правильним, але плазма складає переважну частину
«звичайної» матерiї — справдi, зiрки, мiжпланетна та мiжзоряна речови-
на є плазмою. У Всесвiтi зустрiчається як iдеальна (наприклад, у йоно-
сферi та мiжпланетному просторi), так i неiдеальна плазма (всерединi
зiрок).

Численними є також технiчнi застосування штучно створеної плазми.
Кожен з нас, либонь, щодня зустрiчається з люмiнесцентними лампами.
Всерединi такої лампи вiдбувається жеврiйний електричний розряд, що
перетворює розрiджений газ на плазму (варто вiдзначити цiкаву особли-
вiсть цiєї плазми: йони є набагато холоднiшими, нiж електрони, i мо-
жуть мати майже кiмнатну температуру). Iснує багато типiв електри-
чних розрядiв, з-помiж яких варто згадати дуговий розряд, технологiчнi
застосування якого обумовленi високою густиною його вiдносно холодної
плазми.

Проте бiльшiсть технiчних застосувань плазми пов’язана з можливi-
стю створювати плазмовi розряди з вiдносно високою (десятки еВ) тем-
пературою, яка значно перевищує температуру хiмiчного полум’я. Ча-
стiше за все для такої мети використовуються високочастотнi розряди,
в яких енергiя плазми пiдтримується електромагнiтним полем з висо-
кою частотою (в радiочастотному дiапазонi), зокрема, так званi гелiкон-
нi розряди. Вiдповiдно, частинки, що вилiтають з такої плазми, мають
високу енергiю, що може бути корисним. Наприклад, основним методом
щавлення мiкросхем стало щавлення в потоцi плазми високочастотних
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джерел, яке зараз витiснило хiмiчне щавлення. Можна, навпаки, засто-
совувати потiк йонiв плазми для напарення тонкої плiвки на поверхнi
вироба. Завдяки високiй енергiї цих йонiв такий метод дозволив поєдну-
вати матерiали, якi до того вважались несумiсними (наприклад, робити
металеве покриття на пластику). Можна таким чином леґувати поверх-
ню металу— йони з високою енергiєю здатнi входити в метал глибше,
нiж при хiмiчнiй обробцi.

Iдея плазмохiмiї полягає в тому, що при iншiй взаємнiй енергiї зi-
ткнень та iншому енергетичному станi частинок, що взаємодiють, мо-
жуть активуватись iншi канали реакцiй. Як приклад, можна навести
керований синтез нанотрубок та алмазоподiбних покривiв. Можна засто-
совувати плазму також для знешкодження промислових вiдходiв: висока
енергiя частинок плазми дозволяє руйнувати токсичнi речовини повнiше.

Плазмовi джерела мають також медичнi застосування. Наприклад,
енергiйнi частинки можуть швидко стерилiзувати хiрургiчнi iнструмен-
ти. Можна вбити мiкроорганiзми на шкiрi потоком швидких частинок iз
плазмового розряду, не завдавши при низькiй iнтенсивностi потоку опiку
шкiрi.

Плазмовi двигуни застосовуються на штучних супутниках Земля та
мiжпланетних станцiях для орiєнтацiї маневрiв та змiни орбiти. Швид-
кiсть гарячого газу, який витiкає з двигуна, не може перевищувати те-
плової швидкостi його молекул. Тому плазмовий розряд дозволяє ство-
рювати значно бiльший iмпульс на одиницю вжитого палива. Плазмовий
двигун може використовувати енергiю сонцевих батарей i мати паливом,
наприклад, пластик.

Плазмовi прискорювачi заряджених частинок використувають вла-
стивiсть плазми створювати дуже сильнi електричнi поля при роздiленнi
зарядiв. Зазвичай в прискорювачах частинки розганяє електричне поле
мiж електродами. Це поле обмежується можливiстю пробою в дiелектри-
ку, що роздiляє електрод. Тому для досягнення енергiй, що їх потребує
сучасна фiзика елементарних частинок, частинки мусять пройти велику
вiдстань, i, наприклад, Великий Адронний Колайдер має довжину 26,7
км. У плазмовому прискорювачi частинки розганяє так зване кiльватер-
не електричне поле, що виникає при проходженнi через плазму надко-
ротких iмпульсiв лазерного промiння або швидких заряджених части-
нок. Такий iмпульс створює в плазмi область нескомпенсованого заряду,
яка швидко рухається. Електричнi поля, що виникають при цьому, мо-
жуть бути надзвичайно сильними: вже продемонстровано можливiсть
прискорювати електрони до гiгаелектронвольтних енергiй на сантиме-
трових вiдстанях. Це вiдкриває можливiсть створити компактнi й по-
тужнi прискорювачi для потреб фiзики високих енергiй, медицини та
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промисловостi.
Величезний поштовх фiзицi плазми надали дослiдження з керованого

термоядерного синтезу, що мають на метi створення термоядерної енер-
гетики. Як вiдомо, енергiя може вивiльнятись не лише при щепленнi
важких атомних ядер (таких, як ядра урану та плутонiю), а при злиттi
легких ядер — ядерному синтезi. Саме реакцiї синтезу є джерелом енергiї
зiрок (включно з нашим Сонцем). Проте для здiйснення реакцiй синтезу
треба зблизити ядра на дуже близьку вiдстань, щоб почала дiяти сильна
взаємодiя. Iншими словами, треба, щоб ядра зiткнулися, маючи доста-
тньо велику енергiю для подолання кулонiвського бар’єру (десятки кеВ).
Це може вiдбуватись, якщо розiгрiти паливо до високих температур2 (де-
сяткiв кеВ, тобто сотень мiльйонiв градусiв) — до стану плазми— i утри-
мувати його протягом часу, достатнього для «вигоряння» його помiтної
частки. Виявилося, що це непросто зробити, тому застосувати термо-
ядернi реакцiї досi вдалося лише в термодернiй зброї — водневих бомбах.

Для вироблення ж енергiї у менш екстремальних, мирних умовах тре-
ба розв’язати проблему утримання гарячої плазми. До цього iснує два
головнi пiдходи: магнiтне та iнерцiйне утримання.

Магнiтне утримання плазми використовує те, що зарядженi частинки
в сильному магнiтному полi рухаються переважно вздовж поля i мають
обмежену можливiсть рухатися поперек нього. Це уможливлює створен-
ня магнiтних пасток для плазми. Найбiльш просунутими системами ма-
гнiтного утримання є так званi «токамаки».3 У найбiльшому токамаку
JET (спiльний європейський проєкт, що знаходиться в Калемському нау-
ковому центрi, Велика Британiя) було встановлено рекорд: реакцiя йонiв
дейтерiю та тритiю давала на 25% бiльше енергiї, нiж витрачалося на
утримання та нагрiвання плазми. Для промислового вироблення енергiї
цього замало: треба, щоб реакцiя видiляла в 10–20 разiв бiльше енер-
гiї, нiж витрачається на її пiдтримання. Планується, що цей рубiж буде
подолано в мiжнародному токамаку ITER, який споруджується в Када-
рашi (Францiя) спiльними зусиллями багатьох країн i має почати роботу
в 2025 р. За так званою «Європейською дорожньою картою»— планом
робiт країн, що входять до об’єднання Євратом, термоядерна електро-
станцiя на основi токамака має запрацювати в 2050 р.

Iдея iнерцiйне утримання плазми полягає в тому, щоб швидко створи-
ти плазму настiльки густу, що термоядерна реакцiя встигне вiдбутися за
час її розлiтання. Для цього сферичну крижинку палива (сумiшi iзотопiв

2Це пояснює корiнь «термо-» у словi «термоядерний».
3Назва «токамак» виникла як росiйська абревiатура вiд «тороидальная камера с

магнитными катушками».
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Табл. 1.1: Типовi параметри плазми рiзної природи.
Тип плазми ne, см−3 Te, еВ Ti, еВ
Йоносфера Землi 104 − 106 0.1 0.1
Сонцева корона 106 200 200
Сонцевий вiтер 10 10 10
Мiжзоряний газ 1 1 1
Жеврiйний розряд 106 − 1013 0.1− 1 0.03− 0.1
Електрична дуга 1013 − 1014 0.05 0.05
Гелiконне джерело 1011 − 1014 5− 20 5− 20
Термоядерний реактор з магнiтним
утриманням (токамак)

1014 20000 20000

Термоядерний реактор з iнерцiйним
утриманням

1024 10000 10000

водню) опромiнюють з усiх бокiв лазерним iмпульсом, рентґеновськими
променями або струменями заряджених частинок. При цьому реактивна
дiя зовнiшнiх шарiв палива, якi випаровуються й швидко розлiтаються,
стискає крижинку до густини 100–1000 г/см3. Цей процес називають iм-
плозiєю— тобто вибухом, спрямованим всередину. Якщо при цьому буде
досягнуто достатнi температуру та густину палива, то потрiбна частка
його «прогорить». По сутi, вiдбудеться вибух з потужнiстю в кiлька кi-
лограмiв тротилу. Дослiдники, що йдуть цим шляхом, уже досягли того,
що енергiя, що видiляється, перевищила вкладену. Проте для досягнен-
ня займання i, тим бiльше, до побудови економiчно доцiльного реактора
ще треба розв’язати низку технiчних проблем.

На цьому варто завершити огляд технiчних застосувань плазми. Цей
огляд є, звiсно ж, неповним— я мав на метi лише дати перше уявлення
про те, наскiльки широким є їх спектр.

Приклади параметрiв плазми в рiзних фiзичних об’єктах наведено в
Табл. 1.1. Зрозумiло, що цi параметри є орiєнтовними— температури та
густини в кожнiй iз цих фiзичних систем можуть бути в багато разiв
бiльшими або меншими.

16



Роздiл 2

Магнiтогiдродинамiчна модель
плазми

Найпростiшою моделлю плазми є магнiтогiдродинамiчна (МГД) модель.
Незважаючи на її простоту, вона виявилася дуже плiдною при аналi-
зi великомасштабних рухiв плазми. Гiдродинамiчний пiдхiд до аналiзу
плину (рiдини, газу або плазми) є альтернативним до кiнетичного пiд-
ходу. У рамках кiнетичного пiдходу стан плину описується на мiкроско-
пiчному рiвнi: вивчається функцiя розподiлу частинок по швидкостях у
кожнiй точцi простору. На вiдмiну вiд нього, у гiдродинамiчному пiдходi
стан плину характеризується просторовим розподiлом певних макроско-
пiчних параметров, як густина, температура, тиск або макроскопiчна
швидкiсть плазми як цiлого. Незважаючи на простоту, гiдродинамiчний
пiдхiд виявився дуже плiдним при аналiзi великомасштабних рухiв пла-
зми. Важливою його перевагою є придатнiсть для систем iз досить скла-
дною геометрiєю— кiнетичний аналiз плазмi в непрямому чи неоднорi-
дному магнiтному полi є технiчно складнiшим i є можливим тiльки в
простих випадках.

2.1 Рiвняння магнiтної гiдродинамiки
У курсах фiзичної кiнетики показується, що гiдродинамiчнi рiвняння
можуть бути отриманi як певнi моменти (iнтеґрали) кiнетичних, але,
з iншого боку, при викладеннi гiдродинамiки її рiвняння частiше виво-
дяться не на мiкроскопiчному, а одразу на макроскопiчному рiвнi. Цим
швидшим шляхом ми й пiдемо. А саме, ми припустимо, що за своїми
властивостями динамiчними властивостями плазма не вiдрiзняється вiд
будь-якого iншого провiдного плину (наприклад, рiдкого металу) — вона
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є просто плином, здатним проводити електричний струм i тому взаємо-
дiяти з електромагнiтним полем.

Отже, згадавши гiдродинамiку, ми описуємо динамiку плину рiвнян-
ням Нав’є-Стокса

ρ
dv

dt
= −∇p+

1

c
j ×B, (2.1)

де останнiй доданок є питомою силою, що дiє з боку магнiтного поля, а
оператор субстанцiйної похiдної дається рiвнянням

d

dt
≡ ∂

∂t
+ v · ∇.

Тут задля простоти ми вiдкинули в’язкiсть (хоча вона може й додаватися
в МГД-модель за потреби). Не розглядаємо ми також i силу гравiтацiї
(хоча вона може бути важливою для астрофiзичних плазмових об’єктiв
або коли МГД-модель застосовується до рiдкого металлу). Щоб замкнути
цi рiвняння, скористаймося рiвняннями Максвелла. Виразiмо струм в
рiвняннi (2.1) за допомогою закону Ампера

∇×B =
4π

c
j, (2.2)

в якому ми вiдкинули струм змiщення; апостерiорним аналiзом можна
буде побачити, що це є виправданим для хвиль, що поширюються значно
повiльнiше за швидкiсть свiтла. Ми отримуємо таке рiвняння руху:

ρ
dv

dt
= −∇p+

1

4π
(∇×B)×B, (2.3)

Масова густина речовини описується рiвнянням неперервностi:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 або

dρ

dt
+ ρ∇ · v = 0. (2.4)

Тиск описується рiвнянням стану:

d

dt

(
p

ργ

)
= 0 або

dp

dt
+ γp∇ · v = 0, (2.5)

у якому ми знехтували тепловими потоками i тому припустили, що стан
плазми змiнюється за адiабатичним законом. Питання про вибiр пока-
зника адiабати γ є складним. Простiше за все вважати як йони, так i
електрони, взятi окремо, iдеальним газом; тодi γ = 5/3, як найчастiше й
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береться при застосуваннi магнiтної гiдродинамiки. Проте, як менi здає-
ться, у цьому мiсцi варто зробити кiлька зауваг i наголосити, що плазма
все ж сильно вiдрiзняється вiд iдеального газу.1

По-перше, показник адiабати має значення γ = 5/3 для газу частинок
з трьома ступенями вiльностi, причому обмiн енергiєю мiж цими сту-
пенями вiльностi через зiткнення вiдбувається миттєво. Це наближення
непогано працює для звукової хвилi в повiтрi, але не для МГД-хвиль у га-
рячiй плазмi. По-друге, в плазмi є дуже важливою анiзотропiя, пов’язана
з наявнiстю магнiтного поля, яке iстотно впливає на рух частинок. Тому
виявляється, що реакцiя частинок на стиснення вздовж i поперек поля
є рiзною. По-третє, в МГД-хвилях майже нiколи не можна нехтувати
потоком енергiї електронiв уздовж магнiтного поля; зазвичай електрони
рухаються швидше за МГД-хвилi i тому їх температура не змiнюється,
але це може бути не так, якщо довжина хвилi вздовж магнiтного поля
є дуже великою. Якщо взяти все це до уваги, стає зрозумiлим, що пла-
зма може реагувати на стиснення по-рiзному в коливаннях вздовж та
поперек поля, в коливаннях з рiзною частотою та поляризацiєю тощо.

Тим не менш, у багатьох випадках можна скористатись рiвнянням
(2.5) з γ = 5/3, щоб урахувати вплив стиснення плазми з прийнятною
похибкою. Якщо ж похибка є великою, то, як правило, варто подумати
не про уточнення величини γ, а про перехiд вiд одноплинної МГД до
точнiшої моделi (до якогось iз варiантiв двоплинної МГД, див. роздiл 9
або до кiнетичного опису плазми, див. роздiл 14).

Перейдiмо до опису еволюцiї магнiтного поля. Виключивши електри-
чне поле в законi Фарадея

∂B

∂t
= −c∇×E (2.6)

за допомогою закону Ома

E +
1

c
v ×B =

1

σ
j, (2.7)

(тут другий доданок з’являється при переходi з системи координат, пов’язаної
з речовиною, до лабораторної), а струм— за допомогою закону Ампе-
ра (2.2), отримуємо рiвняння еволюцiї магнiтного поля:

∂B

∂t
= ∇× (v ×B)−∇×

(
c2

4πσ
∇×B

)
. (2.8)

1По сутi, рiвняння (2.5) є найслабшим елементом МГД-моделi. Ми ще повернемось
до цiєї теми в роздiлi 9, коли розглядатимемо звуковi хвилi у двоплинному набли-
женнi.
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Система рiвнянь, що складається з рiвнянь (2.3)–(2.5) та (2.8), зветься
рiвняннями магнiтної гiдродинамiки.

2.2 Вмерзлiсть магнiтного поля
Виявляється, що за iдеальної провiдностi (σ =∞) рiвняння МГД мають
важливу властивiсть: магнiтний потiк, що проходить через будь-який
контур, що рухається з плином, не змiнюється. Потiк поля крiзь довiльну
поверхню S, натягнутiй на обраний контур l, дорiвнює ψ =

∫
dS ·B. Його

часова похiдна складається з внеску вiд змiни поля у внутрiшнiй частинi
поверхнi та внеску вiд руху контура разом iз плином:

dψ

dt
=

∫
dS · ∂B

∂t
+

∮
dl · (v ×B). (2.9)

Проiнтеґрувавши рiвняння

∂B

∂t
= ∇× (v ×B) (2.10)

по поверхнi S i скориставшись теоремою Стокса, ми бачимо, що права
частина рiвняння (2.9) дорiвнює нулю; отже, потiк через контур дiйсно
зберiгається (варто нагадати, що магнiтний потiк крiзь твердий надпро-
вiдний контур теж зберiгається). Ця властивiсть зветься «вмерзлiстю
магнiтного поля (або магнiтного потока) у речовину». Важливим наслiд-
ком вмерзлостi є те, що будь-якi точки, що рухаються разом з iдеаль-
но провiдною плазмою, завжди залишаться з’єднаними силовою лiнiєю,
якщо вони були з’єднанi нею спочатку. Це неважко довести, якшо розта-
шовувати контури вздовж смужок силових лiнiй, так щоб потiк через цi
контури дорiвнював нулю; читачевi пропонується провести це доведення
самостiйно (Задача 2).2

2.3 Дифузiя магнiтного поля
Тепер розгляньмо протилежну ситуацiю: хай для спрощення плазма буде
нерухомою (v = 0), але матиме скiнченну провiднiсть σ, яка не залежить

2Подекуди в лiтературi саме те, що довiльна силова лiнiя рухається з речовиную,
покладають за визначення вмерзлостi магнiтного поля, доводячи з цього, що магнi-
тний потiк через довiльний контур зберiгається. Такi доведення є помилковими, а
збереження потоку не випливає зi збереження сполученостi точок силовими лiнiями,
що видно з Задачi 2.
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вiд простору та часу. Тодi рiвняння (2.8) стає рiвнянням дифузiї магнi-
тного поля

∂B

∂t
= Dm∆B. (2.11)

з коефiцiєнтом дифузiї Dm = c2/(4πσ) (тут ∆ — оператор Лапласа). От-
же, магнiтне поле немов би просочується або дифундує через речовину.
Розгляньмо простий випадок, коли проникнення змiнного магнiтного по-
ля в плазму легко дослiдити аналiтично. Хай плазма займає половину
простору, розташовану при x > 0. Задамо його значення на границi у
виглядi B(x = 0) = B0 exp(−iωt), де вектор B0 є напрямленим увздовж
границi, скажiмо, вздовж осi y. Нашею другою граничною умовою буде
те, що поле зникає при x → +∞. Шукаючи поле у виглядi експоненти,
легко знаходимо

B = B0 exp[−iωt+ (i− 1)x/δ]. (2.12)

де

δ =

(
2DM

ω

)1/2

=
c

(2πσω)1/2
(2.13)

зветься скiновою довжиною. Отже, магнiтне поле поширюється лише в
межах шару з товщиною δ (скiн-шару); товщина скiн-шару зменшується
з покращенням провiдностi. Це явище зветься скiн-ефектом. Скiн-ефект
не є чимось специфiчним саме для плазми— вiн має мiсце в будь-якому
провiдному середовищi. Узята нами проста геометрiя теж не вiдграє ви-
значальної ролi. Величину δ можна отримати (з точнiстю до числового
коефiцiєнта) просто застосувавши до рiвняння (2.11) мiркування розмiр-
ностi. Можна зробити висновок, що коли вивчаються процеси з такими
частотами (або оберненими характерними часами, якщо йдеться про не-
перiодичнi процеси), що величина δ є малою порiвняно з розмiрами си-
стеми, то можна вважати силовi лiнiї вмерзлими i викидати останнiй
доданок у рiвняннi (2.8). Тодi рiвняння (2.3)–(2.5) та (2.8) звуться рiвня-
ннями iдеальної магнiтної гiдродинамiки.

2.4 Магнiтне перезамкнення
???????????????????
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Роздiл 3

Рiвновага неоднорiдної плазми

3.1 Рiвняння балансу сил
Припустiмо, що плазма знаходиться в рiвновазi i або є нерухомою, або
тече зi сталою швидкiстю. Якщо швидкiсть течiї є достатньо малою, щоб
знехтувати доцентровим прискоренням, ми отримуємо з рiвняння (2.1)

∇p =
1

c
j ×B. (3.1)

Це рiвняння зветься рiвнянням рiвноваги або ж рiвнянням балансу сил.
Iншу форму цього рiвняння можна записати з використанням закону
Ампера:

∇p =
1

4π
(∇×B)×B. (3.2)

Хай тиск плазми змiнюється в просторi, так що його ґрадiєнт не до-
рiвнює нулю. Тодi з рiвняння (3.2) видно, що i магнiтне поле, i струм
є ортогональними до нього. Отже, якщо розглянути довiльну поверхню
рiвня тиску (тобто поверхню, на якiй p = const), то силовi лiнiї магнiтно-
го поля є дотичними до неї в будь-якiй точцi i, отже, лежать на нiй. Те
саме стосується й струмових лiнiй — лiнiй, до яких в кожнiй точцi доти-
кається вектор густини струму. Поверхнi, з яких не виходять силовi лiнiї
магнiтного поля, звуться магнiтними поверхнями. Наведенi мiркування
показують, що якщо в рiвноважнiй плазмi має мiсце ненульовий ґрадiєнт
тиску, то поверхнi сталого тиску обов’язково є магнiтними поверхнями.

Для подальшого розгляду потрiбно ввести деякi позначення, що є
усталеними в фiзицi плазми. Хай b = B/B — танґенцiаль (одиничний
дотичний вектор) силових лiнiй магнiтного поля. Поздовжньою та по-
перечною (або ж трансверсальною) компонентами довiльного вектора a
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звуться вiдповiдно скаляр a‖ та вектор a⊥, що визначаються рiвняннями

a‖ = b · a, a⊥ = a− a‖b. (3.3)

Таким само чином вводяться оператори поздовжнього та поперечного
диференцiювання:

∇‖ = b · ∇, ∇⊥ = ∇− b∇‖. (3.4)

(знову ж, перший з цих операторiв є скаляром, а другий— вектором).
А тепер перепишемо праву частину рiвняння (3.2) в iншiй формi,

увiвши позначення:

∇p =
B2

4π
(∇× b)× b+

1

8π
b× (b×∇B2). (3.5)

Скориставшись векторною тотожнiстю

b× (b× a) = −a⊥, (3.6)

неважко привести рiвняння (3.5) до вигляду

8π∇p+∇⊥(B2) = 2B2κ, (3.7)

де κ = −b× (∇×b). Щоб прояснити змiст цього вектора, скористаймося
тотожнiстю (А.3). Ми бачимо, що

κ = (b · ∇)b, (3.8)

тобто цей вектор є кривиною магнiтних силових лiнiй. Тепер розiб’ємо
рiвняння (3.7) на поперечну та поздовжню складовi:

∇⊥
(
8πp+B2

)
= 2B2κ, (3.9)

∇‖p = 0. (3.10)

Цим рiвнянням можна дати таку просту iнтерпретацiю. Величину p +
B2/8π можна розглядати як сумарний тиск (поперечний) системи плазма
+ магнiтне поле. Якщо силовi лiнiї магнiтного поля є прямими (κ = 0),
то рiвновага вимагає, щоб цей тиск був однорiдним, тобто не змiнював-
ся в просторi (принаймнi, в поперечному напрямку). Кривина силових
лiнiй веде до змiни тиску в просторi, i напрямок змiни є таким, нiби си-
ловi лiнiї є пружними стрижнями або еластичними струнами. Фiзичною
причиною цiєї «пружностi» є те, що кривина силових лiнiй означає наяв-
нiсть ротору магнiтного поля, а отже електричного струму, i напрямок
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цього струму є таким, що сила Лоренца намагається розпрямити силовi
лiнiї.1 При цьому тиск магнiтного поля є анiзотропним: з рiвняння (3.10)
видно, що поздовжнього тиску поле не має.

3.2 Рiвновага цилiндричної плазми
Розгляньмо просту рiвноважну конфiґурацiю (яка свого часу пропону-
валася для здiйснення термоядерного синтезу) — пiнч iз поздовжнiм ма-
гнiтним полем. Вiн є цилiндричною колоною, уздовж якої пропускається
струм, який створює магнiтне поле, напрямлене навкруги цилiндра. У
цьому цилiндрi знаходиться плазма з ненульовим тиском. Зовнiшнi ма-
гнiтнi котушки створюють магнiтне поле вздовж цилiндра. Завдяки вiд-
носнiй простотi такої конфiґурацiї, її зручно використати для демонстра-
цiї основних понять.

Ми вживатимемо цилiндричну систему координат (r, θ, z), де r—ра-
дiальна координата, θ— азимутальна, z —поздовжня. Ми припускаємо,
що розподiл тиску плазми (як i решта величин) є осесиметричним; то-
дi цилiндричнi поверхнi r = const є поверхнями рiвного тиску i, отже,
магнiтними поверхнями. Тому магнiтне поле не має радiальної компонен-
ти. Утiм, рiвнiсть нулю радiальної компоненти неважко довести також iз
симетрiї та вiдсутностi диверґенцiї (не треба навiть робити припущення,
що ґрадiєнт тиску не дорiвнює нулю).

Розписуючи ∇ × B у цилiндричних координатах (див. Додаток Б),
отримуємо радiальну компоненту рiвняння (3.2) у виглядi

∂p

∂r
= − 1

4π

[
Bz
∂Bz

∂r
+
Bθ

r

∂

∂r
(rBθ)

]
. (3.11)

При цьому θ-компонента та z-компонента рiвняння (3.2) виявляються
тривiальними завдяки цилiндричнiй симетрiї всiх величин. Неважко при-
вести останнє рiвняння до вигляду

∂

∂r

(
p+

B2

8π

)
= − 1

4πr
B2
θ . (3.12)

1Кажучи про пружнiсть силових лiнiй, не треба забувати, що вiдповiдний дода-
нок в рiвняннi (3.9) є пропорцiйним не кiлькостi силових лiнiй (B), а її квадратовi,
тому образ силової лiнiї як пружного стрижня не треба сприймати надто буквально.
Тим не менше, таке уявлення часто виявляється плiдним, оскiльки правильно пере-
дає, що рухи плазми, якi збiльшують кривину, є енергетично невигiдними (ведуть до
зменшення кiнетичної енергiї).

24



Порiвнюючи це рiвняння з рiвнянням (3.9), ми бачимо, що його права
частина пов’язана з кривиною, яка має дорiвнювати

κ = − B2
θ

rB2
; (3.13)

пряме обчислення кривини силових лiнiй методами диференцiйної гео-
метрiї пiдтверджує цей результат.

Iнтеґруючи z-компоненту рiвняння (2.2), легко показати, що струм
усерединi цилiндичної поверхнi з радiусом r дорiвнює

I(r) =
crBθ

2
. (3.14)

Тому iнтеґрування рiвняння (3.12) вiд r = 0 до r = a (границi плазми)
дає

B2(0) = B2(a)− 8π[p(0)− p(a)] +
8

c2

∫ a

0

dr
I2

r3
. (3.15)

Другий доданок правої частини виявляє дiамагнiтнi властивостi пла-
зми: наявнiсть тиску плазми «виштовхує» магнiтне поле. Можна зробити
простий експеримент, щоб побачити виштовхування плазми з магнiтного
поля у буквальному сенсi слова. Якщо запалити свiчку (полум’я свiчки
ще не є плазмою— концентрацiя вiльних зарядiв ще недостатня— але де-
якi плазмовi ефекти вже проявляються) i пiднести до полум’я сильний
магнiт, то можна побачити, як полум’я намагається уникнути магнiта
(треба, щоб повiтря в кiмнатi було дуже спокiйним). Домноживши рiв-
няння (3.1) векторно на B i скориставшись тотожнiстю (А.1), маємо

j⊥ =
c

B2
B ×∇p. (3.16)

Це так званий дiамагнiтний струм, який i зменшує магнiтного поля у тих
мiсцях, де тиск плазми пiдвищений. У роздiлах 4 та 7 ми побачимо по-
ходження дiамагнетизму плазми на мiкрорiвнi, з дiамагнетизму вiльних
частинок.

Останнiй доданок виявляє парамагнiтний ефект поздовжнього стру-
му: цей струм «затягує поле в плазму».

Рiвняння (3.15) дає змогу оцiнити, яке поле та силу струму потрi-
бно, щоб тримати плазму. Беннет (1934) вперше виконав подiбний ана-
лiз для випадку Bz = 0 (z-пiнч або пiнч Беннета). Виявилося, що не
надто великий струм може тримати чималу кiлькiсть частинок, доста-
тню для здiйснення керованої термоядерної реакцiї (див. задачу 3). Iдея
здiйснення керованого синтезу у z-пiнчi виглядала так. Створивши роз-
ряд, пiднiмаємо струм; тиск поля стискає плазму i це стиснення, а також
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струм, її нагрiває. Якщо струм буде достатнiм (що технiчно можливо),
термоядерне займання буде досягнуто. Таку iдею здiйснення керованого
термоядерного горiння спробували були реалiзувати в кiлькох країнах.
МГД-нестiйкiсть, яка поховала цю iдею, ми обговоримо у пiдроздiлi 10.3.

3.3 Рiвновага тороїдної плазми
???????????????????
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Роздiл 4

Рух зарядженої частинки в
електромагнiтному полi

Цю тему достатньо добре викладено в пiдручнику Ситенка–Мальнєва;
деякi речi можна доповнити з Беллана (поляризацiйний дрейф) та Вайта.

Вище було розглянуто гiдродинамiчну модель плазми, яка трактує
її як єдиний плин— суцiльне рухоме середовище, що характеризується
певними макроскопiчними параметрами. Проте було б дивно, якщо б на
властивостi плазми нiяк не впливало те, як рухаються її окремi частинки.
До вивчення цього руху ми й переходимо.

4.1 Простi випадки
Рух нерелятивiстської зарядженої частинки в плазмi описується добре
вiдомим рiвнянням Лоренца:

M v̇ = eE +
e

c
v ×B. (4.1)

де M та e—маса та заряд частинки, v— її швидкiсть. Електричне та
магнiтне поля, E та B, у загальному випадку залежать вiд просторових
координат та часу.

Розв’язання (iнтеґрування) рiвняння Лоренца не є в загальному ви-
падку простою задачею. Бiльш того, в загальному випадку аналiтично
розв’язати його в квадратурах може бути просто неможливо.1 Тому по-
чнiмо з розгляду простих випадкiв.

1Це можна зрозумiти з того, що за вiдсутностi симетрiї полiв частинка має три
ступеня вiльностi, жоден з яких не можна виключити. У такому разi в гамiльто-
новiй системi можлива стохастична поведiнка (детермiнований хаос), який виклю-
чає iнтеґрованiсть у квадратурах. З цiєї ж причини грошова премiя за розв’язання
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Спершу хай частинка рухається в сталому однорiдному магнiтному
полi за вiдсутностi електричного (E = 0). Тодi рiвняння руху можна
записати в виглядi

v̇ = ωB × v, (4.2)

де ωB = −eB/(Mc). Це рiвняння описує обертання вектора швикостi v
зi сталою кутовою швидкiстю ωB. Величину ωB = eB/(Mc) звуть цикло-
тронною, або ж ларморовою частотою.2 Розкладiмо вектор швидкостi на
компоненти v⊥ та v‖. Тодi з рiвняння (4.2) маємо

v̇⊥ = ωB × v⊥, v̇‖ = 0. (4.3)

Отже, рухи вздовж та поперек поля розчепилися i можуть розглядати-
ся незалежно. Як неважко побачити, перше з рiвнянь (4.3) описує рух
частинки по колу в площинi, перпендикулярнiй до магнiтного поля; цей
рух звуть циклотронним або ларморовим обертанням. Радiус цього кола
(ларморiв радiус або гiрорадiус) дорiвнює

ρL = v⊥/ωB. (4.4)

Отже, рух частинки є суперпозицiєю обертання в площинi, поперечнiй до
поля, та рiвномiрного руху вздовж поля. Частинка летить по ґвинтовiй
лiнiї, що в’ється навкруги певної силової лiнiї магнiтного поля.

Ще одним прикладом задачi, що розв’язується точно, є рух частинки
в схрещених електричному та магнiтному полях. Хай електричне поле є
ортогональним до магнiтного. Перейдiмо в систему координат, що руха-
ється зi швидкiстю

vE =
c

B2
E ×B. (4.5)

Тодi для швидкостi частинки в цiй системi координат, v′ = v − vE, рiв-
няння Лоренца (4.1) дає

v̇′ = ωB × v′. (4.6)

Ми бачимо, що в нашiй рухомiй системi координат рiвняння руху частин-
ки звелося до вже вивченого рiвняння руху за вiдсутностi електричного

в квадратурах славетної задачi трьох тiл у небеснiй механiцi залишиться неотрима-
ною. Можливiсть неiнтеґрованостi i хаоса з’являється вже починаючи з двох ступенiв
вiльностi. А якщо поле змiнюється в часi, то рiвняння Лоренца за поширеною тер-
мiнологiєю треба трактувати як систему з трьома з половиною ступенями вiльностi!
(За такою термiнологiєю, можливiсть неiнтеґрованостi i хаоса починається не з двох
ступенiв вiльностi, а з пiвтора.)

2Звернiть увагу, що визначена таким чином величина ωB може бути як додатною,
так i вiд’ємною— залежно вiд знаку електричного заряду частинки. Таке визначення
значно спрощує формули цього роздiлу.
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поля (4.2). Тому рух частинки є суперпозицiєю ларморового обертання,
прямолiнiйного руху вздовж поля та прямолiнiйного руху поперек магнi-
тного та електричного полiв зi швидкiстю vE. Остання складова — рух
частинки зi швидкiстю vE — зветься «дрейфом у схрещених електрично-
му та магнiтному полях».3 Одразу впадає в око, що дрейф в схрещених
електричному та магнiтному полях не залежить вiд маси та заряду ча-
стинки— електрони та йони всiх сортiв дрейфують однаково. Рiч у тiм,
що перехiд до системи координат, що рухається зi швидкiстю vE, є просто
переходом до системи координат, у якiй електричне поле зникає згiдно з
релятивiстським перетворенням Лоренца.

4.2 Дрейфове наближення
У загальному випадку рух частинок можна аналiзувати лише наближе-
но. У багатьох випадках для частинок у плазмi (i не тiльки) є засто-
совним так зване «дрейфове наближення» або «наближення ведучого
центру». Це наближення описує рух частинок у полях, у яких характер-
ний час змiни магнiтного поля значно перевищує перiод циклотронного
обертання, характерний просторовий масштаб змiни — ларморiв радiус,
а електричне поле є настiльки малим, що vE � ρLωB, тобто

1

BωB

∣∣∣∣∂B∂t
∣∣∣∣� 1,

ρL
B

∣∣∣∣∂B∂x
∣∣∣∣� 1,

E

B
� v

c
. (4.7)

У такому разi на одному ларморовому обертi магнiтне поле є майже
сталим, i в першому наближеннi можна вважати, що частинка, як i в
сталому однорiдному полi, рухається по ларморовому колу, центр якого
рухається вздовж силової лiнiї. У наступному наближеннi (або наступних
наближеннях) ми знаходимо повiльний рух центру цього кола (який зве-
ться «ведучим центром») поперек силових лiнiй («дрейфовий рух»). Для
цього ми представляємо радiус-вектор частинки у виглядi

r(t) = R(t) + ρ(t) = R(t) +
1

BωB
B × v, (4.8)

де R(t) —радiус-вектор ведучого центра, ρ(t) — вектор, що зв’язує веду-
чий центр iз миттєвим положенням частинки.

Ми виведемо рiвняння дрейфового руху двома шляхами: спершу (у
цьому пiдроздiлi) ми отримаємо рiзнi типи дрейфiв iз простих мiркувань,

3На мiй погляд, вже давно час вигадати якийсь коротший та зручнiший термiн для
цього часто згадуваного явища. Англомовний вiдповiдник “E × B-drift” є набагато
зручнiшим.
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а потiм (у наступному) бiльш строго побудуємо лаґранжiан ведучого
центру i отримаємо рiвняння з нього.

Перш за все, ми покажемо, що магнiтний момент, що створюється
ларморовим колом частинки, є адiабатичним iнварiантом.

Оскiльки ларморове коло можна розглядати як кiльцевий струм—
контур зi струмом— воно має певний магнiтний момент. Знайдiмо його.
Як вiдомо, магнiтний момент контура дорiвнює

µ =
1

c
IS, (4.9)

де I — струм у контурi, S —площа контура, орiєнтована вiдповiдно до на-
прямку струму. Оскiльки струм ларморового кола дорiвнює I = eωB/(2π),
а площа— πρ2L, ретельно врахувавши напрямок струму, маємо

µ = −Mv2⊥
2B2

B. (4.10)

Як вiдомо (про це можно почитати в томi 1 Ландау та Лiфшиця або,
детальнiше в книзi Бакая та Степановського), у гамiльтонових системах
iз рухом, близьким до перiодичного, величини

J =
1

2π

∮
dq · p, (4.11)

де q та p— вiдповiдно вектори канонiчних координат та iмпульсiв, а iн-
теґрал обчислюється вздовж певної циклiчної (наближено) траєкторiї, є
так званими адiабатичними iнварiантами. Це означає, що вони наближе-
но зберiгаються при достатньо повiльнiй змiнi параметрiв системи (при
цьому чим повiльнiшою є змiна, тим точнiшим є збереження). Змiна вва-
жається достатньо повiльною, якщо вона є малою на одному перiодi си-
стеми.

Проаналiзуймо таким чином циклотронний рух частинки, розглядаю-
чи змiну «пейзажу» при поздовжньому русi частинки як повiльну змiну
параметрiв системи, разом з часовою еволюцiєю магнiтного поля. Тодi
достатньою умовою адiабатичної iнварантностi величини (4.11) є умо-
ва (4.7). Нам залишилося лише порахувати адiабатичний iнварант (4.11).
Згадавши вираз для канонiчного iмпульсу зарядженої частинки в магнi-
тному полi, записуємо

J =
1

2π

∮
dl ·

(
Mv⊥ +

e

c
A
)
, (4.12)

30



де A— векторний потенцiал магнiтного поля, dl—диференцiал довжини
ларморового кола. Застосувавши формулу Стокса, переходимо до iнте-
ґралу B = ∇×A по площi кола S:

J = Mv⊥ρL +
e

2πc

∫
dS ·B =

Mc

e

Mv2⊥
2B

, (4.13)

де ми скористались тим, що поле всерединi кола майже не змiнюється i
є ортогональним до нього, причому знак другого доданку є завжди про-
тилежним до першого. Щоб побачити це, треба врахувати, що напрямок
iнтеґрування по контуру в рiвняннi (4.12) є напрямком обертання частин-
ки по контуру, тому елемент поверхнi dS, знайдений з теореми Стокса,
є зорiєнтованим проти B, коли заряд є додатним, i по B — в протиле-
жному випадку. Порiвнюючи щойно знайдений адiабатичний iнварiант
з рiвнянням (4.10), ми бачимо, що вiн з точнiстю до сталого множни-
ка є абсолютною величиною магнiтного моменту µ. Отже, ми отримали
такий наближений закон збереження:

µ =
Mv2⊥
2B

= const . (4.14)

Перш нiж рухатися далi, знайдiмо дрейф частинки в однорiдному
магнiтному полi пiд дiєю довiльної сталої сили F . Зрозумiло, що рух
такої частинки описується рiвнянням (4.1), у якому замiсть eE стоїть F .
Дiючи так само, як i при виведеннi дрейфу пiд дiєю електричного поля,
легко отримати, що частинка дрейфує зi швидкiстю

vF =
c

eB2
F ×B. (4.15)

Тепер ми застосуємо це рiвняння до аналiзу дрейфових рухiв рiзних ти-
пiв.

Хай абсолютна величина iндукцiї магнiтного поля змiнюється в про-
сторi. Оскiльки згiдно з (4.10) потенцiальна енергiя магнiтного моменту
ларморова кола дорiвнює

U = −µ ·B = µB, (4.16)

на ларморове коло в неоднорiдному полi дiє сила

F g = −∇U = −µ∇B = −Mv2⊥
2B
∇B, (4.17)

де ми скористалися законом збереження магнiтного моменту (4.14). Пiд-
ставивши цю силу в рiвняння (4.15), ми отримуємо швидкiсть так званого
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«ґрадiєнтного» дрейфу або дрейфу, спричиненого неоднорiднiстю поля:

vg =
Mcv2⊥
2eB3

B ×∇B =
v2⊥

2ωBB2
B ×∇B. (4.18)

Тепер знайдiмо дрейф, пов’язаний з неоднорiднiстю напряму, а не
модуля B, тобто з кривиною силових лiнiй. При русi частинки вздовж
кривої силової лiнiї на неї (якщо розглядати її в системi координат її
дрейфового центру) дiє вiдцентрова сила

FR = −Mκv2‖, (4.19)

де κ = κn— вектор кривини силової лiнiї, n—нормаль, κ—кривина
(обернений радiус кривини). Рiвняння Френе дозволяють виразити κ че-
рез танґенцiаль b:

κ = (b · ∇)b. (4.20)

Звiдси, комбiнуючи рiвняння (4.15) та (4.19), отримуємо вираз для дрей-
фу, спричиненого кривиною силових лiнiй:

vc =
v2‖
ωB
b× (b · ∇)b =

v2‖
ωBB3

B × (B · ∇)B, (4.21)

де ми скористалися тотожнiстю

(B · ∇)
B

B
=

1

B
(B · ∇)B − B

B2
(B · ∇B). (4.22)

Тепер отримаймо рiвняння для змiни кiнетичної енергiї частинки (E).
Розбиваючи рух частинки на повiльну й швидку складовi частини, має-
мо:

dE
dt

= eE · dR
dt

+ eE · dρ
dt
. (4.23)

Оскiльки ми вважаємо ларморiв рух замкненим (наближено), другий
доданок описує внесок вихрового поля, створеного змiною B. Ми усере-
днюємо цей доданок за швидким рухом, скориставшись рiвнянням Ма-
ксвелла та нехтуючи неоднорiднiстю B всерединi ларморового кола:〈

eE · dρ
dt

〉
≈ eωB

2π

∮
L

dL ·E =
eωB
2πc

∫
S

dS
∂B

∂t
=
Mv2⊥
2B

∂B

∂t
, (4.24)

де L—ларморове коло, S —плоска поверхня з площею πv2⊥/ω
2
B, натягну-

та на нього (зазначимо, що при переходi вiд iнтеґрування по L до iнте-
ґрування по S необхiдно уважно слiдкувати за їх взаємною орiєнтацiєю,
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як це робилося при отриманнi рiвняння (4.12)). Отже, ми приходимо до
рiвняння

dE
dt

= eE · dR
dt

+ µ
∂B

∂t
. (4.25)

Розглядаючи простий приклад частинки, котра стоїть на мiсцi в одно-
рiдному магнiтному полi, що змiнюється в часi, можна побачити, що
саме другий доданок правої частини забезпечує збереження магнiтного
моменту в змiнному магнiтному полi.

Тепер ми готовi до того, щоб виписати систему рiвнянь дрейфового
наближення. Збираючи докупи рух вздовж силової лiнiї та дрейфи, що
описуються рiвняннями (4.5), (4.18) та (4.21), записуємо рiвняння про-
сторового руху ведучого центра таким чином:

dR

dt
= v‖b+ vE + vg + vc. (4.26)

Якщо додати до цього рiвняння закон збереження магнiтного моменту
(4.14), рiвняння для змiни енергiї (4.25) та зв’язок мiж E , µ та v‖, що має
вигляд

E =
Mv2⊥

2
+
Mv2‖

2
= µB +

Mv2‖
2

, (4.27)

то ми отримуємо систему шести рiвнянь вiдносно шести змiнних R, E , µ
та v‖.

Дрейфове наближення дозволило знизити порядок диференцiйних
рiвнянь, що описують рух частинки з шести до чотирьох. Якщо електро-
магнiтне поле має ще й певну просторову симетрiю, цього виявляється
досить для того, щоб їх проiнтеґрувати. Коли ж цi рiвняння застосовую-
ться для числового моделювання, дуже важливим є також те, що з них
вилучено малий часовий масштаб — перiод циклотронного руху. Це до-
зволяє вести iнтеґрування рiвнянь бiльшими часовими кроками i таким
чином прискорити обчислення та послабити нагромадження похибки.

4.3 Простi приклади
Як приклад, застосуймо дрейфового наближення до розгляду простої
системи. Хай частинка рухається в сталому магнiтному полi з майже
прямими силовими лiнiями, iндукцiя якого повiльно змiнюється вздовж
силових лiнiй; зрозумiло, що силовi лiнiї при цьому мають згущуватися
та розрiджуватися i тому, взагалi кажучи, не можуть бути зовсiм прями-
ми, але їх кривиною можна знехтувати, якщо змiна є достатньо повiль-
ною. Будемо вважати, що електричного поля немає, а частинка летить
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у напрямку зростання магнiтного поля, маючи початкову поздовжню
швидкiсть v‖0 у точцi з магнiтним полем B0. Введемо величину χ = v‖/v,
яку часто звуть косинусом пiтч-кута частинки.4 Тодi збереження магнi-
тного моменту та енергiї частинки разом з рiвнянням (4.27) дають змогу
знайти змiну χ при потрапляннi в точку з iншою величиною поля B:

1− χ2

1− χ2
0

=
B

B0

. (4.28)

Оскiльки чисельник лiвої частини цього рiвняння не може перевищувати
одиницю, з рiвняння випливає, що частинка нi в якому разi не зможе
потрапити в ту частину силової лiнiї, в якiй магнiтне поле перевищує

Bmax =
B0

1− χ2
0

. (4.29)

Це зветься ефектом «магнiтного дзеркала» (“magnetic mirror”). Насправ-
дi порiвняння з дзеркалом є не зовсiм точною метафорою, бо мiсце вiд-
биття частинок залежить вiд χ.

Якщо ж на магнiтнiй силовiй лiнiї є область з вiдносно малим B,
обмежена з двох бокiв магнiтними дзеркалами, то частинки з доста-
тньо великою поперечною часткою енергiї не зможуть її залишити. Така
конфiґурацiя зветься дзеркальною магнiтною пасткою (“mirror magnetic
trap”). Частинки, захопленi в цiй пастцi, коливаються вздовж силової лi-
нiї, вiдбиваючись вiд дзеркал. Знайдiмо перiод цих коливань (так званих
«баунс-коливань») для частинок, утримуваних поблизу мiнiмуму магнi-
тного поля. Будемо вважати, що електричного поля немає. Скористав-
шись рiвняннями (4.14), (4.25) та (4.27) i нехтуючи поперечними дрей-
фами, можна записати рiвняння поздовжнього руху частинки як

ẋ = v‖, v̇‖ = − µ

M

∂B

∂x
, (4.30)

де x—координата вздовж силової лiнiї. Представiмо варiацiю магнiтного
поля вздовж силової лiнiї поблизу мiнiмуму в виглядi

B = Bmin +
1

2

∂2B

∂x2
x2. (4.31)

Тодi рiвняння (4.30) стають рiвняннями гармонiчного осцилятора з ча-
стотою

ω =

(
µ

M

∂2B

∂x2

)1/2

. (4.32)

4Пiтч-кут — це кут мiж спиральною траекторiєю частинки та силовою лiнiєю, на
яку ця спираль «намотується».
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Прикладом щойно описаної ситуацiї може слугувати рух заряджених
частинок у магнiтосферi Землi (див. задачу 8). Як вiдомо, силовi лiнiї
магнiтного поля Землi згущуються бiля магнiтнiх полюсiв. Заряджена
частинка космiчних променiв або сонячного вiтру внаслiдок зiткнень мо-
же втратити енергiю i опинитися на ларморовiй орбiтi бiля якоїсь силової
лiнiї. Якщо поперечна швидкiсть цiєї частинки є не надто малою, ефект
магнiтного дзеркала на дасть їй наблизитися до мiсця, де силова лiнiя
входить в атмосферу. Тому вона зможе зберегти залишки своєї енер-
гiї протягом тривалого часу, що визначається зiткненнями з подiбними
до неї частинками. Такi частинки, зокрема, утворюють радiацiйнi пояси
Землi.

Дзеркальна пастка свого часу дослiджувалася як можлива схема здiй-
снення керованого термоядерного синтезу. При цьому плазма утриму-
валася в магнiтному полi соленоїда, на кiнцях якого спецiальнi коту-
шки пiдсилювали поле в кiлька разiв, створюючи дзеркала. Плазму в
цiй пастцi можна розiгрiвати високочастотними хвилями або iнжекцiєю
струменiв швидких нейтральних атомiв (атоми такого струменя може
проходити крiзь магнiтне поле i, йонiзуючись при зiткненнях iз части-
ками плазми, пiдвищувати її температуру та густину). Передбачалося,
що частинки плазми, швидкiсть яких направлена пiд надто малим ку-
том до силових лiнiй, χ2 > 1 − Bmin/Bmax, де Bmin —поле в основному
об’ємi пастки, Bmax —поле дзеркал, будуть миттєво (майже) втраченi,
але таких частинок буде небагато, якщо вдасться створити велике вiдно-
шення Bmax/Bmin. Через це в просторi швидкостей утвориться порожня
область (так званий «конус втрат»). Зiткнення намагатимуться iзотро-
пiзувати розподiл частинок i поступово постачатимуть до конуса втрат
новi частинки, але iнтенсивнiсть пов’язаних з цим втрат енергiї з системи
була б бути не надто високою, якби iзотропiзацiя викликалася лише пар-
ними зiткненнями частинок, як буде описано в роздiлi 7. Експерименти
зi здiйснення термоядерної реакцiї в таких пастках (їх звуть ще «вiдкри-
тими пастками» на вiдмiну вiд токамакiв та стелараторiв, у яких силовi
лiнiї замикаються в областi утримання) iнтенсивно велися до 80-х рокiв
минулого сторiччя. На жаль, виявилося, що iзотропiзацiя вiдбувається
набагато швидше через колективнi процеси (нестiйкостi), якi iнтенсивно
переводять частнки в конус втрат. Зараз експерименти в цьому напрямку
йдуть з меншою iнтенсивнiстю, але вони продовжуються; запропоновано
кiлька iдей, як можна покращити утримання частинок з малою попе-
речною швидкiстю. Нещодавно проект вдосконаленої вiдкритої пастки
пропонувався як кандидат на роль пристрою, в якому буде йти реакцiя
синтезу малої потужностi для перевiрки мiцностi реакторних матерiалiв
при опромiненнi 14-мевними нейтронами.
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Тепер розгляньмо рух частинок, захоплених у магнiтосферi Землi,
детальнiше. Магнiтне поле Землi в першому наближеннi є дипольним:

B = 3
µEarth · r

r5
r − 1

r3
µEarth, (4.33)

де µEarth —магнiтний момент Землi, r—радiус-вектор вiдносно центра
Землi. Оскiльки це поле змiнюється в просторi, частинки в ньому зазна-
ють поперечного дрейфу. Наслiдки цього дрейфу найпростiше зрозумiти
для частинки, що коливається поблизу магнiтного екватора, маючи мале
χ. У такої частинки дрейф (4.18) значно перевищує дрейф (4.21). Пiдста-
вивши магнiтне поле (4.33) у рiвняння (4.18) i вважаючи, що вiдхилення
вiд екваторiальної площини є нехтовними (µEarth · r ≈ 0), ми отриму-
ємо, що внаслiдок дрейфу частинка облiтає Землю в екваторiальному
напрямi зi швидкiстю

vg =
3v2⊥

2r2ωB
b× r, (4.34)

не змiнюючи вiдстанi вiд Землi. Такий рух зветься прецесiйним. Оскiль-
ки вiн є досить повiльним, у реальностi на нього накладається вплив
зiткнень.

Питання для самоперевiрки. Оскiльки зарядженi частинки в пер-
шому наближеннi летять вздовж силових лiнiй, у дослiдникiв у рiзних
країнах виникла природна iдея тримати плазму в магнiтному полi торої-
дного соленоїда. Силовi лiнiї мають форму кiл, що проходять уздовж со-
леноїда i не виходять з нього. Якщо частинки не надто енергiйнi, так що
їхнi ларморовi кола малi порiвняно з розмiрами соленоїда, вони начебто
мають утримуватися. Спробуйте передбачити, куди полетить заряджена
частинка, якщо запустити її всередину соленоїда. Спробуйте пiти далi i
якiсно передбачити колективний рух плазми як ансамблю електронiв та
йонiв.

4.4 Дрейфовий лаґранжiан
Отримання рiвнянь дрейфового руху в пiдроздiлi 4.2 може залишати пев-
не почуття незадоволення. По-перше, процедура, що нею було знайдено
два останнi дрейфи, є не зовсiм строгою й залiшає мiсце для сумнiву
(особливо це стосується дрейфу, спричиненого кривиною). По-друге, чи
не пропустили ми часом якогось iще дрейфу? Якщо помiркувати, стає
зрозумiло, що вiдповiдь на це запитання не може не бути ствердною:
до наближених рiвнянь (а рiвняння ведучого центру є такими) завжди

36



можна додати новi доданки, якi їх уточнюють. Тодi питання можна по-
ставити iнакше: чи можемо ми бути впевненими, що ми врахували най-
сильнiшi дрейфи i неврахованi рухи є слабшими? Щоб вiдповiсти на це
питання, треба домовитися, що є малим i наскiльки, акуратно вивести
дрейфовi рiвняння методом послiдовних наближень i переконатися, що
ми справдi врахували в них усi доданки до певного порядку у вибраному
наближеннi. Таке виведення можна знайти в кiлькох книгах та статтях.
При цьому можуть застосовуватися два пiдходи. По-перше, можна усере-
днити рiвняння руху за ларморiв оберт з використанням багаточасового
формалiзму (методу Боголюбова-Мiтропольського), див., напр., Моро-
зов, Крускал ??? По-друге, можна усереднити лаґранжiан руху частин-
ки, а потiм вивести рiвняння зi спрощеного лаґражiану, як було зроблено
в роботi Лiтлджона (???), див. також Вайт ???. Ми отримаємо тут рiв-
няння дрейфового руху останнiм методом, оскiльки вiн вимагає менш
громiздких обчислень.

У дуже глибокому пiдручнику В. I. Арнольда можна знайти такий
варiант лаґранжевого формалiзму. Хай H(q,p, t) — гамiльтонiан певної
динамiчної системи, що має N ступенiв вiльностi. Вiдповiдний лагран-
жiан утворюється рiвнянням

L(t, z, ż) = p · q̇ −H(q,p, t). (4.35)

Якщо тепер скористатись рiвнянням Гамiльтона q̇ = ∂H/∂p, щоб вира-
зити в лаґранжiанi iмпульси p через q̇, i вважати, що вектор змiнних z
у лаґранжiанi (4.35) — це просто q, то ми прийдемо до класичного ва-
рiанту лаґранжевого формалiзму. Однак спробуймо проварiювати цей
лаґранжiан, вважаючи p та q незалежними змiнними. Тобто вважаймо,
що вектор z, який є аргументом лаґранжiану — це повний набiр змiнних
гамiльтонiану, z = (q,p), i розгляньмо варiацiйний принцип

δ

∫ t1

t0

dt L(t, z(t), ż(t)) = 0. (4.36)

Як вiдомо з варiацiйного числення, рiвняння Ейлера-Лаґранжа, що ви-
пливають iз цього принципу, мають вигляд

d

dt

∂L
∂ż
− ∂L
∂z

= 0. (4.37)

Неважко переконатися, що цi рiвняння є просто рiвняннями Гамiльтона.
Отже, траєкторiї, що знаходяться при незалежному варiюваннi p та q,
виявляються тими ж, що й при варiюваннi «класичного» лаґранжiану,
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в якому p є функцiєю q̇, а не незалежною змiнною (ми вважаємо вiдо-
мим з пiдручника класичної механiки, що траєкторiї, знайденi в рамках
лаґранжевого та гамiльтонового формалiзмiв, є однаковими).5 Iнодi цей
формалiзм звуть «лаґранжево-гамiльтоновим».

Почнiмо наше виведення з нерелятивiстського лаґранжiану зарядже-
ної частинки в електромагнiтному полi. Згадавши вирази для канонiчно-
го iмпульсу та енергiї частинки, вiдомi нам з пiдручника електродинамi-
ки, ми записуємо її лаґранжiан у виглядi:

L(t, r,v, ṙ) =

[
1

ε

e

c
A(r, εt) +Mv

]
· ṙ − M

2
v2 − eΦ(r, εt), (4.38)

де Φ — скалярний потенцiал електромагнiтного поля, ε—формальний ма-
лий параметр, який є просто показником вiдносної величини рiзних до-
данкiв. Пiсля завершення виведення ми вiдкинемо його (або, якщо завго-
дно, покладемо рiвним одиницi). Цей зручний трюк, що дуже полегшує
контроль за вiдносною величиною утримуваних доданкiв при наближе-
них обчисленнях, вживається досить часто. У лаґранжiанi (4.38) мно-
жник ε−1 при A показує, що ми будемо вважати магнiтне поле, яке утво-
риться з цього доданку при варiюваннi, великим. Вiдповiдно ларморiв
радiус v/ωB та перiод циклотронного обертання 2π/ωB вважатимуться
малими, ∼ ε, у порiвняннi з характерним розмiром системи L та ча-
сом прольоту частинки v/L. Оскiльки ґрадiєнтний та iнерцiйний дрейфи
пропорцiйнi ларморовому радiусу, вони теж будуть ∼ ε. Дрейфу пiд дiєю
електричного поля ми теж припишемо порядок ε; рiвняння (4.5) пiдказує,
що для цього треба покласти E ∼ ε0. Оскiльки E = −(1/c)∂A/∂t−∇Φ,
нам для цього треба припустити, що Φ ∼ ε0, а змiна векторного потенцi-
алу A є повiльною, тому вiн залежить у нас вiд повiльного часу εt. Те,
що скалярний потенцiал теж залежить вiд εt, є даниною послiдовностi
(важко припустити, що характернi часи змiни A та Φ є рiзними).

Тепер можна ще раз побачити специфiку лаґранжево-гамiльтонового
формалiзму. Варiацiйний принцип (4.36) для лаґранжiану (4.38) мусить
розумiтися як незмiннiсть останнього (у першому порядку за варiацiєю)
при незалежному варiюваннi змiнних r та v (це вiдбито в списку ар-
гументiв лаґранжiану); це означає, що при цьому не треба вважати a
priori, що цi змiннi зв’язанi мiж собою спiввiдношенням v = ṙ. Нато-
мiсть, як легко побачити, це спiввiдношення отримується як рiвняння

5Варто також вiдзначити таку вiдмiннiсть. У «класичному» варiантi лаґранже-
вого формалiзму ми отримуємо N рiвнянь Ейлера-Лаґранжа другого порядку. При
незалежному варiюваннi p та q ми отримуємо 2N рiвнянь, якi, проте, мають перший
порядок, бо лаґранжiан тодi є є лiнiйною функцiєю ż.
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Ейлера-Лаґранжа при варiюваннi лаґранжiану за v. Зрозумiло, що во-
но має виконуватися на всiх фiзично можливих траєкторiях у фазовому
просторi (r,v). Однак, при варiюваннi ми знаходимо фiзично можливi
траєкторiї, перебираючи всi мислимi траєкторiї; при цьому ми вважаємо
змiннi r та v незалежними, тобто траєкторiї, на яких ṙ 6= v, — мислими-
ми. «Розчепити» мiж собою координатнi та швидкiснi змiннi i надати їм
рiвнi права виявиться для нас дуже зручним: ми набуваємо право при
перетвореннях координат вживати ларморiв радiус, який залежить вiд
швидкостi. Корисно для кращого розумiння, як вправу, провести варiю-
вання лаґранжiану (4.38) у двох варiантах (поклавши v = ṙ i вважаючи
v незалежною змiнною) i отримати рiвняння Лоренца (4.1).

Виведення лаґранжiану ведучого центру ми почнемо з того, що уто-
чнимо визначення ведучого центру (4.8). Введiмо в кожнiй точцi локаль-
ний базис — ортонормовану трiйку векторiв, що складається з вектора
b i довiльної пари одиничних векторiв e1 та e2, узятих так, щоб трiйка
(e1, e2, b) була правою, тобто задовольнялося спiввiдношення e1×e2 = b.
Ми вважатимемо, що магнiтне поле може бути криволiнiйним i змiнюва-
тися в часi, i тому роглядатимемо цi одиничнi вектори як функцiї (r, εt),
тобто ми при цьому вимагатимемо, щоб їх змiна була повiльною порiвня-
но з циклотронними масштабами часу та простору. Далi ми визначаємо
ще одну пару одиничних векторiв a та c, яка є пов’язаною з циклотрон-
ним рухом частинки. А саме, ми покладаємо c = v⊥/v⊥ i a = b× c, так
що

v = v‖b+ v⊥c. (4.39)
При цьому, щоб описати швидке циклотронне обертання одиничних ве-
кторiв a та c, ми зв’яжемо їх з «повiльними» векторами e1 та e2 спiв-
вiдношеннями

a = cos(θ)e1 − sin(θ)e2,

c = − sin(θ)e1 − cos(θ)e2, (4.40)

де θ— гiрофаза (фаза циклотронного обертання), яка змiнюється в часi.
(Легко побачити, що такий зв’язок векторiв a та c з гiрофазою не супе-
речить визначенню вектора a спiвiдношенням a = b×c.) Пiсля цього ми
визначаємо зв’язок мiж ведучим центромR та реальним розташуванням
частинки r таким чином:

r = R+ εv⊥
Mc

eB(R)
a, (4.41)

Варто зазначити, що неоднозначнiсть у визначеннi векторiв e1 та e2
веде до того, що рiвняння (4.40) визначають гiрофазу також неоднозна-
чно. Однак, оскiльки цi вектори є повiльними функцiями, їхнiй вплив
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на гiрофазу, як ми побачимо, не вплине не результат; вiн проявляє себе
лише в наступних порядках дрейфового наближення, якi ми не будемо
тут розглядати.

Отже, замiсть трьох компонент вектора скоростi ми маємо три вели-
чини: v‖, v⊥ та θ. Тепер наш план полягатиме в тому, щоб скористатися
рiвняннями (4.41)–(4.40) i перейти в лаґранжiанi (4.38) вiд змiнних r та
v до R, v‖, v⊥ та θ, а потiм його спростити.

При манiпуляцiях з лаґранжiаном виявляється дуже корисним такий
факт. Хай L1(t, z, ż) —довiльний лаґранжiан з вектором змiнних z (у
нашому випадку z = (r,v) — сукупнiсть усiх прострових та швидкiсних
координат). З варiацiйного числення вiдомо, що якщо додати до L1 повну
часову похiдну довiльної функцiї S(t, z), тобто розглянути замiсть нього
лаґранжiан

L2(t, z, ż) = L1(t, z, ż) +
∂S

∂t
+
∂S

∂z
· ż, (4.42)

то новий лаґранжiан L2 буде еквiвалентним L1 у тому сенсi, що при його
варiюваннi будуть отримуватися тi самi рiвняння Ейлера-Лаґранжа. Це
випливає, по-перше, з того, що вiдповiднi функцiонали F (див. рiвняння
(4.36)) будуть вiдрiзнятися на сталу величину S[t1, z(t1)] − S[t0, z(t0)],
при варiюваннi будуть змiнюватися однаково i, отже, матимуть однаковi
екстремалi. По-друге, можна безпосередньо виписати рiвняння Ейлера-
Лаґранжа (4.37) для лаґранжiанiв L = L1 та L = L2 i побачити, що
вони виходять однаковими в обох випадках, бо внесок функцiї S у них
скорочується.

Почнiмо з розвинення першого доданку лаґранжiану (4.38) у ряд за
степенями ε. При цьому ми переходимо до визначення A в ведучому
центрi:[

1

ε

e

c
A(r, εt) +Mv

]
· ṙ =

[
1

ε

e

c
A(R, εt) +

Mv⊥
B

(a · ∇)A(R, εt) +Mv‖b

+Mv⊥c+ ε(. . . )

]
·
[
Ṙ+ ε

d

dt

(
v⊥
ωB
a

)]
. (4.43)

Спробуймо спростити цей вираз.
Пiсля розкриття дужок утворюється лише один доданок порядку ε−1,

який має вигляд (e/c)A · Ṙ i спрощення вже не потребує.
Доданки порядку ε0 у виразi (4.43) мають вигляд

A · d
dt

(
Mv⊥
B

a

)
+
Mv⊥
B

Ṙ · (a · ∇)A+M(v‖b+ v⊥c) · Ṙ. (4.44)

40



Виникає вiдчуття, що першi два доданки цього виразу є дуже схожими
на таку повну похiдну:

d

dt

(
A · Mv⊥

B
a

)
= A · d

dt

(
Mv⊥
B

a

)
+
Mv⊥
B

a · dA
dt
. (4.45)

Вiднявши (4.45) вiд (4.44), ми отримуємо несподiвано простий вираз:

Mv‖b · Ṙ− ε
Mv⊥
B

a · ∂A
∂t

, (4.46)

де ми скористались тотожнiстю (А.9), щоб написати

Ṙ · (a · ∇)A− a · (Ṙ · ∇)A = −Ṙ · (a×B) = −BṘ · c, (4.47)

i врахували, що A є функцiєю повiльного часу εt, що й дало додатковий
ε у другому доданку (4.46).

Тепер зберiмо у виразi (4.43) доданки порядку ε:

ε(. . . ) · Ṙ+ ε
M2c

e

[v⊥
B

(a · ∇)A+ v‖b+ v⊥c
]
· d
dt

(v⊥
B
a
)
. (4.48)

Як виявиться пiзнiше, доданки порядку ε, якi мiстять Ṙ, не є важли-
вими; вони впливають лише на дрейфи вищих порядкiв. При розкриттi
часових похiдних у виразi (4.48) ми врахуємо, що часова похiдна вiд B
нам нецiкава, бо

εḂ = ε2
∂B

∂t
+ εṘ · ∇B. (4.49)

Обiйшовшись таким само чином з ė1 та ė2, маємо

ȧ = cθ̇ +O(ε) +O(ε0) · Ṙ. (4.50)

Тодi вираз (4.48) зводиться до вигляду

ε
M2c

e

[
v2⊥
B2

θ̇c · (a · ∇)A+
v⊥
B2

v̇⊥a · (a · ∇)A+
v2⊥
B
θ̇

]
+O(ε) · Ṙ+O(ε2).

(4.51)
Спробуймо й цей вираз спростити вiднiманням повної похiдної. Щоб ско-
ротити другий доданок, це має бути

d

dt

[
v2⊥

2B2
a · (a · ∇)A

]
=
v⊥
B2

v̇⊥a · (a · ∇)A+
v2⊥

2B2
θ̇c · (a · ∇)A

+
v2⊥

2B2
θ̇a · (c · ∇)A+O(ε) · Ṙ+O(ε2). (4.52)
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Помноживши вираз (4.52) на εM2c/e, вiднявши його вiд (4.51) i застосу-
вавши тотожнiсть (А.9), бачимо, що майже всi доданки скорочуються, i
замiсть (4.51) ми маємо просто

ε
M2c

e

v2⊥
2B

θ̇ +O(ε) · Ṙ+O(ε2). (4.53)

Нам залишається зiбрати всi отриманi частини першого доданку i
розписати решту доданкiв, що є простою задачею [зокрема, треба роз-
винути потенцiал Φ(r) в ряд, щоб перейти до Φ(R), як це було зроблено
з A(r)]. При цьому ми виражаємо змiнну v⊥ через µ (усвiдомлюючи ва-
жливу роль останньої величини). Тодi ми отримуємо такий лаґранжiан:

L(t, z, ż) =

[
1

ε

e

c
A(R, εt) +Mv‖b+O(ε)

]
· Ṙ+

[
ε
Mc

e
µ+O(ε2)

]
θ̇

+O(ε2)µ̇+O(ε2)v̇‖ −
[
M

2
v2‖ + µB + eΦ(R, εt) +O(ε)

]
, (4.54)

де z = (R, v‖, µ, θ) —шестивимiрний вектор змiнних, i ми ретельно випи-
сали порядок величини знехтуваної частини в кожному доданку. Наре-
штi, ми, як i було заплановано, покладаємо ε = 1. Показники величини
знехтуваних частин пiсля цього втрачають змiст, i ми їх випускаємо. Ми
приходимо до лаґранжiану ведучого центра або лаґранжiану Лiтлджона:

L(t, z, ż) =
(e
c
A+Mv‖b

)
· Ṙ+

Mc

e
µθ̇ −

(
M

2
v2‖ + µB + eΦ

)
. (4.55)

Варто ще раз нагадати, що всi величини, що стосуються електричного
поля, беруться тут у ведучому центрi частинки R. Залежнiсть вiд гiро-
фази θ зникла з лаґранжiану; це показує, що перехiд до ведучого центру
справдi дозволив усереднити рiвняння руху за швидким циклотронним
обертанням i виключити останнє з розгляду.

Тепер скористаймося лаґранжiаном Лiтлджона для отримання рiв-
нянь руху ведучого центру. Для цього треба проварiювати цей лаґран-
жiан за всiма змiнними z — тобто виписати рiвняння Ейлера-Лаґранжа
(4.37) — а потiм спростити цi рiвняння. Варiювання за швидкiсними змiн-
ними робиться легко. Варiюючи за θ, ми отримуємо закон збереження
магнiтного моменту

µ̇ = 0. (4.56)

Це є проявом типової ситуацiї: якщо лаґранжiан не залежить вiд певної
змiнної, варiювання за нею дає закон збереження. У даному випадку це
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ще раз показує, що поява адiабатичого iнварiанту є наслiдком наближен-
ної незалежностi руху системи вiд фази швидких коливань. Варiювання
за µ дає

θ̇ = ωB. (4.57)

Проварiювавши за v‖, отримуємо рiвняння руху вздовж магнiтного поля:

b · Ṙ = v‖. (4.58)

Рiвняння (4.37), що виникає при варiюваннi за R, виявляється скла-
днiшим. Якщо скористатися тотожнiстю (А.10) при варiюваннi першого
доданку лаґранжiану (4.55), це рiвняння можна записати у виглядi

−eE + µ∇B +Mv‖
∂b

∂t
+Mv̇‖b+

e

c
B × Ṙ+Mv‖(∇× b)× Ṙ = 0. (4.59)

На перший вигляд воно здається незрозумiлим, але виявляється, що його
поздовжня складова є рiвнянням змiни енергiї, а поперечна — рiвнянням
поперечного дрейфу. Щоб побачити це, помножимо це рiвняння на b
спочатку векторно, а потiм скалярно.

Проте для початку отримаймо кiлька корисних векторних спiввiд-
ношень. Скориставшись тотожнiстю (А.10), отримуємо альтернативний
вираз для кривини силових лiнiй:

−b×(∇×b) = (b ·∇)b−∇b ·b = (b ·∇)b− 1

2
∇(b ·b) = (b ·∇)b = κ. (4.60)

Векторно домноживши це рiвняння на b i розкривши подвiйний вектор-
ний добуток, маємо розбиття ∇× b на поздовжню та поперечну до поля
складовi:

∇× b = (∇× b)‖b+ b× κ. (4.61)

Нарештi, легко бачити, що вектор ∂b/∂t є ортогональним до b:

b · ∂b
∂t

=
1

2

∂

∂t
(b · b) = 0. (4.62)

Якщо скористатись спiввiдношеннями (4.58), (4.61) та (4.62), вектор-
ний добуток b та рiвняння (4.59) приводиться до вигляду

Ṙ = v‖b+
1

1 + ∆

(
vE + vg + vc +

v‖
ωB
b× ∂b

∂t

)
, (4.63)

де vE, vg та vc заданi вiдповiдно рiвняннями (4.5), (4.18) та (4.21),

∆ =
v‖
ωB

(∇× b)‖ =
v‖

B2ωB
B · (∇×B) =

4πv‖
cBωB

j‖. (4.64)
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Отже, ми отримали рiвняння руху ведучого центру.
Скалярний добуток b та рiвняння (4.59) дає рiвняння для змiни v‖:

Mv̇‖ = eE‖ − µ∇‖B −Mv‖[b× (∇× b)] · Ṙ, (4.65)

де ми скористались, зокрема, рiвнянням (4.62). Щоб отримати рiвняння
для змiни енергiї, множимо останнє рiвняння на v‖ i додаємо до нього

d

dt
(µB) = µ

∂B

∂t
+ µṘ · ∇B. (4.66)

Якщо виключити з отриманого рiвняння Ṙ за допомогою рiвняння (4.63)
i використати рiвняння (4.60)–(4.62), можна побачити, що бiльшiсть до-
данкiв скорочується, а доданки, котрi лишаються пiсля цього, збираю-
ться в досить просте рiвняння:

Ė =
d

dt

(
Mv2‖

2
+ µB

)
= µ

∂B

∂t
+

(
eE +Mv‖

∂b

∂t

)
· Ṙ. (4.67)

Повернiмося тепер до доданкiв порядку O(ε), якi було вiдкинуто в
лаґранжiанi (4.54) у виразi бiля Ṙ, а також у гамiльтонiанi (у частинi
лаґранжiану, що не мiстить часових похiдних). Оскiльки в рештi ла-
ґранжiану внески такого порядку зберiгалися й були важливими при
отриманнi наших рiвнянь, це вiдкидання може викликати вiдчуття за-
непокоєння. Проте, якщо уважно роздивитися виведення рiвняння руху
(4.63), можна побачити, що з доданку O(ε−1) бiля Ṙ у лаґранжiанi утво-
рюється поздовжнiй рух v‖b у рiвняннi (4.63), а з доданкiв O(ε0) бiля Ṙ
та в гамiльтонiанi утворюються дрейфи, тобто рухи наступного поряд-
ку. Отже, можна зробити висновок, що вiдкинутi доданки дадуть внесок
лише в наступний порядок дрейфового наближення. Цей висновок пiд-
тверджує аналiз наступних порядкiв дрейфового лаґранжiану в роботi
Лiтлджона (???).

Якщо порiвняти рiвняння (4.63) та (4.67), отриманi з лаґранжiану
Лiтлджона, з їхнiми вiдповiдниками, рiвняннями вiдповiдно (4.26) та
(4.25), ми бачимо двi вiдмiнностi. По-перше, перед поперечними дрей-
фами в рiвняннi руху з’явився множник (1 + ∆)−1. Однак, якщо згадати
основнi припущення дрейфового наближення, то стає очевидним, що без-
розмiрна величина ∆ ∼ ρ/L (L— характерний масштаб варiацiї поля) є
малою. Отже, якщо поздовжнiй рух знаходиться в основному порядку
наближення, а поперечнi дрейфи— в першому, то множник (1 + ∆)−1

лише вносить поправку наступного (другого) порядку до дрейфiв. По-
друге, рiвняння (4.63) та (4.67) включають додатковi доданки, що мi-
стять ∂b/∂t. За зробленого припущення про повiльнiсть еволюцiї поля цi
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доданки є також малими порiвняно з рештою.6 Отже, «новi» рiвняння
(4.63) та (4.67) цiлком узгоджуються зi «старими»— (4.26) та (4.25), а
додатковi елементи, що з’являються в нових рiвняннях, знаходяться в
наступному порядку дрейфового наближення i тому можуть розгляда-
тися як «перевищення точностi» (тобто будь-якi ефекти, що випливають
з них, не матимуть довiри, бо можуть бути знищенi iншими доданками
того ж порядку, якими ми знехтували). Чи означає це, що згаданi вiдмiн-
ностi нових рiвнянь вiд старих треба просто вiдкинути як «декоративнi
надмiрностi», якi з’явилися через те, що ми використали при усередненнi
лаґранжiв формалiзм?

У багатьох випадках вiдповiдь на це питання буде ствердною, однак
не завжди. Рiвняння, отриманi з лаґранжiану Лiтлджона, усувають вiдо-
му ваду наближення ведучого центру. Рiч у тiм, що дуже давно, майже з
часу появи дрейфового наближення, було вiдомо, що дрейфовi рiвняння,
взагалi кажучи, лише наближено зберiгають канонiчний iмпульс частин-
ки та фазовий об’єм. Як вiдомо, якщо лаґранжева система має симетрiю
(а саме такою системою є заряджена частинка в симетричному полi), то
вiдповiдна компонента канонiчного iмпульсу повинна зберiгатися. Вiдо-
мо також, що при русi гамiльтонової системи зберiгається фазовий об’єм
d3q d3p (де q та p—канонiчнi координати та iмпульси), що його обiймає
жмуток траєкторiй. Останнiй факт має важливий наслiдок: якщо взяти
рiвняння неперервностi

∂f

∂t
+ q̇ · ∂f

∂q
+ ṗ · ∂f

∂p
= 0 (4.68)

i ??? Теорема Лiувiлля та збереження числа частинок та iмпульсу. ???
Вiдсутнiсть у гамiльтоновiй за природою системi точних законiв збе-
реження завжди вiдчувалася як вада. Баньос (у ???? р.) помiтив, що
збереження кiлькостi частинок у дрейфовiй теорiї вiдновлюється, якщо
штучно додати в рiвняння руху малу поправку—щойно отриманi нами
∆-доданки.

У лаґранжевому варiантi дрейфової теорiї поправка Баньоса з’являється
цiлком природно, а отриманi рiвняння автоматично зберiгають фазовий
об’єм та, за наявностi симетрiї, канонiчний iмпульс — запорукою цього є
лаґранжiв формалiзм. Отже, додатковi елементи рiвнянь (4.63) та (4.67)
не завжди є зайвими прикрасами. Особливо це стосується числових роз-
рахункiв, коли важко розiбратися, з якого порядку дрейфового набли-
ження утворився отриманий результат.

6Доданок з ∂b/∂t у рiвняннi руху є фiзично змiстовним: це дрейф пiд впливом
сили iнерцiї, що виникає через змiну напрямку поля.
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Зазначимо, що рiвняння ведучого центру можна уточнювати, додаю-
чи наступнi порядки наближення. Лаґранжiан першого наступного по-
рядку було опублiковано у згаданiй роботi Лiтлджона (???). Для його
побудови Лiтлджон розробив свiй варiант методу збурень (???), який є
узагальненням на лаґранжевi системи методу збурень у гамiльтонових
системах iз застосуванням груп Лi, запропонованим Горi (???) та Депрi
(???) для задач небесної механiки, див. також монографiю Лiхтенберґа
та Лiбермана (???).
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Роздiл 5

Резонансний рух заряджених
частинок

У цьому пiдроздiлi ми розглянемо найпростiшi елементи теорiї резонансу
в гамiльтонових системах. Ця теорiя почала формуватися в рамках небе-
сної механiки, де резонанснi явища є вiдповiдальними за довготермiнову
еволюцiю планетних орбiт, формування груп астероїдiв тощо. Проте сво-
єї остаточної форми вона набула в зв’язку з роботами з руху заряджених
частинок в електромагнiтному полi — у плазмi та в прискорювачах. Тут
ми розглянемо рух заряджених частинок плазми, якi знаходяться в ре-
зонансi з хвилею.

5.1 Рух в електростатичнiй хвилi
Спершу розгляньмо найпростiшу задачу. Хай частинка рухається в полi
плоскої потенцiальної хвилi — тобто хвилi, в якiй рух дiя хвилi на рух
частинок описується переважно її скалярним потенцiалом Φ. Прикла-
дом таких хвиль можуть бути ленґмюровi та повiльнi магнiтозвуковi
або йонно-звуковi (хоча потенцiал останнiх не можна знайти в рамках
одноплинної МГД). Не обмежуючи загальностi, беремо потенцiал хвилi
у виглядi Φ = Φ0 cos(kx− ωt).

Перейдiмо в систему координат, що рухається з хвилею: x̄ = x −
(ω/k)t. Гамiльтонiан частинки в цiй системi має вигляд

H =
M

2
v̄2 − V cos(kx̄), (5.1)

де V = −eΦ0. З точнiстю до коефiцiєнтiв, це є гамiльтонiан маятника.
Фазовий портрет гамiльтанiану (5.1) подано на Рис. 5.1. Сепаратриса
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Рис. 5.1: Фазовий портрет руху частинок бiля резонансу. 1 — сепаратри-
са; 2 — резонансний острiв (частинки, захопленi в резонансi); 3 — пролiтнi
частинки.

вiддiляє у фазовому просторi так званi «резонанснi острови». Рух ча-
стинок в островi є обмеженим по фазi θ = kx̄ i вiдповiдає коливальному
руху маятника. Такi частинки звуться захопленими в резонансi з хви-
лею. Частинки поза островами звуться пролiтними. Їх рух є подiбним до
обертального руху маятника. Якщо тепер повернутися до лабораторної
системи координат, то всi захопленi хвилею частинки мають однакову
середню швидкiсть, яка дорiвiнює фазовiй швидкостi хвилi, тодi як про-
лiтнi мають бiльшу або меншу.

Знайдiмо ширину островiв. Точки θ = (2n + 1)π, v̄ = 0, де n =
0,±1,±2, . . . , є X-точками сепаратриси, з кожної з яких виходить чо-
тири її гiлки. Можна показати, що цi точки є самi по собi траєкторiя-
ми— точками нестiйкої рiвноваги, якi вiдповiдають маятнику, що стоїть
вертикально вгору. Центри островiв, розташованi при θ = 2nπ, v̄ = 0
(n = 0,±1,±2, . . . ), є точками стiйкої рiвноваги. Пiдставивши коорди-
нати одної з X-точок (скажiмо, v̄ = 0, θ = π), знаходимо значення га-
мiльтонiану на сепаратрисi: Hs = V . Тепер неважко розв’язати рiвняння
H(v̄, θ) = Hs вiдносно v̄ при θ = 0 i знайти ширину острова:

(∆v̄)isl = 4

(
V

M

)1/2

. (5.2)
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Її зазвичай називають також шириною нелiнiйного резонансу або ж про-
сто шириною резонансу. Справдi, це є ширина областi, в якiй блукають
частинки, що потрапляють час вiд часу в точний резонанс ω = kv, тобто
на лiнiю v̄ = 0.

Розгляньмо рух захоплених частинок детальнiше. Розвиваючи потен-
цiал поблизу точки x̄ = 0, маємо

H =
M

2
v̄2 +

V k2

2
x̄2 − V, (5.3)

що є гамiльтонаном гармонiчних коливань iз частотою

ωisl =

(
V k2

M

)1/2

. (5.4)

Це рiвняння дає характерну частоту коливань резонансних частинок мiж
потенцiальними «гребенями» хвилi. З його отримання зрозумiло, що для
найглибше захоплених частинок (тобто поблизу центру острова) частота
коливань справдi є наближено такою. Як можна показати, при набли-
женнi до сепаратриси частота падає до нуля.

5.2 Резонансний рух у загальному випадку
Розгляньмо складнiший випадок: дiя хвилi на частинки, що рухаються в
магнiтному полi. У цьому випадку ми не можемо розв’язати задачу ана-
лiтично, тож скористаймося методом збурень, який почав розвиватися в
астрономiї ще в 18 столiттi.1

Хай за вiдсутностi хвилi рух частинок у певнiй частинi фазового про-
стору є фiнiтним i описується iнтеґровною гамiльтоновою системою. За
теоремою Лiувiлля–Арнольда можна ввести в цiй частинi фазового про-
стору (p, q) так званi координати дiя–кут (J ,θ), якi мають такi властиво-
стi. По-перше, вони є канонiчними, причому координати J = (J1, J2, J3),
якi звуться дiями, вiдiграють роль канонiчних iмпульсiв, а координа-
ти θ = (θ1, θ2, θ3), якi звуться кутами, є циклiчними i змiнюються вiд
0 до 2π. З цього випливає, що гiперповерхнi J = const є тривимiрни-
ми торами. По-друге, гамiльтонiан незбуреного руху не залежить вiд θ:
H0 = E = H0(J), де E —кiнетична енергiя частинки. Тому рiвняння не-
збуреного руху мають вигляд:

J = const, (5.5)
1Подiбнi процедури застосовувались, наприклад, для врахування впливу Сонця на

рух Мiсяця або Юпiтера на рух iнших планет.
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θ̇ =
∂H0

∂J
≡ ω(J). (5.6)

Отже, дiї є iнварiантами, а тори J = const — iнварiантними поверхня-
ми. Траєкторiї системи «намотуються» на них так, що канонiчнi кути
лiнiйно змiнюються в часi. Зазначимо, що теорема Лiувiлля–Арнольда
стверджує, що дiї, пов’язанi з кожним iнварiантним тором, дорiвнюють

Jj =

∮
Cj

dq · p (5.7)

замкнений контур Cj: J = const, θj змiнюється вiд 0 до 2π, θk = const при
k 6= j. Можна взяти також iнший довiльний контур на торi J = const,
який можна отримати с Cj неперервною деформацiєю.

Хай тепер на частинки дiє хвиля з частотою Ω. Тут ми обмежимо-
ся найпростiшим випадком, коли хвиля є потенцiальною, тобто вона не
збурює магнiтне поле i її дiю на частинки цiлком описується скалярним
потенцiалом Φ.2 Розвиваючи цей потенцiал у ряд Фур’є за канонiчними
кутами, представляємо його у виглядi

eΦ = εV (x, t) = ε
∑
m

Vm(J) expm, (5.8)

де ε—малий параметр, expm = exp(im · θ − iΩt). Отже, ми будемо опи-
сувати рух частинок гамiльтонiаном

H(J, θ) = H0(J) + eΦ, (5.9)

де потенцiал Φ описується рiвнянням (5.8).
Почнiмо з пошуку розв’язку у формi степiнного ряду за ε:

J = J0 + εJ1 + . . . , θ = θ0 + εθ1 + . . . , (5.10)

де J0 та θ0 — траекторiї незбуреного руху, що задовольняють рiвняння
(5.6) та (5.5). Пiдставляючи цi рiвняння в (5.8) та (5.8) i утримуючи лише
доданки першого порядку за ε, отримуємо рiвняння для J̇1:

J̇1 = −i
∑
m

mVm(J0) expm (5.11)

2Аналiз руху частинок у полi електромагнiтної хвилi — хвилi, що збурює магнiтне
поле — принципово нiчим не вiдрiзняється, але є складнiшим. Зручнiше в такому разi
застосовувати метод збурень не гамiльтонового, а до лаґранжевого опису системи,
подiбно до того, як це робилося в пiдроздiлi 4.4.
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Спробуймо шукати J̇1 у виглядi

J1 =
∑
m

J1m(J0) expm . (5.12)

Пiдставивши цей вираз у рiвняння (5.11), отримуємо J

J1m =
Vmm

Ω−m · ω
. (5.13)

Аналогiчним чином можна також отримати рiвняння для θ̇1.
Отже, ми знайшли першу поправку до розв’язку. Продовжуючи об-

числення в наступних порядках, можна уточнити розв’язок. Проте вже
знайдена поправка мiстить недолiк, який усвiдомили ще у 18–19 столiт-
тях при розв’язаннi астрономiчних задач: при наближеннi до будь-якого
резонансу знаменник одного з доданкiв у рiвняннi (5.13) прямує до нуля.
Вiдповiдний доданок необмеженно зростає, що робить метод збурень не-
обґрунтованим, а розв’язок беззмiстовним. Такi доданки звуть секуляр-
ними3 або вiковими. Ця математична проблема є не лише формальною.
Рiч у тiм, що застосовнiсть методу збурень у щойно розглянутiй про-
стiй формi, по сутi, означає, що хвиля веде лише «ворушить» фазовий
простiр, не змiнюючи його якiсно. Як ми бачили при розглядi руху ча-
стинки в плоскiй хвилi (рис. 5.1), бiля резонансу це не так: хвиля може
змiнювати топологiю фазового простору, створюючи резонанснi острови.

Усвiдомивши проблему, ми пiдемо на неї з пiднятим заборолом i роз-
глянемо окiл резонансної орбiти J = J∗, на якiй Ω = m∗ · ω(J∗) для
певного набору цiлих чисел m∗.

H ≈ H0 + Vm∗ expm∗ . (5.14)

Зробiмо резонансну фазу α = m∗ · θ − Ωt однiєю з координат. Хай, на-
приклад, m3 6= 0. Тодi

Γ = J · dθ −H dt = I · dϑ− χdt, (5.15)

де
(ϑ1, ϑ2, ϑ3) = (θ1, θ2, α), (5.16)

(I1, I2, I3) =

(
J1 −

m1

m3

J3, J2 −
m2

m3

J3,
1

m3

J3

)
, (5.17)

χ = χ0 + εVm∗ expm∗ = H0 −
Ω

m3

J3 + εVm∗ exp(iϑ3). (5.18)

3Вiд слова латинського слова saeculum —«вiк». Рiч у тiм, що поведiнка планети,
пов’язана з таким доданком, мала характернi часи, що перевищували столiття.
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Оскiльки гамiльтонiан χ не залежить вiд ϑ1 та ϑ2, I1 та I2 є iнтеграла-
ми руху. Якщо зафiксувати їх значення, можна розглядати лише один
ступень вiльностi (I3, ϑ3); рух за ним вiдчiпляється вiд руху по ϑ1 та ϑ2.

Тепер покажемо, що в резонанснiй точцi I3 = I3∗, що вiдповiдає
J = J∗, незбурений гамiльтонiан χ0 має стацiонарну точку (у невиро-
дженому випадку — екстремум). Позначаючи iндексом «∗» належнiсть
до резонансної точки, ми можемо записати

∂χ0

∂I3

∣∣∣∣
∗

= −α̇|∗ = m∗ · ω∗ − Ω = 0, (5.19)

де часову похiдну було взято в незбуреному станi (без хвилi). Тодi, роз-
виваючи χ0 бiля резонансу, отримуємо представлення

χ0 = χ0∗ +
1

2
Ξ(I3 − I3∗)2, Ξ ≡ ∂2χ0

∂I23

∣∣∣∣
∗

=
∂

∂I3
m∗ · ω

∣∣∣∣
∗
. (5.20)

Тут треба домовитись, що ми маємо на думцi, вживаючи комплекснi
величини. А саме, чи вважаємо ми, що фiзичний сенс має дiйсна частина
кожного виразу, чи подумки дописуємо до нього комплексно спряжену
величину (тодi результат буде вдвiчi бiльшим). Виберiмо перший варiант.
Тодi

χ = χ0∗ +
1

2
Ξ(I3 − I3∗)2 + ε|Vm∗ | cos(ϑ3 − λ), (5.21)

де стала фаза λ визначається аргументом Vm∗ . Отже, ми знову отримали
гамiльтонiан маятника.

Таким чином, бiля резонансу, знову ж, виникають резонанснi остро-
ви, подiбнi до зображених на рис. 5.1. Рух частинки в островi можно
на якiсному рiвнi описати так. Резонансна частинка рухається в фазi з
вiдповiдною гармонiкою хвилi, яка рухає її по дiєвiй координатi. Однак
цей рух поступово виводить частинку з резонансу, i вона починає дрей-
фувати по кутовiй координатi — тобто по фазi хвилi — поки рух по дiї не
змiнить напрям. Пiсля цього частинка повертається до резонансу i знову
його проходить в протилежному напрямку. Повторяючи майже дослiвно
обчислення, що робилися на початку цього пiдроздiлу, легко знайти, що
ширина резонансного острова дорiвнює

(∆I3)isl = 4

∣∣∣∣Vm∗Ξ

∣∣∣∣1/2 , (5.22)

а частота коливань частинок бiля центра острова —

ωisl = |Vm∗Ξ|
1/2 . (5.23)
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Рис. 5.2: Енергообмiн мiж хвилею та резонансними частинками. (a) хви-
ля вiддає енергiю частинкам; (b) хвиля забирає енергiю в частинок.

Хай функцiя розподiлу частинок до появи хвилi була неоднорiдною.
Зрозумiло, що за наявностi хвилi вiдбудеться вирiвнювання розподiлу в
межах резонансних островiв. Оскiльки максвеллова функцiя розподiлу
спадає зi зростанням енергiї, цi вирiвнювання приведе до зростання енер-
гiї частинок (рис. 5.2(a)). Отже, хвиля нагрiває частинки, вiддаючи їм
свою енергiю. Це означає згасання хвилi через її гамування резонансни-
ми частинками, яке має назву «згасання Ландау». Тут ми прийшли до
висновку про його iснування, так би мовити, дивлячись на подiї «очима
частинки». У пiдроздiлах 14.3 та 14.4 ми подивимось на резонанс з ча-
стинками «очима хвилi» i знайдемо лiнiйний декремент згасання Ландау
для ленґмюрових хвиль.

Можлива й протилежна ситуацiя. Якщо в плазмi є струмiнь надте-
плових частинок, так що функцiя розподiлу зростає зi зростанням енергiї
в певнiй областi фазового простору, то виникнення резонансних островiв
у цiй областi приведе до зменшення енергiї частинок (рис. 5.2(b)). Це
означає, що зарядженi частинки можуть збуджувати нестiйкостi хвиль,
якi мають резонанс iз ними. Необхiдною (але не достатньою) умовою
нестiйкостi є наявнiсть у фазовому просторi точок резонансу, в яких

df

dE

∣∣∣∣
I1,I2=const

=

(
∂H0

∂I3

)−1
∂f

∂I3
> 0, (5.24)

де f —функцiя розподiлу (тут ми врахували, що I1 та I2 є iнтеґралами
резонансного руху). Отже, резонансне збудження нестiйкостей неможли-
ве в тердинамiчно рiвноважнiй плазмi (як i має бути згiдно з другим
началом термодинамiки), коли f ∝ exp(−E/T ) залежить лише вiд E . Не-
стiйкiсть можлива або коли f є немонотонною функцiєю E (надтепловий
струмiнь), або коли концентрацiя або температура частинок є неодно-
рiдною. Оскiльки змiннi дiї J у магнiтному полi можуть залежати (i
зазвичай залежать) вiд просторових координат, в останньому випадку
виникають ненульовi похiднi ∂f/∂J , якi можуть забезпечити виконання
нерiвностi (5.24).

5.3 Перекриття резонансiв i хаос
Розгляньмо тепер, що може бути з рухом частинок, коли вони мають
кiлька рiзних резонансiв iз хвилею (або з кiлькома хвилями).
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Дуже зручним iнструментом при вивченнi резонансiв є карти Пуан-
каре. Щоб продемонструвати це, вiзьмiмо простий приклад системи з
гамiльтонiаном

H =
1

2
v2 + ε[cos(k1x− ω1t) + cos(k2x− ω2t)], (5.25)

де ω1 = ω2 = 1, k1 = 2, k1 = 3. Цей гамiльтонiан можна iнтерпрету-
вати, наприклад, як гамiльтонiан зарядженої частинки пiд дiєю двох
електростатичних хвиль з однаковими амплiтудами. Ця система має двi
резонанснi швидкостi:

v = v1,2 = ω1,2/k1,2 (5.26)

—швидкостi, при яких частинка не рухається вiдносно однiєї з гармонiк
збурення. Порiвнявши гамiльтонiани (5.1) та (5.25), можна отримати з
рiвняння (5.2) таку оцiнку для ширини резонансних островiв, що вини-
кають поблизу резонансiв v = v1 та v = v2:

(∆v)isl1 = (∆v)isl2 = 4ε1/2. (5.27)

Проте було б дивно, якби ця оцiнка, отримана механiчним перенесенням
з випадку, коли в системi є лише один резонанс, справджувалась в усiх
випадках. Тому проведiмо числовий експеримент, що вивчити реальну
поведнку частинок у цiй вiдносно простiй ситуацiї.

Скористаймось тим, що у випадку, що розглядається, обидва збуре-
ння мають однакову частоту. При змiнi t на цiлу величину (тобто цiлу
кiлькiсть перiодiв) гамiльтонiан (5.25) не змiнюється, отже не змiнюється
й структура фазового простору: лiнiї рiвня гамiльтонiану, iнварiантнi по-
верхнi (якi не збiгаються з лiнiї рiвня гамiльтонiану, оскiльки вiн зале-
жить вiд часу) тощо. Маючи це на увазi, ми запускаємо систему з рiзних
початкових значень у довiльний момент часу t0 i фiксуємо її положення
при t = t0 + 2π, t0 + 4π, t0 + 6π, . . . . Те, що виникає в результатi, зветься
картою Пуанкаре i є наочним вiдображенням структури траєкторiй. На
Рис. 5.3 наведено карти Пуанкаре для системи з гамiльтонiаном (5.25).
Рогляньмо їх уважно.

На Рис. 5.3(a) ми бачимо появу двох ланцюжкiв резонансних островiв,
форма кожного з яких є схожою з Рис. 5.1. Кiлькiсть острiвцiв у лан-
цюжку iдентифiкує гармонiку, вiдповiдальних за його появу: два острiв-
цi бiля v = 1/2 утворилися завдяки доданку cos(2x − t), а острiвцi бiля
v = 1/3 — завдяки доданку cos(3x− t). На наше щастя, двi з початкових
точок карти влучили дуже близько до сепаратриси першого ланцюжка,
тому його ширину ми можемо визначити досить точно (≈ 0.04), i вона
вiдповiдає рiвнянню (5.27). Отже, при малiй амплiтудi резонанси майже
«не вiдчувають» один одного.
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Рис. 5.3: Поява хаосу в гамiльтоновiй системi (5.25) при перекриттi резо-
нансiв ω = 1/2 та ω = 1/3. (a) ε = 0, 0001; (b) ε = 0, 0004, видно острови
вторинних резонансiв; (c) ε = 0, 001, проявляється стохастична область
на сепаратрисi островiв; (d) ε = 0, 0015, перекриття резонансiв i ґлобаль-
на стохастичнiсть.
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Крiм щойно обговорених резонансних островiв (ми будемо називати
їх первинними), ми бачимо на Рис. 5.3(a) ще один ланцюжок, що скла-
дається з п’яти малих острiвцiв, поблизу v = 0.4. Причиною їх появи є
так званий вторинний резонанс v = (ω1 +ω2)/(k1 + k2) = 2/5. Детальний
аналiз (див., напр., книги ???) показує, що при детальнiшому розглядi
(якщо виконати розрахунки з бiльшим набором початкових умов i нама-
лювати графiк у дрiбнiшому масштабi) на цьому рисунку знайшлися б
також ланцюжки островiв, створених резонансами третього порядку:

(k1 + k1 + k2)v = (ω1 + ω1 + ω2),

(k1 + k1 − k2)v = (ω1 + ω1 − ω2),

(k1 + k2 + k2)v = (ω1 + ω2 + ω2),

тощо, а також резонансами вищих порядкiв. На Рис. 5.3(b) один з них
(резонанс третього порядку v = 3/8) стає видно. Острови вищих порядкiв
є набагато меншими вiд первинних. Якщо ширина первинних островiв є
???

Як видно на Рис. 5.3(b)–(d), при збiльшеннi амплiтуди збурень щось
схоже на новi ланцюжки резонансних островiв з’являється також все-
рединi первинних островiв. Найкраще видно трiйки островiв всерединi
островiв 1/3 на Рис. 5.3(d). Це є справдi острови вторинних резонансiв.
Рiч у тiм, що рух частинок всерединi первинних островiв характеризує-
ться певними частотами (див. рiвняння (5.23)), якi теж можуть ввiйти в
резонанс зi збуренням. Так само всерединi вторинних островiв зароджу-
ються острови третього порядку тощо. Просто цi острови занадто малi,
i ми не бачимо їх на нашiй грубiй картi.

Нарештi, на Рис. 5.1(d) ми бачимо ситуацiю, коли два ланцюги остро-
вiв майже досягли один одного. Їх охоплює спiльна широка зона, де тра-
єкторiї перетинають площу малюнку хаотично. Це — зона стохастичного
руху частинки, тобто зона, в якiй рух частинки є хаотичним— на трива-
лих iнтервалах часу вiн стає випадковим, i його неможливо передбачити
(хаос, що його ми бачимо на картi Пуанкаре, є вiзуальним вiдображен-
ням цiєї хаотичностi).

Може здатись парадоксальним, що я написав про непередбачуваний
рух частинки при тому, що система, що розглядається, є цiлком детер-
мiнованою. Тому я стисло поясню, як це стає можливим. Детальний роз-
гляд можна знайти в книгах, присвячених динамiчному хаосовi (напр.,
????). У зонi стохастичного руху траєкторiї двох частинки, запущених
iз близькими, але рiзними початковими умовами, експоненцiйно розбiга-
ються з часом. Через певний час вiдстань мiж ними буде мати порядок
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розмiру стохастичної зони, причому цей час буде слабко (логарифмiчно)
зростати при зменшеннi початкової вiдстанi мiж частинками. По сутi,
iснує певний скiнченний час, за який похибки в нашiй iнформацiї про
початковий стан частинки призводять до того, що ми цiлком втрачаємо
здатнiсть передбачати її стан.

Вузеньку смужку стохастичної зони, яка охоплює сепаратрису пер-
винного острова резонансу 1/3, можна побачити на Рис. 5.1(c). Доведено,
що рух в околi сепаратриси будь-якого острова є стохастичним, але ши-
рина вiдповiдної стохастичної зони експоненцiйно падає зi зменшенням
амплiтуди збурення. Це означає, що достатньому збiльшеннi («пiд мiкро-
скопом») ми побачили б стохастичнi смужки на сепаратрисах островiв
також i на Рис. 5.1(a) та (b). Проте з практичного погляду рух систем,
показаний на цих малюнках, є реґулярним у переважнiй частинi фазово-
го простору. Хаос стає практично важливим, коли вiн стає ґлобальним—
тобто, коли виникає спiльна стохастична зона, яка охоплює кiлька пер-
винних резонансiв, як на Рис. 5.1(d).

Простий критерiй ґлобальної стохастичностi запропонував Чириков.
Критерiй Чирикова стверджує, що вона настає тодi, коли амплiтуди рi-
зних гармонiк збурення стають такими великими, що первиннi острови
вiдповiдних резонансiв перекриваються (точнiше, мали б перекритися,
якби їх ширина дорiвнювала теоретично передбаченiй). Цей простий кри-
терiй (який не має строго доведення) дає на диво правильнi результати.
Насправдi, хаос настає при трохи меншiй амплiтудi, нiж стверджує цей
критерiй. Тому в критерiй Чирикова вводиться поправочний множник.
Зокрема, для системи, яку ми зараз розглядаємо, критерiй Чирикова
записується у виглядi

|v1 − v2| < α
(∆v)isl1 + (∆v)isl2

2
(5.28)

де v1 та v2 —розташування резонансiв, (∆v)isl1 та (∆v)isl2 —ширина резо-
нансних островiв, α— згаданий емпiричний поправочний множник, який
зазвичай лежить в iнтервалi 1.2− 1.5.4

Усвiдомлення того, звiдки береться хаос у природi, є одним з най-
глибших вiдкриттiв у математичнiй фiзицi XX сторiччя. Звiдки береться
випадкова поведiнка системи? З випадкових доданкiв у правiй частинi
диференцiйного рiвняння? А звiдки випадковiсть береться там? Виникає
через складнiсть системи (багато молекул тощо)? Є приклади нескiнчен-
новимiрних систем, де немає стохастичної повединки (ланцюжки Тода).

4Для так званого «стандартного вiдображення» (вiдображення Чирикова–
Тейлора), яке вивалося дуже детально, α є дуже близьким до (π/2)−1, тому часто
говорять про «правило π/2» або «правило 3/2».
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Рис. 5.4: Утворення тороїдних магнiтних поверхонь.

А в розглянутому вище прикладi стохастичнiсть виникла в системi, що
має пiвтора (!) ступенi вiльностi. Сучасна вiдповiдь є такою: стохасти-
чнiсть виникає через експоненцiйне розбiгання траєкторiй, яке веде до
їх швидкого перемiшування.

Два механiзми породження хаосу: перекриття резонансiв у гамiльто-
нових системах; дивнi аттрактори в дисипативних системах. Чи є мiж
ними зв’язок, поки що невiдомо.

5.4 Стохастичнiсть магнiтного поля
Виявляється, що стохастичну поведiнку можуть демонструвати силовi
лiнiї магнiтного поля, причому для її опису можна застосувати щойно
окреслену теорiю. Рiч у тiм, що для опису поведiнки силових лiнiй ма-
гнiтного поля можна застосувати гамiльтонiв формалiзм.

Розгляньмо як приклад магнiтне поле, силовi лiнiї якого утворюють
тороїднi магнiтнi поверхнi. А саме, вiзьмiмо симетричний тороїдний со-
леноїд з магнiтним полем (Рис. 5.4(а)). Якщо серединi соленоїда немає
нiяких додаткових струмiв, то поле є спрямованим вздовж соленоїда
(вздовж координати ϕ). Ми будемо називати це поле тороїдним. Те-
пер нехай у соленоїдi знаходиться плазма, i по нiй протiкає струм (j)
уздовж соленоїда. Цей струм утворює магнiтне поле, яке ми будемо на-
зивати полоїдним. Силовi лiнiї останнього обмотують тор у поперечному
напрямку. Силовi лiнiї поля в цiлому, яке складається з тороїдного та
полоїдного поля, як можна зрозумiти з наведеного ескiзу, обмотуються
навкруги тора, утворюючи магнiтнi поверхнi тороїдної форми. У центрi
тора знаходиться силова лiнiя, яку звуть магнiтною вiссю.

Рiвновага тороїдної плазми— цiкава тема, викладена в кiлькох пiд-
ручниках (???). Хоча вона не є дуже складною, ми все ж не будем у неї
заглиблюватись i скористаємося прийомом, який дуже багато використо-
вувався в теорiї тороїдних плазмових конфiґурацiй: ми замiнимо тороїд
на цилiндр з граничною умовою перiодичностi. Себто, замiсть тороїда
з великим радiусом R та малим радусом a ми розглядатимемо цилiндр
iз довжиною L = 2πR та радiусом a (див. Рис. 5.4(б)). У цилiндрi ми
введемо цилiндричнi координати так, як ми це зробили в пiдроздiлi 3.2.
При цьому тороїдному кутовi ϕ буде вiдповiдати координата z = Rϕ; у
подальшому ми будемо вживати ту з цих координат, яка нам буде зру-
чнiшою. Ми накладаємо на будь-яку фiзичну величину f крайову умову
перiодичностi: f(z = 0) = f(z = L). Таким чином ми зберегли в нашiй
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конфiґурацiї топологiчнi властивостi тороїда, але ми зробили конфiґура-
цiю бiльш симетричною i, отже, сильно спрощуємо математику нашого
розгляду.

Задля спрощення ми припустимо, по-перше, що наш тороїд є довгим
та тонким, тобто a� R (врештi решт, без цього важко виправдати нашу
замiну тора прямим цилiндром), по-друге, що поздовжнє магнiтне поле
значно перевищує азимутальне, тобто Bϑ � Bϕ i, по-третє, що тиск пла-
зми i пов’язанi з ним дiамагнiтнi струми є нехтовними. Це дозволяє нам
вважати, що величина магнiтного поля майже цiлком визначається то-
роїдним полем, яке є майже однорiдним, B ≈ B0 = const. Тодi незбурене
магнiтне поле B0 в нашому тороїдi має такi компоненти:

B0ϕ = B0, B0ϑ =
r

R
ι(r)B0, B0r = 0, (5.29)

де r—радiальна координата, тобто координата вздовж радiуса цилiндра
(або малого радiуса тора), а функцiя ι(r) визначається розподiлом стру-
му за цiєю координатою.

Варто пояснити, чому в рiвняннi (5.29) ми вiддiлили вiд величини
ι множник r/R: пiсля цього ι стає важливим топологiчним показником
силових лiнiй. Справдi, рiвняння силової лiнiї має вигляд

dϑ

dϕ
=
R

r

B0ϑ

B0ϕ

= ι(r),
dr

dϕ
= R

B0r

B0ϕ

= 0. (5.30)

Якщо ι(r) є рацiональним числом при якомусь значеннi r, ι = n/m, то
силовi лiнiї на цiй цилiндричнiй поверхнi є замкненими, обходячи її m
разiв у полоїдному напрямi за n проходжень уздовж цилiндра. Якщо ж ι
є iррацiональним на певнiй цилiндричнiй поверхнi, то силовi лiнiї на нiй
не замикаються i щiльно заповнюють її, пiдходячи як завгодно близько
до будь-якої точки на нiй.

Легко перевiрити, що полю (5.29) вiдповiдає такий векторний потен-
цiал A0:

A0r = 0, A0ϑ =
r

2
B0, A0ϕ = −B0

R

∫ r

0

dr rι(r). (5.31)

Тепер ми додамо до магнiтного поля збурення: A = A0+δA. Фiзична
природа цього збурення для нас не є важливою: воно може створюватись
струмами всерединi плазми або зовнiшнiми магнiтними котушками. Щоб
спростити розгляд, ми обмежимося збуреннями, якi майже не змiнюють
модуль магнiтного поля (у випадку B0ϑ � B0ϕ, що розглядається, це
те саме, що сказати, що не збурюється тороїдне поле Bϕ). Такi збуре-
ння зручно задавати, збурюючи лише тороїдну компоненту векторного
потенцiалу, δAr = δAϑ = 0.

59



Напишiмо тепер рiвняння силової лiнiї магнiтного поля з урахуван-
ням збурення:

dϑ

dϕ
= ι(r)− R

rB0

∂δAϕ
∂r

,
dr

dϕ
=

R

rB0

∂δAϕ
∂ϑ

. (5.32)

Якщо замiнити координату r на ψ = B0r
2/2 i ввести величину

χ = −RAϕ = χ0 −RδAϕ, (5.33)

де

χ0 = −RA0ϕ = B0

∫ r

0

dr rι =

∫ ψ

0

dψ ι, (5.34)

то рiвняння (5.32) стають рiвняннями Гамiльтона, в яких χ вiдiграє роль
гамiльтонiана, ϕ—часу, ϑ—координати, а ψ— iмпульсу:

dϑ

dϕ
=
∂χ

∂ψ
,

dψ

dϕ
= −∂χ

∂ϑ
. (5.35)

Тепер ми можемо для аналiзу вiдгуку магнiтного поля на збурення
застосувати формалiзм, побудований вище для вiдгуку частинок на еле-
ктростатичну хвилю.

Розвиньмо збурену частину гамiльтонiану δχ = −RδAϕ в ряд Фур’є:

δχ =
∑
m,n

χmn cos(mϑ− nϕ+ γmn), (5.36)

де χmn та γmn — вiдповiдно амплiтуди та фази гармонiк збурення. За-
фiксуємо певну гармонiку (m,n). Тодi силовi лiнiї незбуреного поля на
цилiндричнiй поверхнi ψ = ψ∗, на якiй ι(ψ∗) = n/m, є резонансними
до цiєї гармонiки, бо її фаза вздовж цих силових лiнiй не змiнюється.
У подальшому ми будемо розглядати окiл цiєї поверхнi i вiдкинемо всi
гармонiки збурення, крiм резонансної. Розвиньмо χ0 поблизу ψ = ψ∗:

χ0 ≈ χ0(ψ∗) +
n

m
ψ̄ +

1

2

dι

dψ
(ψ = ψ∗)ψ̄

2. (5.37)

Ввiвши новий «резонансний» кут ϑ̄ = ϑ−(n/m)ϕ+γmn/m, ми приводимо
гамiльтонову диференцiальну форму до вигляду

Γ = ψ dϑ− χ dϕ = ψ̄ dϑ̄− χ̄ dϕ+ dC, (5.38)

де
χ̄ =

1

2
ι′(ψ∗)ψ̄

2 + χmn cos(mϑ̄) (5.39)
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є гамiльтонiаном для нових канонiчних координат, ι′ = dι/dψ, а функцiя
координат

C =??? (5.40)

є фiзично неважливою, оскiльки, як вiдомо, додавання до диференцi-
альної форми повного диференцiалу будь-якої функцiї не впливає на
рiвняння Гамiльтона.

Отже, ми знову отримали гамiльтонiан маятника (5.1) з точнiстю до
коефiцiєнтiв. Повторивши з незначними змiнами розгляд пiдроздiлу 5.1,
ми прийдемо до висновку, що збурення змiнює топологiю магнiтного по-
ля поблизу резонансної магнiтної поверхнi, створюючи резонанснi остро-
ви, ширина яких складає

∆ψisl = 4
√
χmn/ι′(ψ∗) та ∆risl =??? (5.41)

якщо мiряти за координатами вiдповiдно ψ та r. Цi резонанснi острови,
якi звуть магнiтними островами є областями простору ґвинтової форми,
заповненi власними новi системами вкладених тороїдних поверхонь iз
власними магнiтними осями (див. Рис. ????).

Як ми вже знаємо з пiдроздiлу ???, взаємодiя рiзних гармонiк поля
створює стохастичну повединку поблизу сепаратрис островiв. Це озна-
чає, що силовi лiнiї блукають ???? Якщо ж острови, що вiдповiдають
рiзним гармонiкам збурення, в якомусь дiапазонi радiальної координати
є такими широкими, що перекриваються, виникає стохастичнiсть магнi-
тного поля. ???

Можливiсть виникнення магнiтних островiв та зон стохастичної пове-
дiнки магнiтних силових лiнiй ускладнює розробку систем для магнiтно-
го утримання плазми. Я сподiваюсь, що читач уже вiдповiв на питання в
пiдроздiлi 4.3. Магнiтне число обертiв як порятунок. Поле стелараторiв.
Проблема островiв та хаосу ???

На завершення теми, хотiлося б привернути увагу до одного загаль-
ного питання. Якою може бути форма силової лiнiї магнiтного поля?
Як вiдомо, такi лiнiї нiде не починаються i нiде не закiнчуються, тому
одразу спадають на думку два варiанти. Така лiнiя може приходити з
нескiнченностi i йти на нескiнченнiсть. Якщо ж вона лежить в обме-
женiй областi, то може бути замкненою. Виявляється, що силовi лiнiї
можуть лежати в обмеженiй областi й мати нескiнченну довжину. При
цьому можуть мати мiсце принаймнi двi ситуацiї, i обидвi здiйснюються
в експериментальних пристроях для утримання плазми. По-перше, як
ми щойно бачили, силова лiнiя може намотуватись на тороїдну магнiтну
поверхню, всюди щiльно заповнюючи її — тобто як завгодно близько на-
ближаючись до будь-якої точки на цiй поверхнi. Саме таку структуру
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має магнiтне поле токамакiв та стелараторiв — точнiше кажучи, мало б
в iдеалi, якби було таким, як ми бажаємо. По-друге, силова лiнiя може
всюду щiльно заповнювати не поверхню, а область скiнченного об’єму—
зону стохастичности — випадково блукаючи в нiй.
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Роздiл 6

Зiткнення в плазмi

Я спробую тут дати уявлення про зiткнення та перенесення в плазмi
настiльки стисло, наскiльки це можливо зробити. Менi здалося, що це
краще зробити, якщо використати пiдхiд, заснований на розглядi розсi-
ювання тестових частинок. Детальне викладення можна знайти в Тру-
бнiкова, коротке (подекуди ще коротше, нiж у мене) — в курсi лекцiй
Котельникова та Ступакова. Альтернативним пiдходом є аналiз рiвнян-
ня Больцмана зi славетним iнтеґралом зiткнень Ландау. Можна знайти
в пiдручнику Ситенка та Мальнєва ??? ще десь. Я б дуже радив розiбра-
тися з ним тим, хто бажає глибоко розумiти цю тему.

Кулоновi зiткнення якiсно вiдрiзняються вiд зiткнень мiж нейтраль-
ними молекулами через свою далекодiйнiсть. При зiткненнях нейтраль-
них молекул вони, як i зарядженнi частинки, взаємодiють через свої еле-
ктричнi поля, але цi поля (дипольнi, квадрупольнi тощо) швидко згаса-
ють на великих вiдстанях. Тому в розрiдженому газi молекули взаємо-
дiють сильно в короткi промiжки часу, коли вони зближуються (що ми
й уявляємо iнтуїтивно, коли думаємо про зiткнення). Електричнi поля
заряджених частинок згасають повiльнiше— як обернений квадрат вiд-
станi. Як ми скоро побачимо, це докорiнно змiнює ситуацiю. Заряджена
частинка в iдеальнiй плазмi весь час знаходиться в процесi взаємодiї з
багатьма частинками одночасно.
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6.1 Елементарний розгляд кулонiвського роз-
сiювання: розсiюючий центр нескiнчен-
ної маси

Почнiмо з простої задачи: обчислення сили, що дiє на розсiюючий центр
з зарядом e2 з боку потоку набiгаючих частинок з масою M1 та зарядом
e1. При цьому спочатку розгляньмо найпростiший випадок, коли маса
центра M2 є дуже великою (M2 = ∞), так що вiн залишається майже
нерухомим.

Рис. 6.1: Розсiювання потоку заряджених частинок на частинцi нескiн-
ченної маси.

Хай частинки струменя налiтають з однаковою швидкiстю v, а їх
концентрацiя дорiвнює n1, так що потiк дорiвнює j = n1v (Рис. 6.1).
Якщо ρ—прицiльна вiдстань, то через колечко 2πρ dρ за одиницю часу
пролiтає 2πρj dρ частинок. Напрям руху кожної з них вiдхиляється вiд
початкового на кут θ = θ(ρ). При цьому передається поздовжнiй (тобто
напрямлений уздовж потоку) iмпульс

∆p‖ = M1v(1− cos θ). (6.1)

(Увага: позначення ‖ та⊥, «поздовжнє» та «поперечне», в теорiї зiткнень
мають iнший змiст, нiж у бiльшостi iнших роздiлiв теорiї плазми.)

Отже, сила, що дiє на розсiюючий центр, дорiвнює

F =

∫ ∞
0

dρ 2πρM1vj(1− cos θ) = M1vjσtr, (6.2)

де величина

σtr =

∫ ∞
0

dρ 2πρ(1− cos θ) (6.3)
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має розмiрнiсть площi i зветься «транспортним перерiзом розсiювання».
Щоб узяти iнтеґрал у рiвняннi (6.3) i знйти σtr, треба знати зале-

жнiсть θ(ρ). Як ми побачимо, основний внесок в iнтеґрал дають далекi
зiткнення (θ � 1). Для таких зiткнень обсислення спрощуються:

∆p⊥ = M1vθ =

∫ ∞
−∞

dt F⊥ =

∫ ∞
−∞

dt
e1e2ρ

(ρ2 + v2t2)3/2

=
e1e2
ρv

∫ ∞
−∞

dx
1

(1 + x2)3/2
=

2e1e2
ρv

, (6.4)

звiдки
θ =

2e1e2
M1ρv2

. (6.5)

Цей вираз є наближеним. Точна формула Резерфорда є ненабагато скла-
днiшою:

tg
θ

2
=

e1e2
M1ρv2

, (6.6)

(пропоную отримувати її самостiйно, знайшовши рiвняння гiперболи, по
якiй летить частинка). Пiдставивши (6.5) у рiвняння (6.3) i скористав-
шись тим, що для далеких зiткнень cos θ ≈ 1− θ2/2, маємо

σtr =
4πe21e

2
2

M2
1 v

4

∫ ∞
0

dρ

ρ
. (6.7)

Як бачимо, iнтеґрал у рiвняннi (6.7) розбiгається i на верхнiй, i на
нижнiй границi. Розбiжнiсть на нижнiй границi (для близьких зiткнень)
не має фiзичного змiсту (близькi кулоновi зiткнення нiчим особливим не
вiдрiзняються вiд будь-яких iнших i тому не повиннi дiяти на нашу мi-
шень з нескiнченною силою). Ця розбiжнiсть пов’язана виключно з тим,
що ми використали наближений вираз (6.5) замiсть точного виразу (6.6).
Узявши останнiй, можна було б її позбутися (але цiною ускладнення
пiдiнтеґрального виразу). Проте це виявляється непотрiбним. Оскiльки
розбiжнiсть є слабкою, логарифмiчною, є надiя, що ми не сильно схиби-
мо, якщо просто «обрiжемо» iнтеґрал знизу на тому значеннi ρ = ρmin,
на якому наближення (6.5) перестає бути чинним (нижче ми покажемо,
що це й справдi так). Зазвичай як ρmin беруть таку прицiльну вiдстань,
що на нiй вiдбувається розсiювання на кут порядку π/2:

ρmin =
e1e2
M1v2

. (6.8)

Розбiжнiсть на верхнiй границi має фiзичну причину. Вона пов’язана
з тим, що при кулонових зiткненнях сила з боку «обстрiлюючих» ча-
стинок надто повiльно спадає зi зростанням прицiльної вiдстаннi, i цей
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спад не компенсує одночасне зростання кiлькостi цих частинок. Через
це далекi зiткнення дають бiльший сумарний ефект. Проте ми знаємо з
роздiлу 1, що кулоновi поля в плазмi швидко (експоненцiйно) екраную-
ться на вiдстанях, що перевищують дебаїв радiус ρD. Тому ми покладемо
верхню границю iнтеґралу рiвною ρmax рiвною дебаєвому радiусу:

ρmax = ρD =

(
TeTi

4π|eeei|(neTe + niTi)

)1/2

. (6.9)

Цi мiркування дають пiдставу записати рiвняння (6.7) у виглядi

σtr =
4πe21e

2
2

M2
1 v

4
Λ, (6.10)

де безрозмiрна величина
Λ = ln

ρmax

ρmin

(6.11)

зветься кулонiвським логарифмом. Зазвичай ця величина лежить в iн-
тервалi 10 − 20. Завдяки цьому ми мали повне право задовольнитися
оцiнками за порядком величини в рiвняннях (6.8) та (6.9): ми б не силь-
но помилились, якби взяли ρmin або ρmax удвiчi меншим чи бiльшим.

Однак ми ще не довели, що внесок близьких зiткнень у σtr є малим.
Без цього ми маємо «дiрку» в нашiй логiцi: оскiльки ми отримали рiвня-
ння (6.7) лише в наближеннi далеких зiткнень, ми не маємо права навiть
апелювати до логарифмiчної поведiнки iнтеґралу в цьому рiвняннi при
ρ < ρmin. Тому оцiнiмо внесок областi близьких зiткнень у σtr, повернув-
шись до рiвняння (6.3):∫ ρmin

0

dρ 2πρ(1− cos θ) ≤
∫ ρmin

0

dρ 4πρ = 2πρ2min =
2πe21e

2
2

M2
1 v

4
. (6.12)

Ми бачимо, що, як i було сказано, розбiжнiсть iнтеґралу при ρ→ 0 є фi-
ктивною. Якщо ж порiвняти останнє рiвняння з рiвнянням (6.7), видно,
що роль зони близьких зiткнень i справдi не є важливою. Внесок зони
близьких зiткнень складає ∼ Λ−1. Як ми зазначали вище, це є наслiд-
ком далекодiйностi кулонiвських зiткнень. Варто зазначити також, що Λ
вiдiграє роль великого параметра цiєї теорiї.

Тепер нехай струмiнь розсiюється на «газi» нескiнченно важких не-
рухомих розсiюючих центрiв, випадковим чином розкиданих у просторi
з концентрацiєю n2 (читач, либонь, уже здогадується, що це досить ро-
зумне наближення для аналiзу розсiювання електронного струменя на
йонах плазми). Як ми щойно зрозумiли, основний внесок у розсiювання
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роблять слабкi (далекi) зiткнення, i змiна стану частинки струменя в ко-
жному актi зiткнення є дуже слабкою. Звiдси випливає, що ми можемо
вважати дiю багатьох розсiюючих центрiв на частинку струменя ади-
тивною. Себто змiна iмпульсу пiд дiєю всiх розсiюючих центрiв є просто
сумою змiн при зiткненнях з кожним центром окремо, причому кожне з
цих зiткнень можна розглядати як парне, немовби частинки струменя i
розсiюючий центр «з’ясовують стосунки» вiч-на-вiч. Тодi на розсiюючi
центри, що знаходяться в одиничному об’ємi, дiє сила M1vjσtrn2 [див.
рiвняння (6.2)]. Згiдно з третiм законом Ньютона на частинки струменя
з боку йонiв дiє така само сила в протилежному напрямi. Роздiливши її
на концентрацiю електронiв струменя (n1), знаходимо середню силу, що
дiє на одну частинку:

F = −M1vjσtrn2/n1 = −M1vvσtrn2. (6.13)

Отже, струмiнь буде гальмуватися:〈
dv

dt

〉
‖

= −ν12v, (6.14)

де ν12 = vσtrn2. Треба наголосити, що тут iшлося про середню силу та
гальмування направленої, колективної швидкостi струменя. Розсiювання
на частинцi з нескiнченною масою (а ми зробили саме таке наближення)
не може змiнювати енергiю частинок струменя. Отже, частинки мають
набувати швидкiсть поперек струменя. Якщо модуль швидкостi зберiга-
ється, змiна поздовжньої швидкостi зв’язана зi змiною кута розсiювання:
∆v‖ = v∆(1 − cos θ) ≈ v∆θ2/2. Тому з рiвняння (6.14) можна отримати
швидкiсть зростання середнього кута розсiювання:

d〈θ2〉
dt

= 2ν12. (6.15)

(Це рiвняння є чинним тiльки доти, поки 〈θ2〉 � 1.)
Отже, i гальмування струменя, i розсiювання його частинок хара-

ктеризується тим самим характерним часом τ12 = ν−112 . Величину ν12,
обернену до нього, часто звуть частотою зiткнень частинок струменя з
розсiюючими центрами. Пiдставивши σtr з рiвняння (6.10), маємо

ν12 =
4πe21e

2
2

M2
1 v

3
Λn2. (6.16)

Добуток λ12 = vτ12 зветься довжиною вiльного пробiгу:

λ12 =
1

n2σtr
=

M2
1 v

4

4πΛe21e
2
2n2

. (6.17)
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Фiзичний змiст цiєї величини сильно вiдрiзняється вiд довжини вiльного
пробiгу молекул у газi. По сутi, через далекодiйнiсть кулонової сили в
плазмi частинка знаходиться в процесi зiткнень безперервно. Довжиною
вiльного пробiгу звуть просто вiдстань, за яку зiткнення справляють на
частинку немалий ефект (у даному випадку, розвертають на кут порядку
одиницi). Трохи згодом ми прийдемо до глибшого розумiння поняття
«частота зiткнень»

Щойно розглянуту просту задачу можна одразу ж застосувати до
вивчення взаємодiї електронного струменя з йонами холодної плазми
(тобто такої плазми, в якiй тепловий рух є нехтовним у порiвняннi з ру-
хом струменя). Справдi, йони в такому разi можна вважати нескiнченно
важкими й нерухомими. Проте для застосування цiєї теорiї до тепло-
вих електронiв плазми лишилося врахувати ще один важливий чинник,
який ми досi не брали до уваги: розкид швидкостей електронiв (досi ми
вважали, що всi електрони летять з однiєю швидкiстю). Ми зробимо це
трохи згодом.

6.2 Ретельнiший розгляд розсiювання
Для розгляду електрон-електронних та йон-йонних зiткнень наш ана-
лiз, наведений вище, напряму застосувати не вдастся. Нам доведеться
iстотно вдосконалити його. Проте з нього випливає кiлька висновкiв,
якi сильно спростять нам життя. По-перше, ми усвiдомили важливiсть
дебаєвого екранування. По-друге (i це найголовнiше), основний внесок
у розсiювання роблять слабкi (далекi) зiткнення. А звiдси ми зробили
висновок, що ми можемо вважати дiю багатьох частинок на тестову ча-
стинку адитивною i розбити її на окремi парнi зiткнення.

Почнiмо з деяких загальних спiввiдношень. Хай струмiнь тестових
частинок з однаковою швидкiстю v0 налiтає на певне «тло», природа
якого в межах цього абзацу нас не буде цiкавити, i розсiюється на ньому.
При цьому кожна з частинок струменя зазнає випадкової змiни швидко-
стi δv = v−v0. Тодi середню змiну енергiї частинки можна представити
так: 〈

δv2
〉

= 2v0
〈
δv‖
〉

+
〈
(δv⊥)2

〉
+
〈
(δv‖)

2
〉
, (6.18)

де iндекси «‖» та «⊥» позначають складовi вiдповiдно вздовж v0 та по-
перек v0. Як бачите, ми розбили змiну швидкостi на поперечну та по-
здовжню складовi; доцiльнiсть цього стане зрозумiлою пiзнiше. Тепер
введiмо характернi частоти розсiювання спiввiдношеннями

2

M

d

dt
〈E〉 =

d

dt

〈
v2
〉

= −νEv2,
d

dt

〈
v‖
〉

= −νsv, (6.19)
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d

dt

〈
(δv⊥)2

〉
= ν⊥v

2,
d

dt

〈
(δv‖)

2
〉

= ν‖v
2. (6.20)

Величини νE , νs, ν⊥ та ν‖ звуться вiдповiдно частотами втрати енергiї,
гальмування, поперечного розсiювання та поздовжнього розсiювання. З
рiвняння (6.18) випливає, що цi частоти зв’язанi мiж собою спiввiдноше-
нням

νE = 2νs − ν⊥ − ν‖. (6.21)

А тепер знайдiмо цi частоти у випадку, коли, як i в попередньому
роздiлi, струмiнь тестових частинок розсiюється на частинках тла, але
тепер ми не будемо вважати анi частинки тла нерухомими, анi їх масу
нескiнченною. Хай потiк частинок iз зарядом Z1e та масою M1 набiгає з
однаковою швидкiстю v1 на частинки з зарядом Z2e та масоюM2 («тло»),
якi рухаються зi швидкiстю v2.

Для початку переповiмо на цiй мовi попереднiй роздiл, тобто покла-
дiмо M2 = ∞, v2 = 0. Одразу очевидно, що νE = 0 (бо енергiя частинок
струменя при зiткненнях не змiнюється). З рiвнянь (6.14) та (6.15) ви-
пливає, що ν⊥ = 2νs. Тодi з рiвняння (6.21) ми мусимо зробити висновок,
що ν‖ = 0. Це може спочатку здатись дивним (очевидно ж, що певне роз-
сiювання за поздовжньою швидкiстю має вiдбуватися, бо частинки, якi
пролiтають на рiзнiй прицiльний вiдстанi, зазнають рiзної δv‖). Проте не-
важко прямо порахувати ν‖ з визначення. Треба скористатись формулою
Резерфорда (6.6). Ми отримуємо ??? Отже, ми бачимо, що ν‖ � νs, ν⊥
(менше в Λ разiв; кулонiвський логарифм Λ є великим параметром нашої
теорiї).

А тепер хай масаM2 є скiнченною, а v2 6= 0. Оскiльки ми домовились,
що маємо право розглядати кожен акт парної взаємодiї незалежно, цю
задачу можна звести до вже розглянутої, якщо скористатися вiдомою з
небесної механiки хитрiстю— введенням приведеної маси. Проаналiзуй-
мо одиничний акт зiткнення двох частинок. Рух частинок описується
рiвнянням

M1r̈1 = −M2r̈2 = e1e2
r1 − r2
|r1 − r2|3

, (6.22)

де r1 та r2 —положення частинок. Можна представити r1 та r2 через
вектор r = r1 − r2 та положення центра мас

R =
M1r1 +M2r2
M1 +M2

. (6.23)

Ми маємо
r1 = R+

M2

M1 +M2

r. (6.24)
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Оскiльки центр мас рухається зi сталою швидкiстю, R̈ = 0, з рiвнянь
(6.22) та (6.24) отримуємо

M1r̈1 = M12r̈ = e1e2
r

r3
, (6.25)

де M12 = M1M2/(M1 +M2) —приведена маса. Це є рiвняння руху уявної
частинки з приведеною масою («приведеної частинки») в полi заряду з
нескiнченною масою.

Отже, ми звели задачу до вже вивченої, але для струменя частинок
з приведеними швидкiстю та масою. Якщо тепер акуратно перейти з
системи центру мас до лабораторної, можна знайти всi величини, що
характеризують процес зiткнень.

Почнiмо з частоти гальмування струменя. З рiвняння (6.25) випливає,
що змiни швидкостi v1 пов’язанi зi змiнами v спiввiдношенням δv1 =
(M12/M1)δv; у той же час, початковi швидкостi є однаковими, v = v1.
Отже,

d

dt

〈
v1‖
〉

=
M12

M1

d

dt

〈
v‖
〉

= −M12

M1

νcm
s v = −M12

M1

νcm
s v1, (6.26)

де νcm
s —частота гальмування в системi центра мас, яка, вiдповiдно до

рiвняння (6.16), дорiвнює

νcm
s =

4πe21e
2
2

M2
12v

3
Λn2. (6.27)

Отже, ми робимо висновок, що частота гальмування в лабораторнiй си-
стемi координат дорiвнює

νs =
M12

M1

νcm
s =

4πe21e
2
2

M1M12v31
Λn2. (6.28)

До того ж висновку ми прийдемо, якщо розглянемо силу, яка дiє на
набiгаючу частинку з боку розсiюючих:

F1 = M12v
2σtrn2 = M12v

24πe21e
2
2Λ

M2
12v

4
n2 =

4πe21e
2
2Λ

M12v2
n2. (6.29)

Тепер знайдiмо частоту поперечного розсiювання. Дiючи таким са-
мим чином— переходячи до системи центру мас — ми отримуємо

d

dt

〈
(δv1⊥)2

〉
=
M2

12

M2
1

d

dt

〈
(δv⊥)2

〉
=
M2

12

M2
1

νcm
⊥ v2 = 2

M2
12

M2
1

νcm
s v21, (6.30)

Порiвнюючи з рiвнянням (6.28), маємо

ν⊥ = 2
M12

M1

νs, (6.31)
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звiдки, враховуючи, що ν‖ ≈ 0, отримуємо

νE = 2νs − ν⊥ = 2
M12

M2

νs, (6.32)

Розгляньмо тепер, що рiвняння (6.31)–(6.32) дають для рiзних спiв-
вiдношень мас набiгаючих та розсiюючих частинок.

Коли електрони розсiюються на йонах (M1 = Me � M2 = Mi), то
M12 ≈M1 �M2. Тодi, як i можна було очiкувати, ми наближено вiдтво-
рюємо випадок розсiювання на частинках нескiнченної маси: ν⊥ ≈ 2νs,
νE ≈ 2(M1/M2)νs � νs. Отже електрони розсiюються на йонах, майже не
гальмуючись, i обмiн енергiєю вiдбувається в 2Me/Mi разiв повiльнiше,
нiж обмiн iмпульсом.

Коли електрони розсiюються на електронах або йони на йонах (M1 =
M2), то M12 = M1/2. У цьому випадку ν⊥ ≈ νE ≈ νs — усi процеси йдуть
з однаковою швидкiстю.

Нарештi, коли йони розсiюються на електронах (M1 = Mi � M2 =
Me), то M12 ≈ M2 � M1. У цьому випадку νE ≈ 2νs, ν⊥ � νs — важкi
частинки гальмуються легкими, майже не розсiюючись.

Варто зазначити, що тертя електронного струменя об електрони є за
порядком величини таким само, як об йони, оскiльки приведена маса
у випадку електрон-електронних зiткнень дорiвнює Me/2 i лише в два
рази вiдрiзняється вiд приведеної маси при розсiюваннi на йонах.

6.3 Вплив теплового руху розсiюючих цен-
трiв

???? Обговорити частоту поздовжнього розсiювання теплових частинок
Коли v � vT2 = (T2/M2)

1/2, можна очiкувати, що вплив теплового
руху є нехтовним i користатися формулою (6.29)

F ∼ −4πe21e
2
2

M12v21
Λn2, (6.33)

Розгляньмо загальну ситуацiю, причому нас особливо цiкавить випадок,
коли v � vT2. Сила тертя струменя об групу частинок з диференцiаль-
ною концентрацiєю dn2 = f(v2)d

3v2:

dF = −4πe21e
2
2Λ

M12

v1 − v2
|v1 − v2|3

f(v2)d
3v2. (6.34)
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Нам треба обчислити iнтеґрал

I =

∫
d3v2

v1 − v2
|v1 − v2|3

f(v2). (6.35)

Якщо б v був радiус-вектором, а f(v2) — густиною заряду, то вектор I
був вектором електричного поля в точцi v1. Ми розглядаємо максвеллiв
розподiл, який є iзотропним, f(v2) = f(v2). У такому разi «заряд» ззовнi
вiд сфери з радiусом v1 (тобто при v2 > v1) не дає внеску в поле, а
«заряд» всерединi цiєї сфери дає такий внесок, наче вiн є зосередженим
у центрi сфери, тобто

I =
v1
v31

∫ v1

0

dv2 4πv22f(v2). (6.36)

Якщо тепер струмiнь є повiльним, тобто v � vT2, то I ≈ (4π/3)f(0)v1.
Згадавши вираз для максвеллового розподiлу, маємо

F = −4
√

2π

3

e21e
2
2

M12

(
M2

T2

)3/2

Λn2v1, (6.37)

звiдки

νs =
4
√

2π

3

e21e
2
2M

1/2
2 (1 +M2/M1)

M1T
3/2
2

Λn2. (6.38)
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???
Для застосування цiєї теорiї до електронiв плазми лишилося врахува-

ти ще один важливий чинник, який ми досi не брали до уваги: тепловий
розкид швидкостей електронiв. Щоб урахувати цей розкид, треба проiн-
теґрувати знайденi вирази для змiни швидкостей та кутiв частинок по
максвелловому розподiловi швидкостей. ?покладаємо швидкiсть розсi-
юваних частинок v1 ∼ vT1. ??? Результати iнтеґрування вiдрiзняються
вiд рiвнянь (6.16) та (6.17) тим, що, як i треба було очiкувати, E замiня-
ється на Te i, крiм того, з’являються додатковi множники ∼ 1. Наводжу
в практичнiй формi:

νei = 3× 10−5
ni[см−3]

T
3/2
e [еВ]

с−1, (6.39)

λei = 3× 1012 T
2
e [еВ]

ni[см−3]
см. (6.40)

Розсiювання електронiв:

νei ∼
Fei

MevTe
∼???, (6.41)

νee ∼
Fee

MevTe
∼???, (6.42)

νei ∼ νee. (6.43)

Розсiювання йонiв: Fii ∼ Fei,

νii =
Fii

MivT i
∼
√
Me

Mi

νe. (6.44)
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Роздiл 7

Класичнi процеси перенесення

Тепер спробуймо застосувати розумiння кулонiвських зiткнень, яке щой-
но набули, до процесiв перенесення в плазмi, уникаючи громiздких об-
числень. При цьому в бiльшостi випадкiв нам доведеться обмежитися
оцiнками за порядком величини. Ретельнiший аналiз має робитися зви-
чайними методами фiзичної кiнетики i ґрунтуватися на рiвняннi Боль-
цмана з iнтеґралом зiткнень Ландау.

Спочатку оцiнiмо час термалiзацiї електронiв та йонiв окремо. Розум-
но припустити, що для цього можна взяти час енергопередачi частинок
з E ∼ T :

τ th
e ∼ ν−1ee ∼

M
1/2
e T

3/2
e

e4Λne
, (7.1)

τ th
i ∼ ν−1ii ∼

M
1/2
i T

3/2
i

Z4e4Λni
, (7.2)

де Z — зарядове число йонiв. Якщо Te ∼ Ti, то, як видно, термалiзацiя
йонiв iде повiльнiше.

Час електрон-йонного теплообмiну в порiвняннi з ними:

Me

Mi

τEei ∼
√
Me

Mi

τ th
i ∼ τ th

e . (7.3)

Дуже часто нагрiвання плазми дiє переважно на якусь одну її компо-
ненту. Наприклад, при омiчному нагрiваннi через тертя електронiв об
йони грiються переважно електрони. Iншим прикладом є резонансне на-
грiвання плазми хвилею, коли грiється той сорт частинок, що резонує.
Тому типовою є ситуацiя, коли електрони та йони добре термалiзовани-
ми (принаймнi настiльки, що можна говорити про їх температуру), але
їх температури вiдрiзняються в кiлька разiв.
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Електрон-йонне тертя та спiтцерова провiднiсть плазми. Застосуй-
мо рiвняння (6.37) до аналiзу електропровiдностi. Розглядаємо йони як
струмiнь (нехтуючи їх тепловим рухом). Електричне поле (E) веде до
направленого руху електронiв (u), який припинить пiдсилюватися, коли
сила тертя об йони, яку можна знайти з рiвняння (6.37), зрiвняється з
силою з боку поля:

F = −Meνeiu = eeE, (7.4)

де

νei =
4
√

2π

3

e2ee
2
i

M
1/2
e T

3/2
e

Λni (7.5)

є частотою, що характеризує тертя «рою» теплових електронiв з неру-
хомими йонами (цей вираз є дуже подiбним до (6.38), але зараз ми вва-
жаємо саме тепловi частинки тими, що рухаються). Звiдси електропро-
вiднiсть плазми дорiвнює

σ =
neeeu

E
=

nee
2
e

Meνei
=

3

4
√

2π

T
3/2
e

M
1/2
e eieeΛ

, (7.6)

де ми скористалися тим, шо neee = niei. Ця провiднiсть зветься класи-
чною або спiтцеровою.

Насправдi цей розгляд був занадто спрощеним, оскiльки за наявно-
сти електричного поля функцiя розподiлу електронiв не є максвеловою:
на нiй утворюються «хвости», частинки яких зазнають слабкiшого тер-
тя. Проте отримана вiдповiдь є правильною за порядком величини. За
наявности ж магнiтного поля отримана формула правильно описує про-
вiднiсть плазми поперек поля. Провiднiсть уздовж магнiтного поля є
приблизно в два рази (в 1.96 разiв) кращою.

Класичними звуть процеси перенесення, що вiдбуваються тiльки зав-
дяки зiткненням та iндивiдуальному руху частинок плазми. Перенесе-
ння, яке викликається колективними (зазвичай, турбулентними) проце-
сами, за традицiєю зветься аномальним, хоча ситуацiя, коли аномаль-
не перенесення вiдбувається i є панiвним, є не аномальною, а нормаль-
ною (просто людям властиво вважати нормою те, що легше зрозумiти).
Спiтцерова провiднiсть у цьому розумiннi є виключенням— вона є кла-
сичним процесом i в той же час формула Спiтцера задовiльно описує
провiднiсть плазми вздовж магнiтного поля в дуже багатьох випадках.

Рiвняння (7.4), з якого випливає, що F ∝ u, є чинним лише за тiєї
умови, що швидкiсть направленого руху електронiв u є малою в порiв-
няннi з характерною швидкiстю їх теплового руху vTe. У протилежному
граничному випадку, u� vTe, ми маємо право знехтувати тепловим ру-
хом i скористатися формулами (6.14) та (6.16), звiдки отримуємо, що
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сила тертя не зростає, а падає зi зростанням u: F ∝ u−2. Можна зробити
висновок, що сила тертя як функцiя u має максимум при u ∼ vTe, який
можна оцiнити як

Fmax ∼Meνei(u = vTe)vTe ∼
e4Λne
Te

. (7.7)

Пiдставивши цю силу в рiвняння (7.4), отримуємо так зване «драйсерове
електричне поле»

EDr ∼
e3Λne
Te

. (7.8)

Коли E � EDr, тертя об йони не може втримати електрони нi при якiй
швидкостi u. Це означає, що електрони будуть необмежено прискорюва-
тись електричним полем. Такi електрони звуться електрони-втiкачi.

Драйсерове поле вiдповiдає ситуацiї, коли переважна бiльшiсть еле-
ктронiв «вiдривається» вiд тертя з йонами i починає нестримно розга-
нятися. Проте навiть при менших полях може пiти у «вiдрив» та стати
втiкачами певна частка найшвидших електронiв. Електрони-втiкачi вiд-
повiдальнi за низку явищ: пробiй блискавки; пошкодження стiнок тока-
мака. (дописати)

Тепер обговорiмо дифузiю та теплопровiднiсть плазми. У плазмi без
магнiтного поля Di ∼ χi ∼ νiλ

2
i ∼ τiv

2
T i, χe ∼ νeλ

2
e ∼ τev

2
Te, як i в газi.

Говорити про дифузiю електронiв у чистому виглядi буде дещо шту-
чною постановкою питання: через баланс тиску концентрацiя електронiв
пов’язана з температурою. Якщо баланс тиску порушується, вирiвнюва-
ння концентрацiї має балiстичний, а не дифузiйний характер. Про ди-
фузiю є сенс говорити, якщо є неоднорiдна сумiш йонiв рiзного сорту
(аналогiчно до дифузiї в газах). Теплопровiднiсть електронна та йонна:
χi ∼ (Me/Mi)

1/2χe. Електрони краще проводять тепло через свою бiльшу
рухомiсть.

Цiкавiшим є розгляд дифузiї в плазмi з магнiтним полем. Дифузiя
вздовж магнiтного поля мало вiдрiзняється вiд дифузiї без поля. До речi,
так само провiднiсть уздовж магнiтного поля є такою самою, що й без
поля. Розгляньмо перенесення поперек поля.

Почнiмо з детальнiшого аналiзу рiвноваги плазми. На вiдмiну вiд
попереднього аналiзу рiвноваги, тепер ми прослiдкуємо за тим, щоб у
рiвновазi знаходилися i електрони, i йони, взятi окремо. Аналогiчно до
рiвняння (3.1), записуємо рiвняння балансу сил для кожного сорту ча-
стинок:

∇pe =
neee
c
ue ×B −Rei, (7.9)

∇pi =
niei
c
ui ×B +Rei. (7.10)

76



де ue та ui — гiдродинамiчнi швидкостi вiдповiдно електронiв та йонiв,
Rei — сила тертя мiж електронами та йонами. Якщо скласти цi рiвня-
ння, ми отримаємо рiвняння рiвноваги (3.1); отже, можна сподiватися,
що наш розгляд не суперечить попередньому аналiзовi рiвноваги в одно-
плинному наближеннi, а доповнює його. Тепер вважаймо, що магнiтне
поле є напрямленим по осi z, а плазма є неоднорiдною в напрямку осi x.
Крiм того, ми будемо вважати, що тертя мiж електронами та йонами є
слабким, так що задачу можна розв’язувати послiдовними наближення-
ми.

Нехай, для початку, тертя немає. Тодi проекцiї рiвнянь (7.9) та (7.10)
на вiсь x показують, що як електрони, так i йони текуть у напрямку осi
y:

uey =
c

neeeB

∂pe
∂x
≡ u∗e, (7.11)

uiy =
c

nieiB

∂pi
∂x
≡ u∗i, (7.12)

де u∗e та u∗i звуться вiдповiдно електронною та йонною дрейфовими
швидкостями.

Отже, виявляється, що плазма в рiвновазi повинна обертатися! Це
одразу викликає кiлька питань.

По-перше, чи не мусимо ми використовувати складнiшi рiвняння рiв-
новаги, нiж (7.9) та (7.10), адже при написаннi цих рiвнянь, як i при
виведеннi рiвняння (3.1), ми знехтували iнерцiйними силами (u · ∇)u?
Чи має сенс у зв’язку з цим рiвняння (3.1)? Чи мав сенс розгляд МГД-
збурень у нерухомiй плазмi? Вiдповiдь на цi питання в багатьох випадках
є ствердною завдяки малiй величинi u∗i (розписати детальнiше, оцiнивши
вiдцентровий тиск). У випадку ж прямого поля, який ми тут розглядає-
мо, iнерцiйний доданок зовсiм не порушує рiвновагу, бо (u∗i · ∇)u∗i = 0.

По-друге, ми знаємо, що поперечний рух частинок у магнiтному полi
вiдбувається по ларморовому колу. Що ж викликає течiю плазми попе-
рек поля? Назва «дрейфова швидкiсть» пiдказує вiдповiдь «ґрадiєнтний
дрейф, викликаний неоднорiднiстю поля» (див. роздiл 4), яка, однак,
є неправильною. Хоча наявнiсть ненульового ґрадiєнту тиску i справдi
вимагає вiдповiдно до рiвняння (3.9) ненульового ґрадiєнту модуля B,
який створює дрейф частинок у потрiбному напрямку. Проте неважко
знайти, що швидкiсть цього дрейфу є надто малою, принаймнi, в плазмi
з невеликим тиском. Поклавши κ = 0 в рiвняннi (3.9), знаходимо

∂B

∂x
= −4π

B

∂(pe + pi)

∂x
= −4π

B

∂p

∂x
. (7.13)
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Тодi рiвняння (4.18) дає таку швидкiсть дрейфу окремих частинок:

vey = −2πMecv
2
⊥

eeB3

∂p

∂x
, viy = −2πMicv

2
⊥

eiB3

∂p

∂x
. (7.14)

Порiвнявши з рiвняннями (7.11) та (7.12) i поклавши Mv2⊥ ∼ T , бачимо,
що vey/u∗e ∼ viy/u∗i ∼ nT/B2 = p/B2. Отже, коли тиск плазми є меншим
вiд тиску магнiтного поля, знайдена нами дрейфова швидкiсть значно
перевищує швидкiсть ґрадiєнтного дрейфу.

Насправдi ж дрейфова швидкiсть пояснюється нескомпенсованiстю
ларморового руху в неоднорiднiй плазмi. Найпростiше це продемонстру-
вати для плазми з однорiдною температурою. Вiзьмiмо для прикладу
електрони i розгляньмо певну точку x = x0. Ларморiв рух частинки у
цiй точцi має додатну y-компоненту, якщо ведучий центр частинки має
координату x, меншу за x0, i вiд’ємну— якщо бiльшу. ??? знаки ретель-
нiше ??? Якщо тепер iснує ненульова похiдна концентрацiї частинок по
x, скажiмо, додатна, то справа в цю точку приходитиме бiльше частинок,
нiж злiва. Направлену швидкiсть, наприклад, електронiв, яка є наслiд-
ком цього, можна оцiнити таким чином:

neuey ∼ ve⊥ρLe
∂ne
∂x
∼ v2e⊥
ωBe

∂ne
∂x
∼ Te
MωBe

∂ne
∂x

, (7.15)

Отже, ми продемонстрували, як на мiкроскопiчному рiвнi неоднорiднiсть
концентрацiї створює направлений рух електронiв, який з точнiстю до
коефiцiєнту ∼ 1 вiдповiдає рiвнянню (7.11). Щоб вiдтворити коефiцiєнт,
треба ретельно усереднити швидкiсть частинок по фазах ларморового
обертання та максвелловому розподiлу швидкостей (див. задачу ???).
Аналогiчно вiдтворюється й рiвняння (7.12).

Неоднорiднiсть температури також створює дисбаланс ларморового
руху: з того боку, де ларморовi радiуси є дещо бiльшими, приходить
бiльше частинок. Щоб продемонструвати те, що швидкiсть колективного
руху частинок вiдповiдає рiвнянням (7.11) та (7.12) i в цьому випадку,
також треба виконати усереднення руху частинок по фазах ларморового
обертання та максвелловому розподiлу швидкостей (також див. задачу
???).

Якщо ж тепер скласти рiвняння (7.11) та (7.12), домноживши їх вiд-
повiдно на neee та niei, ми вiдтворимо вираз для дiамагнiтного струму
(3.16). Наведенi вище мiркування показують, що цей струм може iнтер-
претуватися просто як наслiдок того, що ларморiв рух у неоднорiднiй
плазмi є несбалансованим.
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Перейдiмо власне до розгляду дифузiї. Отже, неоднорiднiсть плазми
веде до того, що електрони та йони течуть у напрямi, перпендикулярно-
му як до магнiтного поля, так i до напряму неоднорiдностi. Якщо тепер
згадати, що ґрадiєнт тиску плазми є перепендикулярним до магнiтних
поверхонь, то можна сказати, що плазма тече вздовж магнiтних повер-
хонь, але поперек силових лiнiй. При цьому електронний та йонний пли-
ни рухаються назустрiч один одному. Тому вони мають зазнавати тертя,
сила якого направлена вздовж осi y i дорiвнює:

Rei = neMe(u∗i − u∗e)νei =
1

ωBe

∂p

∂x
νei, (7.16)

де νei знаходиться з рiвняння (7.5). В останньому рiвняннi ми врахували
умову нейтральностi neee + niei = 0. Якщо тепер пiдставити силу тертя
(7.16) в y-компоненту рiвнянь (7.11) та (7.12), ми отримуємо, що потоки
електронiв та йонiв дорiвнюють

Γe = neuex =
c

eeB
Rei =

1

Meω2
Be

∂p

∂x
νei, (7.17)

Γi = niuix = − c

eiB
Rei = − 1

MiωBiωBe

∂p

∂x
νei. (7.18)

Можна побачити, що цi потоки задовольняють так звану умову амбiпо-
лярностi,

Γeee + Γiei = 0. (7.19)

тобто не можуть вести до порушення нейтральностi плазми.
Тепер, щоб спростити викладення, припустiмо, що заряд йона дорiв-

нює зарядовi електрона (з точнiстю до знаку); це означає, шо ni = ne.
Хай температура електронiв i йонiв є рiвними та однорiдними (тобто
Te = Ti, ∂Te/∂x = ∂Ti/∂x = 0). Тодi рiвняння (7.17) можна записати у
виглядi

Γe = D
∂ne
∂x

, (7.20)

де

D =
2Tνei
Meω2

Be

= νei〈ρ2Le〉, (7.21)

ρLe = ve⊥/|ωBe|—ларморiв радiус електрона, кутовi дужки позначають
усереднення за максвеловим розподiлом швидкостей; в рiвняннi (7.21)
ми врахували те, що

Me〈v2e⊥〉 =
2

3
〈Mev

2
e〉 =

4

3
〈Ee〉 = 2T, (7.22)
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оскiльки рух поперек магнiтного поля складає двi степенi свободи ча-
стинки з трьох. Отже, неоднорiднiсть концентрацiї викливає появу пото-
ку частинок, який має вигляд дифузiйного потоку з коефiцiєнтом дифузiї
(7.21). Це — так званий класичний коефiцiєнт дифузiї.

Коефiцiєнт дифузiї (7.21) має стандартний вигляд добутку частоти й
квадрату просторового масштабу. Тому така дифузiя має просту фiзичну
iнтерпретацiю: вона викликається випадковим блуканням електронiв по
x з частотою крокiв νei та середньоквадратичним кроком ρ̄Le = (〈ρ2Le〉)1/2.
Це є логiчно: при змiнi швидкостi частинки через зiткнення частинка пе-
реходить з одної ларморової орбiти на iншу орбiту, що проходить через
цю ж точку. При цьому центр ларморова кола зсувається на вiдстань
порядку ларморового радiуса. Може виникнути питання, чому ми засто-
совуємо цю логiку до електронiв, а не до йонiв. Найпростiша вiдповiдь
полягає в тому, через амбiполярнiсть дифузiя визначається тими частин-
ками, якi зiткненням важче зсунути через малий ларморiв радiус. Ця
iнтерпретацiя може здатися несподiваною. Дифузiя виявляється тiсно
сполученою з ларморовим рухом, хоча ми отримали її на гiдродинамi-
чному рiвнi — з аналiзу тертя мiж макроскопiчними потоками, причому
в рiвняннях (7.9) та (7.10) ларморiв рух не вiдображається очевидним
чином. Утiм, те саме стосується й дрейфових потокiв (7.11) та (7.12).1

Мiркуючи таким само чином, можна прийти до висновку, що коефi-
цiєнти теплопровiдностi електронiв та йонiв можна оцiнити як

χe ∼ νei〈ρ2Le〉, χi ∼ νii〈ρ2Li〉. (7.23)

На теплопровiднiсть, на вiдмiну вiд дифузiї, амбiполярнiсть не накладає
обмежень. Тому, якщо врахувати спiввiдношення (6.44), можна прийти
до висновку, що втрати енергiї з плазми в першу чергу пов’язанi з йонною
теплопровiднiстю. Цiкаво згадати, що при порiвняннi теплопровiдностей
без магнiтного поля змагання вигравали рухомiшi електрони (легко зро-
зумiти, що так само має бути при порiвняннi теплопровiдностей уздовж
магнiтного поля).

Проте в реальностi процеси перенесення в плазмi рiдко бувають кла-
сичними. Якби вони були такими, термоядерний синтез було б набагато
легше здiйснити; мабуть, його було би вже давно здiйснено. На жаль, за-
звичай перенесення в плазми є набагато сильнiшим i викликається тур-
булентнiстю.

Тим не менше, рiвняння (7.21) та (7.23) становлять iнтерес, бо пока-
зують тi граничнi значення, якi набуваються коефiцiєнтами перенесення,

1Це є один з багатьох прикладiв того, як кiнетичний та гiдродинамiчний пiдходи
несподiвано (чи навпаки, очiкувано) дають рiзними мовами однаковi результати. У
цьому є своєрiдна майже мiстична краса.
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коли турбулентнiсть зникає, тобто накладають обмеження знизу на мо-
жливу iнтенсивнiсть процесiв перенесення.
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Роздiл 8

Магнiтогiдродинамiчнi хвилi

Поняття про лiнеаризацiю. Що дає лiнеаризований опис системи i що вiн
губить. (дописати)

8.1 Лiнеаризованi рiвняння магнiної гiдроди-
намiки

Ми розпочинаємо наш аналiз лiнiйних МГД-хвиль з лiнеаризацiї рiвнянь
МГД. Для цього представмо всi величини в рiвняннях (2.3), (2.5) та (2.8)
як суму рiвноважного значення та збурення f = f0 + f̃ . При цьому ми
обмежуємося iдеальним випадком (σ =∞) i вважаємо, що в рiвноважно-
му станi плазма є незмiнною (тобто рiвноважнi величини не змiнюються
в часi) та нерухомою (v0 = 0). Cкориставшися до того ж рiвнянням рiв-
новаги (3.2), щоб скоротити рiвноважнi величини в рiвняннi (2.3), ми
отримуємо систему рiвнянь

ρ0
∂ṽ

∂t
= −∇p̃+

1

4π
(∇×B0)× B̃ +

1

4π
(∇× B̃)×B0, (8.1)

∂B̃

∂t
= ∇× (ṽ ×B0), (8.2)

∂p̃

∂t
+ ṽ · ∇p0 + γp0∇ · ṽ = 0. (8.3)

Оскiльки збурена густина випала з рiвнянь для решти величин, рiвняння
для неї (яке неважко отримати) стає непотрiбним.

Якщо плазма та магнiтне поле є однорiдними (тобто p0 та B0 не за-
лежать вiд координат), то рiвняння дещо спрощуються:

ρ0
∂ṽ

∂t
= −∇p̃+

1

4π
B0∇‖B̃ −

1

4π
B0∇B̃‖, (8.4)

82



∂B̃

∂t
= B0∇‖ṽ⊥ −B0(∇ · ṽ⊥). (8.5)

∂p̃

∂t
= −γp0∇ · ṽ. (8.6)

При цьому ми скористалися тотожностями (А.6) та (А.7), а також ура-
хували те, що в рiвняннi (8.2) ми мали повне право замiнити ṽ на ṽ⊥.
Тут i нижче (у роздiлах, присвячених хвилям та коливанням) символи
«‖» та «⊥» будуть позначати компоненти векторiв, направленi вiдповiд-
но вздовж та поперек незбуреного магнiтного поля, якi визначаються
рiвняннями (3.3) та (3.4).

Ми будемо шукати всi збуренi величини у рiвняннях (8.4)–(8.6) у ви-
глядi плоскої гармонiчної хвилi:

f̃ = f̂ exp(ik · x− iωt), (8.7)

де ω—частота, k— хвильовий вектор. Тодi ми отримуємо систему алге-
браїчних рiвнянь

ρ0ωv̂ = kp̂− B0

4π
k‖B̂ +

B0

4π
kB̂‖, (8.8)

ωB̂ = B0(k · v̂⊥)−B0k‖v̂⊥, (8.9)

ωp̂ = γp0k · v̂. (8.10)

Тепер виберiмо систему координат так, щоб рiвноважне магнiтне поле
було напрямленим уздовж осi z: B0 = B0ez, де ez — одиничний вектор
у напрямку z. Пiсля цього ми завжди можемо так повернути осi x та y,
що ky = 0. Тодi kz = k‖, kx = k⊥. Розписуємо рiвняння (8.8)–(8.10) по
компонентах.

ρ0ωv̂x = k⊥p̂−
B0

4π
k‖B̂x +

B0

4π
k⊥B̂‖, (8.11)

ρ0ωv̂y = −B0

4π
k‖B̂y, (8.12)

ρ0ωv̂‖ = k‖p̂, (8.13)

ωB̂x = −B0k‖v̂x, (8.14)

ωB̂y = −B0k‖v̂y, (8.15)

ωB̂‖ = B0k⊥v̂x, (8.16)

ωp̂ = γp0(k‖v̂‖ + k⊥v̂x). (8.17)
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Система рiвнянь (8.11)–(8.17) є задачею на власнi значення для матрицi
розмiрнiстю 7 × 7. Власнi значення ω є частотами МГД-хвиль у плазмi,
а вiдповiднi власнi вектори показують поляризацiю цих хвиль. Залиша-
ється лише розв’язати цю алґебраїчну задачу, яка спрощується завдяки
тому, що рiвняння (8.12) та (8.15) є вiдчепленими вiд решти. Отже, на-
ша матриця розпадається на двi незв’язаних мiж собою пiдматрицi, i ми
можемо отримати повний набiр власних розв’язкiв, розглянувши кожну
пiдматрицю окремо.

8.2 Альфвеновi хвилi
Спочатку розгляньмо рiвняння (8.12) та (8.15), поклавши нулю змiннi,
що не входять у цi рiвняння: v̂x = v̂‖ = B̂x = B̂‖ = p̂ = 0. Виключивши з
цих рiвнянь B̂y, ми отримуємо

(ω2 − k2‖v2A)v̂y = 0, (8.18)

де vA = B0/(4πρ0)
1/2 зветься альфвеновою швидкiстю. Звiдси умовою

iснування нетривiальних (тобто ненульових) розв’язкiв (дисперсiйним
рiвнянням хвиль) є

ω = ±k‖vA. (8.19)

Щойно знайденi хвилi звуться альфвеновими хвилями. Цi хвилi є нести-
сними (k · v̂ = 0) поперечними хвилями, в яких плазма рухається попе-
рек магнiтного поля та хвильового вектора. При цьому B̃‖ = B̃z = 0. Це
означає, що хвиля збурює напрямок, але не величину магнiтного поля.
Справдi, вiдкидаючи квадратичнi за збуренням доданки, представляємо
збурення модуля B таким чином:

B̃ = |B0 + B̃| −B0 ≈
√
B2

0 + 2B0 · B̃ −B0 = B0(
√

1 + 2B̃‖/B0 − 1) ≈ B̃‖.

(8.20)
Характер збурення магнiтного поля легко уявити, якщо взяти до уваги
вмерзлiсть силових лiнiй: силовi лiнiї нагадують пружнi струни, по яких
синхронно бiжать хвилi (див. Рис. 8.1). Як обговорювалося в роздiлi 3,
силовi лiнiї дiйсно мають «пружнiсть», яка здатна викликати коливаль-
ний рух: викривлення силових лiнiй (завдяки закону Ампера) означає
струм, який намагається повернути силову лiнiю на мiсце.

Групова швидкiсть альфвенових хвиль дорiвнює

vg =
∂ω

∂k
=

∂

∂k
[±(b · k)vA] = ±vAb. (8.21)
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Отже, альфвеновi хвилi поширюються лише вздовж магнiтного поля, i
швидкiсть їх поширення дорiвнює vA.

Альфвеновi хвилi часто спостерiгаються в астрофiзичнiй та лабора-
торнiй плазмi i навiть у мантiї Землi.

8.3 Магнiтозвуковi хвилi
Тепер розгляньмо п’ять рiвнянь (8.11), (8.13), (8.14), (8.16) та (8.17), по-
клавши v̂y = B̂y = 0.

Перш за все, можна побачити, що ця система рiвнянь є виродженою:
якщо домножити рiвняння (8.14) на k⊥, а рiвняння (8.16) — на k‖ i скла-
сти, отримуємо:

ωk · B̂ ≡ ω(k‖B̂‖ + k⊥B̂x) = 0. (8.22)

Отже, якщо ω 6= 0, диверґенцiя магнiтного поля хвилi дорiвнює нулю
(як i має бути). Проте можна також покласти ω = 0. Пiдставивши це
значення в решту рiвнянь, знаходимо формальний власний розв’язок,
що описує стацiонарне збурення магнiтного поля B̃, для якого ∇·B̃ 6= 0.
Оскiльки цей розв’язок є нефiзичним, ми його вiдкидаємо.

Щоб знайти решту розв’язкiв, знаходимо B̂x, B̂‖ та p̂ з рiвнянь вiд-
повiдно (8.14), (8.16) та (8.17) i пiдставляємо в рiвняння (8.11) та (8.13).
Ми отримуємо:

(ω2 − k2v2A − k2⊥c2s)v̂x − k⊥k‖c2sv̂‖ = 0, (8.23)

(ω2 − k2‖c2s)v̂‖ − k⊥k‖c2sv̂x = 0, (8.24)

cs = (γp0/ρ0)
1/2 = [γ(Te + Ti)/Mi]

1/2 —швидкiсть звуку, порахована так,
якби плазма була звичайним iдеальним газом. Умова iснування нетривi-
ального розв’язку системи рiвнянь (8.23), (8.24) дає дисперсiйне рiвняння

ω4 − k2(v2A + c2s)ω
2 + k4v2Ac

2
s cos2 θ = 0, (8.25)

де θ = arccos(k‖/k) —кут мiж k та B0. Це рiвняння має два коренi:

ω2
1 =

k2

2

{
v2A + c2s +

[
(v2A + c2s)

2 − 4v2Ac
2
s cos2 θ

]1/2}
, (8.26)

ω2
2 =

k2

2

{
v2A + c2s −

[
(v2A + c2s)

2 − 4v2Ac
2
s cos2 θ

]1/2}
. (8.27)

Хвиля, якiй вiдповiдає дисперсiя (8.26), зветься швидкою магнiтозвуко-
вою хвилею (ШМХ), а хвиля, якiй вiдповiдає дисперсiя (8.27) — повiль-
ною магнiтозвуковою хвилею (ПМХ). Вектори v̂ цих коливань лежать
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Рис. 8.1: Ескiз рухiв плазми в МГД-хвилях для випадку cs � vA. Тон-
кi лiнiї — силовi лiнiї магнiтного поля; стрiлки— напрямок руху плазми.
(а) Альфвенова хвиля; плазма коливається без стиснення. (б) ШМХ;
вiдбувається поперечне стиснення зi змiною тиску магнiтного поля.
(в) ПМХ; плазма коливається вздовж магнiтного поля, майже не збу-
рюючи останнє.

у площинi векторiв k та B0; у загальному випадку цi хвилi не можна
назвати анi суто поздовжнiми, анi суто поперечними.

У випадку малого магнiтного поля, cs � vA, ШМХ зводиться до зви-
чайної звукової хвилi з дисперсiєю ω2 ≈ k2c2s. Дисперсiя ПМХ у цьому
випадку зводиться до ω2 ≈ k2‖v

2
A.

У протилежному випадку малого тиску плазми (cs � vA) дисперсiя
ШМХ набуває вигляду ω2

1 ≈ k2v2A, а дисперсiя ПМХ— ω2
2 ≈ k2‖c

2
s. У цьому

останньому випадку ШМХ нагадує звукову хвилю в якiй роль пружного
середовища, зi збуренням тиску якого пов’язана потенцiальна енергiя
хвилi, вiдiграє магнiтне поле. Тому вона обов’язково супроводжується
поперечними стисними рухами плазми, якi зближують та вiддаляють
мiж собою силовi лiнiї. Групова швидкiсть ШМХ дорiвнює

vg =
∂ω1

∂k
= ±k

k
vA. (8.28)

Отже, ШМХ може поширюватися в довiльному напрямку. У ПМХ в
випадку малого тиску переважають поздовжнi рухи плазми. Її групо-
ва швидкiсть дорiвнює

vg =
∂ω

∂k
= ±csb. (8.29)

Дещо спрощуючи, можна сказати, що ПМХ нагадує звук, який бiжить
виключно вздовж поля, майже не ворушить силовi лiнiї i тому мало збу-
рює тиск магнiтного поля (саме тому його швидкiсть i визначається пру-
жнiстю плазми, яка є слабшою за пружнiсть поля). Ескiз рухiв плазми
в МГД-хвилях наведено на Рис. 8.1.

Варто зауважити, що крiм термiнологiї, вжитої тут, досить ча-
сто вживаються й альтернативнi (особливо, в англомовнiй лiтературi).
Дослiвними англiйськими еквiвалентами термiнiв «альфвенова хвиля»,
«ШМХ» та «ПМХ» є «Alfvén wave», «fast magnetoacoustic (magnetosonic)
wave» та «slow magnetoacoustic (magnetosonic) wave». Проте досить часто
ПМХ звуть просто звуковою хвилею («sound wave»), ШМХ звуть «сти-
сною альфвеновою хвилею» («compressional Alfvén wave»), а альфвенову
хвилю тодi звуть «зсувною альфвеновою хвилею» («shear Alfvén wave»).
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Часто також ШМХ та ПМХ звуть просто повiльною та швидкою хвиля-
ми.

Магнiтна гiдродинамiка, розглянута тут (одноплинна або однорiдин-
на гiдродинамiка), незважаючи на свою простоту, передбачила iснування
хвиль, якi дiйсно спостерiгаються в природi, i в багатьох випадках це на-
ближення є цiлком достатнiм для їх описання. Проте багато типiв хвиль
i багато iнших явищ не описуються в одноплиннiй МГД. Наприклад, ми
не побачили тут ленґмюровi хвилi, про iснування яких ми знаємо. Що
стосується ленґмюрових хвиль, рiч у тiм, що ми приписали iнерцiю пла-
змi в цiлому, викинувши з розгляду iнерцiю електронiв. Ми отримаємо
ленґмюровi коливання в наступному роздiлi, коли розглянемо так зва-
ну двоплинну магнiтну гiдродинамiку, в якiй йони та електрони є двома
самостiйними плинами, кожен зi своїм законом руху.

Iншим прикладом того, що МГД-опис може не все, є те, що ПМХ,
яку передбачає МГД-модель, насправдi не iснує (не може поширювати-
ся), якщо температури йонiв та електронiв є рiвними. Рiч у тiм, що в
цьому випадку фазова швидкiсть хвилi є близькою до теплової швид-
костi йонiв. Тому хвиля миттєво втрачає енергiю, резонансним чином
вiддаючи її йонам, що рухається з нею в фазi. Такi ефекти лежать поза
межами можливостей МГД-пiдходу; вони вивчаються при описi плазми
кiнетичними моделями. Крiм того, одноплинна МГД не дає змоги пра-
вильно знайти швидкiсть ПМХ, як ми побачимо в наступному роздiлi.
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Роздiл 9

Хвилi в двоплинiй гiдродинамiцi

Розгляньмо тепер, що нового дає двоплинна гiдродинамiчна модель по-
рiвняно з одноплинною.

9.1 Рiвняння двоплинної гiдродинамiки
Рiвняння двоплинної гiдродинамiки вiдрiзняються лише тим, що ми за-
писуємо рiвняння руху для йонного та електронного плинiв окремо:

Mini

[
∂vi
∂t

+ (vi · ∇)vi

]
= −∇pi + einiE +

ei
c
nivi ×B +Rei, (9.1)

Mene

[
∂ve
∂t

+ (ve · ∇)ve

]
= −∇pe + eeneE +

ee
c
neve ×B −Rei, (9.2)

де Rei — сила тертя мiж електронами та йонами. При цьому ми вважає-
мо, що в плазмi, по-перше, є йони лише одного сорту i, по-друге, немає
iнших частинок, крiм електронiв та йонiв (наприклад, нейтральних ато-
мiв).

Як i ранiше, рiвняння руху доповнюються рiвняннями Максвелла,

∇×E = −1

c

∂B

∂t
, ∇ ·E = 4πρ, (9.3)

∇×B =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
j, ∇ ·B = 0, (9.4)

у яких густина заряду ρ та густина струму j виражаються як

ρ = eene + eini, j = eeneve + einivi. (9.5)
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Щоб замкнути рiвняння, залишилося описати еволюцiю густин та ти-
скiв плинiв. Густина кожного з плинiв описується рiвнянням неперерв-
ностi:

∂ni
∂t

+∇ · (nivi) = 0,
∂ne
∂t

+∇ · (neve) = 0. (9.6)

Що ж до тиску, ми будемо описувати збурення тиску в лiнеаризованих
рiвняннях (а iнших ми тут не будемо розглядати) рiвнянням

∇p̃e,i = γe,iTe,i∇ñe,i, (9.7)

де коефiцiєнт γ буде залежати вiд сорту частинок та параметрiв хвилi.
Зокрема, вiн дорiвнюватиме одиницi, якщо є пiдстави вважати, що плин
є iзотермiчним (хвиля не впливає на його температуру). Якщо можна
вважати, що для певного плину теплообмiном у хвилi можна знехтувати
i, отже, його стан описується законом адiабати, то

γ =
N + 2

N
, (9.8)

де N —кiлькiсть ступенiв вiльностi, яка братиметься з фiзичних мiрку-
вань у залежностi вiд типу хвилi та частинок.1

Тепер домовмося про кiлька припущень, якi ми робитимемо в цiлому
цьому роздiлi. Ми будемо задля спрощення вважати, що йони є одноза-
рядними, так що ei = e, ee = −e. Крiм того, ми знехтуємо тертям мiж
електронами та йонами, тобто, ефектами скiнченної провiдностi. Далi,
ми розглядатимемо лише однорiдну плазму, що дасть нам пiдстави при-
пускати, що в рiвноважному станi швидкостi плинiв дорiвнюють нулю
(див. роздiл 7). I нарештi, ми будемо шукати розв’язки у виглядi плоскої
хвилi (8.7).

9.2 Ленґмюровi хвилi в гiдродинамiчному на-
ближеннi

Перш за все, отримаймо ще раз дисперсiю ленґмюрових коливань (якi
ми розглядали в роздiлi 1) без нехтування тепловим рухом електронiв.
Для цього ми розглянемо плазму без магнiтного поля i припустимо, що
коливання є настiльки високочастотними, що йони можна вважати не-
рухомими. Ми припустимо також, що хвиля є потенцiальною; пiд цим

1Це дозволить нам урахувати те, що обмiн енергiєю мiж ступенями вiльностi у
хвилi не встигає проходити, не звертаючись до складних гiдродинамiчних моделей з
анiзотропним тиском.
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розумiють те, що вона не збуджує магнiтне поле i для опису електрома-
гнiтного поля вистачає скалярного потенцiалу. Тодi рiвняння (9.3)–(9.4)
зводяться до

E = −∇Φ, ∇2Φ = 4πe(ne − ni). (9.9)

Попереднiй розгляд у роздiлi 1 свiдчить, що частинки рухаються в хвилi
лише в одному напрямку— в напрямку її електричного поля. Тому ми
покладаємо N = 1 у рiвняннi (9.8). Далi ми спрямовуємо координатну
вiсь x у напрямку k (який збiгається з напрямком електричного поля).
Тодi вiдповiдна проєкцiя рiвняння (9.2) набуває пiсля лiнеаризацiї ви-
гляду

ωMen0ṽex = 3kTeñe − en0kΦ (9.10)

(тут ми опустили тiльди над швидкiстю та потенцiалом). Насправдi, на-
писавши рiвняння руху в такому виглядi, ми зробили ще одне припуще-
ння: ми припустили, що довжина хвиль є достатньо великою:

ω � kvTe, (9.11)

де vTe = (2Te/Me)
1/2 — теплова швидкiсть електронiв, так що темпера-

тура електронiв у рiзних фазах хвилi не встигає вирiвнюватись. Саме
це дає нам право користуватись одновимiрним законом адiабати (9.7) з
γe = 3.

Рiвняння (9.6) та (9.9) пiсля лiнеаризацiї дають нам

ωñe = kn0ṽex, (9.12)

k2Φ = −4πeñe. (9.13)

Виключаючи з рiвнянь (9.10), (9.12) та (9.13) змiннi по черзi, отримуємо
дисперсiю ленґмюрових хвиль:

ω2 = ω2
pe + k2c2se = ω2

pe +
3

2
k2v2Te = ω2

pe(1 + 3k2ρ2De), (9.14)

де

ωpe =

(
4πe2n0

Me

)1/2

(9.15)

— електронна плазмова (або просто плазмова) частота (див. роздiл 1),
ρDe = T

1/2
e /(4πe2n0)

1/2 —радiус дебаєвого екранування електронами, cse =
(3Te/Me)

1/2.
Рiвняння (9.14) вiдрiзняється вiд виразу, знайденого в роздiлi 1, дру-

гим доданком, який описує вплив теплового руху електронiв. Характер-
ний звуковий вигляд цього доданку (очевидний у першому варiантi пра-
вої частини (9.14)) показує, що його джерелом є змiна тиску електронно-
го плину. Якщо згадати нерiвнiсть (9.11), яка є умовою чинностi закону
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адiабати електронiв, покладеного в основу нашого аналiзу, то стає оче-
видним, що звуковий доданок у дисперсiї ленґмюрових хвиль є завжди
малим.2 Проте його наявнiсть є важливою, бо вiн визначає дисперсiйнi
властивостi хвилi — величину її групової швидкостi. Справдi, за вiдсу-
тностi цього доданку частота ленґмюрових хвиль узагалi не залежала б
вiд k, тому групова швидкiсть дорiвнювала б нулю. Це означало б, що
коливання взагалi не поширюються — не передають енергiю та iнформа-
цiю— i тому, строго кажучи, не є хвилями (тому при розглядi наближен-
ня холодної плазми зазвичай вживають термiн «ленґмюровi коливання»,
а не «ленґмюровi хвилi»). Лише тепловий рух електронiв сполучає мiж
собою коливання, що виникають при вiдхиленнi електронiв у рiзних то-
чках, i перетворює їх на справжнi хвилi.

Подивiмося, наскiльки великими є фазова та групова швидкостi ле-
нґмюрової хвилi. Фазова швидкiсть дорiвнює

vph =
ω

k
≈ ωpe

k
(9.16)

i, отже, може бути дуже великою при малому k i навiть може перевищу-
вати швидкiсть свiтла.3 У той же час, групова швидкiсть дорiвнює

vgr =
∂ω

∂k
= 3kρ2Deωpe = 3

√
2kρDevT (9.17)

i поступається швидкостi теплового руху, коли kρDe � 1 (тобто коли
хвиля добре поширюється).4

9.3 Йонно-звуковi хвилi
Тепер розгляньмо повiльними поздовжнi хвилi в iзотропнiй плазмi (тоб-
то в плазмi без магнiтного поля). Ми будемо вважати (принаймнi споча-
тку), що цi хвилi є не тiльки повiльними, а й великомасштабними, тобто

2Як ми дiзнаємось у роздiлi 14, випадок ω & kvTe, у якому рiвняння руху еле-
ктронiв треба було б записувати iнакше, є все одно не дуже цiкавим, бо тодi хвиля
швидко поглинається i не може поширюватись.

3Нагадаю, що фазова швидкiсть хвилi може бути як завгодно великою i навiть
перевищувати швiдкiсть свiтла в вакуумi c. Рух форми хвилi, подiбно до руху соня-
чного зайчика по стiнi, не є справжнiм фiзичним рухом у тому сенсi, що вiн не створює
причинно-наслiдковi зв’язки i не може передавати анi iнформацiю, анi енергiю. Нато-
мiсть групова швидкiсть, як вiдомо, є швидкiстю передачi енергiї та iнформацiї; вона
не може перевищувати c.

4Ситуацiя, коли фазова та групова швидкостi хвилi є вiдмiнними, не є чимось
незвичайним. Якщо ви поспостерiгаєте за хвильовими пакетами, що утворюються на
поверхнi води вiд кинутого камiнця, ви побачите, що групова швидкiсть гравiтацiйно-
капiлярних хвиль сильно поступається фазовiй.
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що частота цих хвиль є набагато меншою за ωpe, а довжина— набагато
бiльшою за ρDe. У такому разi при аналiзi хвиль є корисним так зва-
не «плазмове наближення». Воно полягає в тому, що припускається, що
коливання майже не порушують нейтральнiсть плазми:

ñe ≈ ñi = ñ. (9.18)

Таким чином, у нас стає на одну змiнну менше. Тодi нам треба вилучи-
ти одне з рiвнянь нашої системи, i цим рiвнянням є рiвняння Пуассона
(9.9). Дiйсно, права частина цього стає нехтовно малою; у ситуацiї, коли
в рiвняннях зроблено якiсь наближення, є велика ймовiрнiсть того, що
воно визначає електричнi поля неадекватно. Замiсть цього, електричнi
поля в такiй фiзичнiй ситуацiї визначаються з балансом рiвнянь руху рi-
зних сортiв частинок. По сутi, плазмове наближення є проявом принципу
квазiнейтральностi плазми при аналiзi хвиль.

Ми вважатимемо, що коливання задовольняють умовi

kvT i � ω � kvTe. (9.19)

Iншими словами, вони є достатньо повiльними для того, щоб теплообмiн
не давав хвилi збурювати температуру електронiв, але достатньо швид-
кими для того, щоб температура йонiв коливалася за законом адiабати.
Ми врахуємо це, поклавши в рiвняннi (9.7) для йонiв γi = 3 (вiдповiдно
до рiвняння (9.8) з N = 1), а в рiвняннi (9.7) для електронiв — γe = 1 (що
й вiдповiдає iзотермiчностi). Тодi, знову випускаючи тiльди над швид-
костями та потенцiалом, ми записуємо рiвняння руху йонiв (9.1) таким
чином:

ωMin0vix = en0kΦ + γiTikñi (9.20)

(ми знову орiєнтували вiсь x уздовж k). У рiвняннi руху електронiв (9.2)
ми нехтуємо iнерцiєю (правильнiсть цього припущення можна буде пе-
ревiрити a posteriori) i отримуємо рiвняння

ñe =
en0

Te
Φ, (9.21)

яке є, по сутi, лiнеаризованою формою закону Больцмана ñe = n0 exp(eΦ/Te).
Додавши до цих двох рiвнянь рiвняння неперервностi йонiв

ωñi = kn0vix (9.22)

та квазiнейтральностi (9.18) i послiдовно виключивши змiннi, ми отри-
муємо закон дисперсiї хвиль, якi звуться йонно-звуковими:

ω2 = k2
Te + γiTi

Mi

≡ k2c2s, (9.23)
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де

c2s =
Te + γiTi

Mi

, (9.24)

— швидкiсть йонного звуку (звернiть увагу на вiдмiннiсть вiд швидкости
звуку, знайденої в одноплиннiй МГД).

Легко зрозумiти, що йонно-звуковi хвилi є по сутi те саме, що одна з
гiлок магнiтозвукових хвиль, якi ми вивчали в роздiлi 8 в одноплиннiй гi-
дродинамiчнiй моделi (повiльнi магнiтозвуковi хвилi у випадку сильного
магнiтного поля, B2

0 � 8πp0, i швидкi — у випадку слабкого, B2
0 � 8πp0).

Оскiльки тут ми обмежуємося розглядом плазми без магнiтного поля,
аналогiя з випадком слабкого магнiтного поля є повнiшою (поширення
в напрямку k, а не магнiтного поля). Проте аналогiя не є повною, i дво-
плинна модель є точнiшою. По-перше, вона дозволяє, знайти правильнi
значення показника адiабати та швидкостi звуку. По-друге, стає зрозумi-
лою роль направленого вдовж k електричного поля хвилi, яке узгоджує
коливання електронiв та йонiв (в одноплиннiй моделi воно випадало з
розгляду). Завдяки цьому, iнерцiю та кiнетичну енергiю хвилi забезпе-
чують йони, тодi як тиск та потенцiальну енергiю зазвичай забезпечують
електрони: йонний звук чудово iснує, навiть якщо Ti = 0. Ситуацiя, коли
носiєм потенцiальної енергiї є переважно електронний плин, є типовою.
Якщо уважно розглянути дисперсiйне рiвняння (9.23), можна побачити,
що наше виведення є чинним лише у випадку Ti � Te. Дiйсно, коли
Ti & Te, перша з нерiвностей (9.19) порушується, бо ω ∼ kvT i, тому ми
не маємо права покладати γi = 3. Щоб коректно отримати дисперсiю
йонного звуку в цьому випадку, треба застосовувати кiнетичний пiдхiд,
з яким познайомимось у роздiлi 14. Проте насправдi цей випадок є не ду-
же цiкавим, оскiльки йонний звук не може поширюватись через сильне
гамування Ландау (про яке ми дiзнаємось у тому ж роздiлi) на йонах.

А тепер використаймо цю вiдносно просту задачу для того, щоб з’ясувати
роль плазмового наближення. Для цього розгляньмо знову рiвняння (9.20)–
(9.22), але замiсть рiвняння квазiнейтральностi вiзьмiмо лiнеаризоване
рiвняння Пуасона (9.9):

k2Φ = 4πe(ñi − ñe). (9.25)

Виключивши потенцiал з рiвняння (9.25) за допомогою (9.21), ми отри-
муємо рiвняння

ñi = (1 + k2ρ2De)ñe, (9.26)

яке дозволяє наочно побачити, що похибка плазмового наближення має
порядок k2ρ2De. Продовживши виключення змiнних, ми приходимо до
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Рис. 9.1: Дисперсiя поздовжнiх хвиль у iзотропнiй плазмi.

уточненого дисперсiйного рiвняння:

ω2 = k2
(
Te
Mi

1

1 + k2ρ2De
+
γiTi
Mi

)
. (9.27)

У граничному випадку великого k це рiвняння набуває вигляду

ω2 = ω2
pi ≡

4πe2n0

Mi

. (9.28)

Величина ωpi зветься йонною плазмовою частотою. Як бачимо, при ве-
ликих k йонний звук перестає поширювати енергiю: ∂ω/∂k ≈ 0.

Рис. 9.1 пiдсумовує результати останнiх двох пiдроздiлiв, показуючи
дисперсiю поздовжнiх хвиль у iзотропнiй плазмi.

9.4 Поперечнi хвилi в плазмi без магнiтного
поля

Тепер розгляньмо поперечнi хвилi в iзотропнiй плазмi. Цi хвилi є еле-
ктромагнiтними—ми не маємо пiдстав iґнорувати магнiтне поле хвилi.

Отже, записуємо лiнеаризованi рiвняння Максвелла:

k × Ẽ =
ω

c
B̃, k × B̃ = −ω

c
Ẽ − i4π

c
j̃. (9.29)

Якщо нас цiкавлять лише поперечнi (до k) компоненти, то цi два рiвня-
ння можна об’єднати в таке:

k2Ẽ =
ω2

c2
Ẽ + i

4πω

c
j̃. (9.30)

Припустiмо, що частота хвилi є високою i ми можемо вважати йони неру-
хомими (як ми побачимо, частота хвиль, якi ми розглядаємо, перевищує
електронну плазмову, тому це припущення справджується). Тодi струм
визначається рухом електронiв. Щоб описати останнiй, ми лiнеаризуємо
рiвняння (9.2), маючи на увазi, що ve0 = E0 = B0 = 0:

iωMene0ṽe = ∇p̃e + ene0Ẽ. (9.31)

При цьому, оскiльки збуренi величини в iзотропнiй плазмi не змiнюються
поперек k, перший доданок правої частини не дає внеску в поперечну
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компоненту цього рiвняння. Комбiнуючи поперечнi компонети останнiх
двох рiвнянь з урахуванням (9.5), отримуємо дисперсiйне рiвняння по-
перечних хвиль в iзотропнiй плазмi:

ω2 = ω2
pe + k2c2. (9.32)

Отже, при k → 0 частота цих хвиль прямує до ωpe. Тому виникає
природне запитання: чи не переотримали ми знову плазмовi коливання?
Вiдповiдь на нього є заперечною. По-перше, властивостi цих двох типiв
хвиль є дуже рiзними (хоча б тому, що однi є поздовжнiми, а другi — по-
перечними). По-друге, рiзною є поведiнка хвиль при великих k. Фазова
швидкiсть плазмових коливань при великих k прямує до cse, а фазова
швидкiсть поперечних хвиль — до швидкостi свiтла у вакуумi. При цьому
електронний струм поперечної хвилi поступово зникає, i вона перетворю-
ється на звичайну електромагнiтну хвилю, знайому вам з курсу загальної
фiзики (зазвичай, на радiохвилю, оскiльки ωpe лежить у радiодiапазонi
у типовiй космiчнiй або лабораторнiй плазмi).

Тепер звернiмо увагу на те, що з рiвняння (9.32) випливає, що часто-
та поперечних хвиль у жодному разi не може бути нижчою за ωpe. З цим
пов’язано iснування явища, яке зветься вiдсiчкою. Хай електромагнiтна
хвиля поширюється в плазмi, густина якої змiнюється в просторi (ска-
жiмо, збiльшується з x). Тодi зi збiльшенням густини i, отже, величини
ωpe значення k2 буде падати i може досягти нуля в певнiй точцi x = x∗,
яка зветься точкою вiдсiчки або повороту. За цiєю точкою хвиля не може
поширюватись, оскiльки k там є уявною величиною. По сутi, уявнiсть k
означає, що хвиля за точкою повороту експоненцiйно слабшає; хвилi з
уявним k звуть еванесцентними (тобто зникними).

Спробуймо оцiнити глибину проникнення еванесцентної хвилi за то-
чку повороту, не вдаючись до розв’язання диференцiйних рiвнянь. Хара-
ктерне значення |k| за порядком величини має бути оберненою величи-
ною до глибини проникнення d (за яку можна, як завжди, взяти глибину,
на якiй хвиля слабшає в разiв). З iншого боку, розумно взяти значення
|k| на глибинi проникнення за характерне. Ми приходимо до рiвняння

d−2 ∼
ω2
pe − ω2

c2

∣∣∣∣
x=x∗+d

≈ 2ωpe
c2

ω′ped, (9.33)

де «прим» позначає похiдну за x, звiдки

d ∼
(

c2

ωpeω′pe

)1/3

. (9.34)
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Iснування частоти вiдсiчки дає один з найнадiйнiших методiв вимiрю-
вання концентрацiї вiльних електронiв у плазмi. Справдi, ця концентра-
цiя є єдиною невiдомою величиною у виразi (9.15) для ωpe, а виведення
дисперсiї хвиль у цьому роздiлi є дуже простим, включаючи лише аналiз
динамiки електронного плину.

9.5 Верхньогiбриднi хвилi
Тепер перейдiмо до розгляду хвиль у плазмi з магнiтним полем. Вияв-
ляється, що двоплинне наближення дозволяє знайти новi (порiвняно з
одноплинним) гiлки таких хвиль, як з високими, так i низькими часто-
тами. Тут ми зосередимося на поздовжнiх високочастотних хвилях (на
так званих нижньогiбридних та верхньогiбридних).

Перш за все, уточнiмо термiнологiю. Нагадаю, що поздовжнiми звуть
хвилi, електричне поле яких є направленим уздовж k; якщо воно є орто-
гональним до k, хвилi звуть поперечними. Паралельними та перепенди-
кулярними ми будемо називати хвилi, що мають вектор k, направлений
вiдповiдно паралельно та перпендикулярно до рiвноважного магнiтно-
го поля B0. Взагалi кажучи, хвилi не обов’язково поширюються строго
паралельно або перепендикулярно до магнiтного поля— це лише зручнi
граничнi випадки. Те саме стосується й властивостi хвиль бути поздов-
жнiми чи поперечними. Далi, якщо хвиля не збурює магнiтне поле то
її звуть електростатичною або потенцiальною (бо в цьому випадку ве-
кторний потенцiал її поля можна покласти рiвним нулю— доведiть це),
iнакше її звуть електромагнiтною. Поздовжня хвиля завжди є електро-
статичною, оскiльки в нiй k × Ẽ = 0.

Розгляньмо тепер швидкi поздовжнi електроннi коливання у плазмi
з магнiтним полем. Кажучи, що коливання швидкi, я маю на увазi, що
вони є достатньо швидкими, щоб йони можна було вважати нерухомими
(так само, як i при плазмових коливаннях). Для простоти розгляньмо
цi коливання в холоднiй плазмi (тобто ми будемо нехтувати тепловим
рухом електронiв). Як i ранiше, ми будемо вважати рiвноважнi величини
однорiдними, причому v0 = E0 = 0.

Вiзьмiмо для початку випадок, коли хвиля поширюється строго пер-
пендикулярно до магнiтного поля, i розташуймо вiсь z уздовж магнiтного
поля, а вiсь x— уздовж k.

Спочатку треба знайти вiдгук електронiв на поле хвилi. Як ми щойно
зазначили, у поздовжнiй хвилi B̃ = 0. Тодi лiнеаризоване рiвняння руху
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Рис. 9.2: Дисперсiя Трайвелпiса-Ґоулда.

електронiв можна записати як

−iωMeṽe = e

(
ikΦ̃− 1

c
ṽe ×B0

)
, (9.35)

його z-проекцiя вiдчiпляється вiд решти рiвнянь i може не розглядатися,
а його x- та y-проекцiї мають вигляд вiдповiдно

−iωMeṽex = iekΦ̃− e

c
ṽeyB0 та − iωMeṽey =

e

c
ṽexB0. (9.36)

Звiдси знаходимо вiдгук електронiв:

ṽex = − 1

1− ω2
Be/ω

2

ekΦ̃

Meω
. (9.37)

Ми бачимо, що вiн стає нескiнченним, коли частота хвилi резонує з ци-
клотронною частотою. Це зрозумiло, бо в цьому випадку електричне по-
ле знаходиться в резонансi зi швидкiстю кожної частинки в напрямку x
i необмежено її прискорює, а ми знищили доданки (ve · ∇)ve та ∇pe, якi
могли б привести до вiдмiнностей мiж рухом плину та рухом окремих
частинок.

Пiдставивши знайдений вiдгук (9.37) в рiвняння неперервностi (9.12)
та Пуасона (9.13), отримуємо дисперсiю хвилi, яка зветься верхньогiбри-
дною:

ω2 = ω2
h ≡ ω2

pe + ω2
Be. (9.38)

Ми бачимо, що в наближеннi холодної плазми частота цiєї хвилi не зале-
жить вiд k (подiбно до частоти ленґмюрових коливань) i дорiвнює ωh; ця
величина зветься верхньогiбридною частотою. Отже, в наближеннi холо-
дної плазми правильнiше буде говорити про верхньогiбриднi коливання,
а не про хвилю.

Розглянути випадок косого поширення пропонується самостiйно (За-
дача 22). Ви маєте отримати дисперсiю Трайвелпiса-Ґоулда:

ω2(ω2 − ω2
h) + ω2

Beω
2
pe cos2 θ = 0, (9.39)

де tg θ = kx/kz. Поведiнку коренiв цього рiвняння показано на Рис. 9.2.
Двi гiлки. Для верхньогiбридної гiлки групова швидкiсть уздовж магнi-
тного поля направлена проти фазової.
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9.6 Нижньогiбриднi хвилi
Тепер розгляньмо поширення поперек магнiтного поля поздовжнiх хвиль
у дещо нижчому дiапазонi частот, коли вже не можна нехтувати вiдгуком
йонiв. Тут ми також обмежимося випадком строго перпендикулярного
поширення хвилi у холоднiй плазмi.

Аналогiчно до виведення рiвняння для вiдгуку електронiв (9.37) не-
важко отримати рiвняння для вiдгуку йонiв:

ṽix =
1

1− ω2
Bi/ω

2

ekΦ̃

Miω
. (9.40)

Спочатку припустiмо, що густина плазми є достатньо великою для того,
щоб ми могли скористатись плазмовим наближенням. Послiдовно ви-
ключаючи змiннi з рiвнянь (9.18), (9.37), (9.40) i з рiвнянь неперервностi
(9.12) та (9.22), отримуємо дисперсiю так званих нижньогiбридних хвиль:

ω2 = ω2
l ≡ |ωBeωBi|. (9.41)

Частота ωl зветься нижньогiбридною.
Без плазмового наближення пропонується зробити самостiйно (Зада-

ча 23). Замiсть рiвняння (9.18) треба взяти рiвняння Пуасона (9.25). У
цьому випадку можна отримати дисперсiйне рiвняння

1

ω2
=

1

ω2
l

+
1

ω2
pi

. (9.42)

Ми бачимо, що плазмове наближення працює в достатньо густiй плазмi,
коли ωl � ωpi, тобто ωBe � ωpe.

На вiдмiну вiд верхньогiбридних, якi при появi ненульової компонен-
ти kz змiнюються поступово, нижньогiбриднi хвилi iснують лише при
майже строго перпендикулярному поширеннi (kz/k <

√
Me/Mi). Коли

неперпендикулярнiсть хвильового вектора до магнiтного поля стає силь-
нiшою, на електричне поле починає впливати швидке поширення еле-
ктронiв вздовж поля (стає чинним плазмове наближення). Це докорiнно
змiнює властивостi хвиля, яка зветься в цьому випадку електростати-
чною йонно-циклотронною (див. Чен).
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Роздiл 10

МГД-нестiйкостi

Матерiали цього роздiлу можна знайти в пiдручниках Вайта, Беллана
та Ситенка, хоча в трохи вiдмiнному виглядi.

Хвилi в рiвноважнiй плазмi має сенс вивчати лише в тому разi, коли
ця плазма є стiйкою. В iншому разi мале збурення не збудить хвилю в
плазмi, а зруйнує рiвновагу, що розглядається. У нескiнченнiй однорi-
днiй плазмi такого не може бути, бо немає вiльної енергiї для нестiйкостi
(по сутi, наш аналiз в роздiлi 8 це ще раз довiв: ми знайшли лише хвилi
з Im(ω) = 0, тобто зi сталою амплiтудою). Проте неоднорiдна плазма є
термодинамiчно нерiвноважною, тому iснує можливiсть того, що рiвно-
важний стан плазми є нестiйким.

10.1 Закон збереження енергiї; потенцiальна
енергiя

Дослiдiмо рiвняння (8.1), (8.3) та (8.2), цього разу не вважаючи, що про-
сторовi похiднi рiвноважних величин дорiвнюють нулю. При цьому ми
вводимо замiсть ṽ величину ξ(x) (змiщення плазми) рiвнянням ṽ = ξ̇,
де крапка над змiнною позначає ∂/∂t. Тодi рiвняння (8.1), (8.3) та (8.2)
набувають вигляду

ρ0ξ̈ = −∇p̃+
1

4π
(∇×B0)× B̃ +

1

4π
(∇× B̃)×B0, (10.1)

p̃ = pξ ≡ −ξ · ∇p0 − γp0∇ · ξ, (10.2)

B̃ = Bξ ≡ ∇× (ξ ×B0). (10.3)
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Отже, збурення магнiтного поля та тиску виразилися через змiщення
плазми.1 Виключивши з цих рiвнянь p̃ та B̃, ми отримуємо рiвняння

ρ0ξ̈ = F̂ξ, (10.4)

де оператор F̂ має вигляд

F̂ξ = ∇(ξ · ∇p0) + γ∇(p0∇ · ξ) +
1

c
j0 ×Bξ +

1

4π
(∇×Bξ)×B0. (10.5)

Спектр рiвняння (10.4) можна дослiджувати напряму— знаходити
власнi частоти, власнi функцiї, неперервнi спектри тощо, але аналiти-
чним шляхом це можливо зробити тiльки в деяких простих випадках.
Взагалi кажучи, це рiвняння є складним рiвнянням у частинних похi-
дних. Проте, на щастя, iснує простiший пiдхiд: використати енергетичнi
мiркування, тобто показати, що для системи, що розглядається, можна
визначити певнi потенцiальну та кiнетичну енергiї, сума яких зберiгає-
ться при русi. Тодi можна буде одразу сказати, що рiвноважнi стани, в
яких будь-яке мале збурення системи веде до збiльшення потенцiальної
енергiї, є стiйкими, а стани, поблизу яких можливе мале збурення, що
веде до збiльшення потенцiальної енергiї, є нестiйкими.

Отже, проiнтеґруймо рiвняння (10.4), помноживши його скалярно на
ξ̇, по об’єму, що його займає плазма:

1

2

d

dt

∫
V

d3x ρ0|ξ̇|2 =

∫
V

d3x ξ̇ · F̂ξ, (10.6)

Лiва частина цього рiвняння є змiною кiнетичної енергiї плазми. Виникає
спокуса припустити, що ми написали закон збереження енергiї, i в правiй
частинi стоїть змiна потенцiальної енергiї. Щоб мати право так сказати,
нам треба довести самоспряженiсть оператора F̂ , яка полягає в тому, що
для довiльних функцiй ξ(x) та η(x) має мiсце спiввiдношення

W (η, ξ) = W (ξ,η), (10.7)

де W — бiлiнiйна форма, що визначається рiвнянням

W (η, ξ) = −1

2

∫
V

d3x η · F̂ξ

=
1

2

∫
V

d3x

{
−η · ∇(ξ · ∇p0)− γη · ∇(p0∇ · ξ)− 1

c
η · (j0 ×Bξ)

− 1

4π
η · [(∇×Bξ)×B0]

}
. (10.8)

1Це не дивує, бо в iдеальнiй МГД i тиск, i магнiтне поле є «вмерзлими» в речовину.
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Тодi можна ввести потенцiальну енергiю як квадратичну форму

W [ξ] = W (ξ, ξ). (10.9)

При цьому

W (ξ̇, ξ) = W (ξ, ξ̇) =
1

2

d

dt
W [ξ], (10.10)

i тому рiвняння (10.6) дiйсно стає законом збереження енергiї:

1

2

d

dt

∫
V

d3x ρ0|ξ̇|2 +
d

dt
W [ξ] = 0. (10.11)

Доведення самоспряженостi F̂ ми проведемо трохи пiзнiше. Зараз же
приведiмо потенцiальну енергiю W до простiшого вигляду. Щоб мати
змогу використати цi перетворення при доведеннi самоспряженостi, ми
будемо оперувати не з квадратичною формою (10.9), а з бiлiнiйною фор-
мою (10.8), що не сильно ускладнить нашi обчислення. При цьому ми
обмежимося розглядом лише того найпростiшого випадку, коли збуре-
ння дорiвнюють нулю на границi плазми. У такому разi векторне iнте-
ґрування частинами за допомогою тотожностей (А.11)–(А.12) не веде до
появи iнтеґралiв по границi плазми. Рiвнiсть збурення нулю на границi є
можливою або в ситуацiї, коли плазму впритул оточує iдеально провiдна
стiнка (так можна з певною мiрою iдеалiзацiї описати вплив металевого
кожуха), або ж коли збурення є локалiзованим i не досягає границi (та-
кi збурення часто зустрiчаються). Аналiз енергетичного принципу для
складнiших граничних умов можна знайти в лiтературi (Беллан, Вайт
???).

Почнiмо манiпуляцiї з другого доданку в iнтеґралi (10.8). Виконую-
чи «векторне iнтеґрування частинами» за допомогою тотожностi (А.11),
маємо:

−
∫
V

d3x γη · ∇(p0∇ · ξ) =

∫
V

d3x γp0(∇ · η)(∇ · ξ) (10.12)

(нагадую, що ми вiдкидаємо iнтеґрали по границi плазми). Застосування
тотожностi (А.12) до останнього доданку в тому ж iнтеґралi дає

−
∫
V

d3x
1

4π
η · [(∇×Bξ)×B0] =

∫
V

d3x
1

4π
(η ×B0) · (∇×Bξ)

=

∫
V

d3x
1

4π
Bξ · ∇ × (η ×B0) =

∫
V

d3x
1

4π
Bξ ·Bη, (10.13)

де Bη визначається рiвнянням (10.3) з замiною ξ на η. Далi ми впев-
нюємося, що поздовжня компонента η не впливає на перший та третiй
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доданки виразу пiд iнтеґралом, узятi разом, i тому може бути в них вiд-
кинута:

B0 ·
[

1

c
j0 ×Bξ +∇(ξ · ∇p0)

]
= −∇p0 ·Bξ +B0 · ∇(ξ · ∇p0)

= −∇p0 · ∇ × (ξ ×B0) +B0 · ∇(ξ · ∇p0)
= ∇ · [∇p0 × (ξ ×B0) +B0(ξ · ∇p0)] = ∇ · [ξ(B0 · ∇p0)] = 0, (10.14)

де ми по черзi скористалися рiвнянням (3.1), тотожностями (А.4), (А.5) i
(А.1) та рiвнянням (3.10). Отже, ми можемо замiнити η на η⊥ одночасно
в першому та третьому доданках пiдiнтеґрального виразу.

Зiбравши всi виконанi обчислення докупи, фiксуємо промiжний ре-
зультат

W (η, ξ) =
1

2

∫
V

d3x

{
(∇ · η⊥)(ξ · ∇p0) + γp0(∇ · η)(∇ · ξ)

−1

c
η⊥ · (j0 ×Bξ) +

1

4π
Bη⊥ ·Bξ⊥ +

1

4π
Bη‖Bξ‖

}
, (10.15)

де перший доданок було проiнтеґровано частинами. З огляду на подаль-
шi дiї в двох останнiх доданках ми роздiлили внесок поздовжнiх та по-
перечних збурень магнiтного поля.

Тепер детальнiше розберiмося зi збуренням магнiтного поля. Засто-
сувавши до визначення Bξ тотожнiсть (А.6), маємо

Bξ = (B0 · ∇)ξ⊥ −B0(∇ · ξ⊥)− b(ξ⊥ · ∇)B0 −B0(ξ⊥ · ∇)b. (10.16)

Скалярно помноживши це рiвняння на b i використавши рiвняння (3.9)
та (4.20), отримуємо

Bξ‖ = −ξ⊥ · (B0 · ∇)b−B0∇ · ξ⊥ − (ξ⊥ · ∇)B0

=
4π

B0

ξ⊥ · ∇p0 −B0∇ · ξ⊥ − 2B0ξ⊥ · κ, (10.17)

де κ—кривина силових лiнiй незбуреного магнiтного поля. Комбiнуючи
останнi два рiвняння, маємо

Bξ⊥ = B0[∇‖ξ⊥ + (ξ⊥ · κ)b− (ξ⊥ · ∇)b]. (10.18)

Рiвноважний струм плазми у третьому доданку пiдiнтеґрального ви-
разу (10.15) доцiльно розбити на поздовжню та поперечну складовi: j0 =
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j0‖b+ j0⊥. Тодi ту частину третього доданку, що пов’язана з поперечним
струмом, можна переписати таким чином:

1

c
η⊥ · (j0⊥×Bξ) =

1

B2
0

[η⊥× (B0×∇p0)] ·Bξ =
1

B0

(η⊥ · ∇p0)Bξ‖, (10.19)

де ми скористались рiвнянням (3.16). Пiдставивши (10.17) та (10.19) у
рiвняння (10.15), приводимо W до вигляду

W (η, ξ) =
1

2

∫
V

d3x

{
1

4π
Bη⊥ ·Bξ⊥ + γp0(∇ · η)(∇ · ξ)

+
1

4π
B2

0(2κ · η⊥ +∇ · η⊥)(2κ · ξ⊥ +∇ · ξ⊥)

−2(η⊥ · κ)(ξ⊥ · ∇p0) +
1

c
j0‖(b× η⊥) ·Bξ

}
, (10.20)

де Bξ⊥ та Bη⊥ визначаються рiвнянням (10.18).

10.2 Самоспряженiсть оператора F̂

Довести самоспряженiсть оператора F̂ можна двома шляхами. Один з
них полягає в тому, щоб використати iнтеґрал енергiї для нелiнеаризо-
ваної МГД (останнiй наведено для допитливих в додатку В) i розвинути
його до другого порядку за збуренням. Саме таким шляхом це зроблено
в пiдручнику Вайта. Таким чином доводиться не лише самоспряженiсть
оператора F̂ , а й те, що δW є наближенням вiдповiдного (другого) по-
рядку по амплiтудi збурення для потенцiальної енергiї нелiнеаризованої
МГД. Другий шлях, яким пiшов Кадомцев, є формальнiшим i полягає
в доведеннi самоспряженостi оператора F̂ суто математичними перетво-
реннями з використанням зв’язкiв мiж незбуреними величинами, якi ви-
пливають з рiвняння рiвноваги. Обидва шляхи є потребують досить гро-
мiздких обчислень (викладення в пiдручнику Вайта може здатися про-
стим, але ретельно вiдтворити тотожностi, якi там використовуються,
i знайти їх другу варiацiю насправдi непросто). Тут я обрав другий,
формальнiший шлях, оскiльки, на мiй смак, при манiпуляцiях з лiнiйни-
ми операторами важче помилитися, нiж при знаходженнi другої варiацiї
функцiонала.

Отже нашею метою є довести, що рiзниця W (η, ξ)−W (ξ,η) завжди
дорiвнює нулю. Якщо подивитись на рiвняння (10.20), видно, що першi
три доданки пiд iнтеґралом не змiнюються, якщо помiняти мiсцями ξ та
η. Залишається розiбратися з четвертим та п’ятим доданками.
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Знайдiмо внесок п’ятого доданку в згадану рiзницю.

D5 =
1

c

j0‖
B0

(ξ⊥ ×B0) · [∇× (η⊥ ×B0)]−
1

c

j0‖
B0

(η⊥ ×B0) · [∇× (ξ⊥ ×B0)]

=
1

c
∇ ·
[
j0‖
B0

(η⊥ ×B0)× (ξ⊥ ×B0)

]
− B2

0

c
∇
j0‖
B0

· [(η⊥ × b)× (ξ⊥ × b)] .

(10.21)

Перший доданок правої частини є диверґенцiєю i пiсля пiдстановки в
рiвняння (10.20) перетвориться на iнтеґрал по границi плазми. Як ми
домовилися вище, ми вважаємо, що збурення дорiвнює нулю на границi
плазми i ми можемо iґнорувати такi доданки; так чи iнакше, ми вже iґно-
рували їх при отриманнi рiвняння (10.20) i мусимо бути послiдовними.
Залишається спростити другий доданок. Тотожнiсть (А.1) дає

(η⊥ × b)× (ξ⊥ × b) = b[b · (η⊥ × ξ⊥)]. (10.22)

При перетвореннi iншої частини цього доданку ми використовуємо рiв-
няння замикання рiвноважного струму

∇ · j0 = ∇ · j0⊥ +B0∇‖
(
j0‖
B0

)
= 0, (10.23)

яке прямо випливає з закону Ампера (2.2), щоб перейти вiд поздовжньо-
го струму до поперечного. Виразивши поперечний струм за допомогою
рiвняння (3.16), а ґрадiєнт B0 — за допомогою рiвняння (3.9) i скористав-
шись тим, що j0 · ∇p0 = 0 завдяки (3.1), маємо

− B3
0

c
∇‖

j0‖
B0

=
B2

0

c
∇ · j0⊥ = B2

0∇ ·
(

1

B2
0

B0 ×∇p0
)

= B2
0∇p0 · ∇ ×B0 +

1

B2
0

∇p0 · (B0 ×∇B2
0) = 2∇p0 · (B0 × κ). (10.24)

Отже, рiвняння рiвноваги дало нам змогу виразити внесок струму через
ґрадiєнт тиску. Остаточно маємо

D5 = 2[∇p0 · (B0 × κ)][b · (η⊥ × ξ⊥)] +
1

c
∇ ·
(
j0‖B0η⊥ × ξ⊥

)
. (10.25)

Перейдiмо до внеску четвертого доданку рiвняння (10.20). Ми маємо

D4 = 2(ξ⊥·κ)(η⊥·∇p0)−2(η⊥·κ)(ξ⊥·∇p0) = 2(η⊥×ξ⊥)·(∇p0×κ). (10.26)
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Якщо тепер врахувати те, що вектор ξ⊥× η⊥ мусить бути напрямленим
уздовж b i тому2

η⊥ × ξ⊥ = b[b · (η⊥ × ξ⊥)], (10.27)

можна побачити, що D4 = −D5 з точнiстю до доданку, який є дiверґен-
цiєю певного векторного поля, i, отже, W (η, ξ)−W (ξ,η) = 0.

10.3 Аналiз потенцiальної енергiї та приклад
МГД-нестiйкостi

Отже, ми з’ясували, що бiлiнiйна форма W (η, ξ) є симетричною, а опе-
ратор F̂ — самоспряженим. Цим ми довели, що розв’язки рiвняння (10.4)
задовольняють закон збереження енергiї (10.11). Розгляньмо, як це за-
стосовується до аналiзу лiнiйної стiйкостi плазми.

Для початку вiзьмiмо випадок, коли ми можемо скористатися часо-
вою трансляцiйною симетрiєю задачi (якою ми завдячуємо незалежно-
стi рiвноважних величин вiд часу), щоб роздiлити часову та просторовi
змiннi i записати змiщення у виглядi

ξ = ξ̄(x) exp(−iωt). (10.28)

Тодi рiвняння (10.4) стає задачею на власнi значення:

ω2ρ0ξ̄ = −F̂ ξ̄. (10.29)

Внаслiдок самоспряженостi F̂ його власнi значення λ = ω2 є дiйсними.
Дiйсно, хай λ є власним значенням, а ξ̄— вiдповiдною власною функцiєю.

− λ
∫
V

d3x ρ0|ξ̄|2 =

∫
V

d3x ξ̄
∗ · F̂ ξ̄ =

∫
V

d3x ξ̄ · F̂ ξ̄∗ =

∫
V

d3x ξ̄ · (F̂ ξ̄)∗

= −λ∗
∫
V

d3x ρ0|ξ̄|2, (10.30)

звiдки λ = λ∗. Тому ми маємо двi альтернативи.
Якщо λ є додатним, то вiдповiдна власна частота ω = ±

√
λ є дiйсною,

i власна функцiя описує ξ̄ перiодичнi коливання плазми. Скалярно до-
множивши рiвняння (10.29) на ξ̄∗ i проiнтеґрувавши по об’єму плазми,
отримуємо

W [ξ̄] = −1

2

∫
V

d3x ξ̄
∗ · F̂ ξ̄ =

λ

2

∫
V

d3x ρ0|ξ̄|2. (10.31)

2Можно довести це формально, якщо двiчi застосувати тотожнiсть (А.1) до векто-
ра b× [b× (ξ⊥ × η⊥)].
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Отже, потенцiальна енергiя такого збурення є додатною.
Якщо ж λ є вiд’ємним, то вiдповiднiй власнiй функцiї ξ̄ вiдповiдають

два розв’язки з ω = ±i
√
|λ|, якi, як видно з рiвняння (10.28), реалiзую-

ться при початкових умовах ξ(t = 0) = ξ̄, ξ̇(t = 0) = ±
√
|λ|ξ̄. Один з них

є нестiйким, експоненцiйно зростаючи з iнкрементом γ =
√
|λ|. Потенцi-

альна енергiя такого нестiйкого збурення вiдповiдно до рiвняння (10.31)
є вiд’ємною.

Отже, ситуацiя є цiлком аналогiчною класичнiй механiцi. Якщо куль-
ка знаходиться на днi ямки, потенцiальна енергiя в околi точки рiвноваги
є додатною, а рухи поблизу цiєї точки рiвноваги є коливальними. Якщо
ж кулька лежить на вершинi пагорба, то потенцiальна енергiя при вiд-
хиленнi вiд точки рiвноваги є вiд’ємною, а вiдстань слабко вiдхиленої
кульки до точки рiвноваги експоненцiйно зростає.

Можна довести (хоча доведення ускладнюється можливою наявнiстю
неперервних спектрiв оператора F̂ , тобто збурень, що не можна предста-
вити як лiнiйну комбiнацiю власних функцiй), що вiдсутнiсть вiд’ємних
значень (невiд’ємна визначенiсть) функцiоналу потенцiальної енергiї є
необхiдною i достатньою умовою лiнiйної стiйкостi в iдеальнiй МГД (це
було доведено Лавалем у 1965 роцi).

Узявши представлення W (η, ξ) у виглядi (10.20), маємо:

W [ξ] =
1

2

∫
V

d3x

{
1

4π
|Bξ⊥|2 + γp0(∇ · ξ)2 +

1

4π
B2

0(∇ · ξ⊥ + 2κ · ξ⊥)2

− 2(ξ⊥ · ∇p0)(ξ⊥ · κ) +
1

c
j0‖(b× ξ⊥) ·Bξ⊥

}
. (10.32)

Першi три доданки є, очевидно, додатними. Якщо пiдставити в це рiвня-
ння хвильовi вектори МГД-хвиль в однорiднiй плазмi, знайденi в роздi-
лi 8, можна вiдтворити дисперсiю цих хвиль з рiвняння (10.31) i побачити
(ми не будемо на цьому зупинятися), що перший доданок вiдповiдає по-
тенцiальнiй енергiї альфвенової хвилi, а другий та третiй — повiльної та
швидкої хвилi (рiвняння (10.17) дозволяє спiввiднести третiй доданок зi
збуренням модуля магнiтного поля). А ось останнi два доданки можуть
за певних умов бути вiд’ємними i тому бути джерелом нестiйкостi. Щоб
ця можливiсть здiйснилася, повинна iснувати така деформацiя плазми,
що, по-перше, цi доданки дiйсно є вiд’ємними i, по-друге, цю вiд’ємнiсть
не «вбивають» першi три доданки. Виявляється, що в певних ситуацiях
плазма дiйсно може бути нестiйкою. Нестiйкостi, пов’язанi з четвертим
доданком, викликаються неоднорiднiстю тиску. Вони звуться конвектив-
ними. Джерелом нестiйкостей, що пов’язанi з п’ятим доданком, є поздов-
жнiй струм плазми; можна показати (ми цього робити не будемо), що на-
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Рис. 10.1: Конвективна нестiкiсть z-пiнча («сосисочна» нестiйкiсть).

справдi нестiйкiсть є можливою, лише коли струм є неоднорiдним. Такi
нестiйкостi звуться ґвинтовими. Механiзмом їх збудження є те, що нитка
зi струмом «хоче» закрутитися ґвинтом (спираллю). Дiйсно, якщо спи-
рально вiдхилити цю нитку вiд прямої лiнiї (рiвноваги), то вона утворює
соленоїд, поле якого буде розштовхувати цей соленоїд далi, пiдсилюючи
початкове вiдхилення.

10.4 Приклад конвективної нестiйкостi: со-
сисочна нестiйкiсть пiнча.

Як приклад, розгляньмо конвективну нестiйкiсть у пiнчi Беннета (пiнчi
без поздовжнього поля). Хай тиск плазми падає з радiусом (що є типо-
вою ситуацiєю). Оскiльки кривина силових лiнiй напрямлена всередину
пiнча — туди ж, куди й ∇p0 — очевидно, що «конвективний» (четвертий)
доданок рiвняння (10.32) є вiд’ємним. Останнiй доданок потенцiальної
енергiї дорiвнює нулю, бо j0‖ = 0. Тепер зорганiзуймо зсув плазми так,
щоб по можливостi мiнiмiзувати першi три. Якщо при цьому нам уда-
сться знайти такi збурення, для яких потенцiальна енергiя є вiд’ємною,
плазма є нестiйкою. I навпаки, якщо ми з’ясуємо, що потенцiальна енер-
гiя є завжди додатною, плазма є стiйкою.

Хай ξ описує мiнi-вихорки в азимутальнiй площинi (площинi (r, z)).
А саме, покладiмо ξ = ξ̂(r) exp(ikzz), причому ξ̂θ = 0, а функцiї ξ̂r(r)
та ξ̂z(r) зосередженi на малому радiальному iнтервалi поблизу r = r∗
(див. Рис. 10.1). Не заглиблюючись у обчислення, застосуймо геометри-
чну iнтуїцiю, щоб сказати, що вмерзлi силовi лiнiї магнiтного поля при
такому змiщеннi плазми не змiнять своєї форми i залишаться колами. Iн-
шими словами, нашi мiнi-вихорки лише переставляють потоковi трубки,
утворенi силовими лiнiями, не змiнюючи форми. Завдяки цьому перший
доданок у потенцiальнiй енергiї дорiвнює нулю (неважко й формально
перевiрити, що Bξ⊥ = 0, за допомогою рiвняння (10.18)). Спробуймо
мiнiмiзувати другий та третiй доданки. Якою б не була функцiя ξ̂r(r),
завжди можна пiдiбрати ξ̂z(r) так, щоб дiверґенцiя

∇ · ξ = ∇ · ξ⊥ =
1

r

d

dr
(rξ̂r) + ikz ξ̂z(r) (10.33)

мала задану величину. Тому ми можемо перейти вiд пари змiнних ξ̂r, ξ̂z
до пари змiнних ξ̂r, ∇ · ξ, причому ми можемо вибирати їх незалежно,
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мiнiмiзуючи тi доданки, що лишилися в виразi для потенцiальної енергiї:

W [ξ] = πL

∫ a

0

dr r

{
γp0(∇ · ξ)2 +

B2
0

4π

(
∇ · ξ − 2

r
ξr

)2

+
4

r

dp0
dr

ξ2r

}
,

(10.34)
де L та a— вiдповiдно довжина та радiус пiнча. Змiнна ∇ · ξ входить
лише в перший та другiй доданок рiвняння (10.34). Сума цих доданкiв є
мiнiмальною, коли

∇ · ξ = −2κ · ξ⊥
B2

0

B2
0 + 4πγp0

= 2
ξr
r

v2A
v2A + c2s

. (10.35)

Виключивши ∇ · ξ⊥ за допомогою цього рiвняння з рiвняння (10.34),
бачимо, що мiнiмальна потенцiальна енергiя дорiвнює

Wmin[ξr] = 4πL

∫ a

0

dr

(
dp0
dr

+
γp0
r

v2A
v2A + c2s

)
ξ2r . (10.36)

Залишається промiнiмiзувати цей функцiонал, вибираючи профiль ξr(r).
Доведiмо, що необхiдною та достатньою умовою стiйкости є дотри-

мання нерiвности
dp0
dr
≥ −γp0

r

v2A
v2A + c2s

, (10.37)

при будь-якому r. Справдi, якщо ця умова виконується при кожному r,
потенцiальна енергiя є гарантовано додатною для будь-якого збурення

W [ξ] ≥ Wmin[ξr] ≥ 0. (10.38)

З iншого боку, хай ця умова порушується при якомусь r = r∗ i, отже,
в якомусь околi цiєї точки. Тодi ми можемо взяти функцiю ξr(u), лока-
лiзовану поблизу цiєї точки, вибрати ξz так, щоб задовольнити (10.35) i
отримати

W [ξ] = Wmin[ξr] ≈ 4πL

(
dp0
dr

+
γp0
r

v2A
v2A + c2s

)∣∣∣∣
r=r∗

∫ a

0

dr ξ2r < 0. (10.39)

Умова (10.37) є досить обтяжливою. Справдi, можна очiкувати, що
на периферiї пiнча тиск плазми падає майже до нуля, тодi як dp0/dr має
залишатися доволi великим, оскiльки тепловий потiк з плазми, скорiше
за все, збiльшується при наближеннi до краю.3 При порушеннi умови
(10.37) розвивається нестiйкiсть: мале порушення цилiндричної симетрiї

3Дивись також задачу 24 (умова стiйкостi).
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експоненцiйно зростає з часом. Оцiнiмо iнкремент цiєї нестiйкостi. Для
цього ми вiзьмемо збурення такої структури, яка мiнiмiзує потенцiаль-
ну енергiю — збурення, яке локалiзоване поблизу радiуса r∗, на якому
множник перед iнтегралом у рiвняннi (10.39) є максимальним i в якому
ξr та ξz пов’язанi рiвнянням (10.35). Кiнетичну енергiю такого збурення
можна оцiнити як

1

2

∫
V

d3x ρ0|ξ̇|2 =
γ2

2

∫
V

d3x ρ0|ξ|2 = γ2πLρ0r∗

∫ a

0

dr ξ2r . (10.40)

З рiвняння (10.31) отримуємо для такого збурення:

γ =
4

r

(
dp0
dr

+
γp0
r

v2A
v2A + c2s

)∣∣∣∣
r=r∗

∼ 4pc
a2ρ0

, (10.41)

де pc — тиск у центрi шнура, i було зроблено припущення, нестiйкiсть
розвиважться не периферiї, де p0 є малим i можна знехтувати другим
доданком. ??? Порiвняти зi швидкiстю звуку.

Якщо подивитися на характер деформацiї плазми при розвитку кон-
вективної нестiйкостi z-пiнча, показаний на Рис. 10.1, неважко зрозумiти,
чому її колись назвали «сосисочною» (“sausage instability”). Саме сосисо-
чна нестiйкiсть колись привела до вiдмови вiд z-пiнча як схеми здiйсне-
ння керованого термоядерного синтезу. Поява поперечних жолобкiв на
струмовому каналi при цiй нестiйкостi веде до швидкого розiгрiву плазми
в мiсцi стискання струму, за яким настає розрив струмового канала.4

Аналогiя з нестiйкiстю Релея-Тейлора. Незалежнiсть iнкременту вiд
поперечних масштабiв збурення.

Пiсля цього прикладу виникає питання, чи iснує взагалi неоднорiдна,
але МГД-спокiйна плазма? Чи має сенс у зв’язку з цим вивчення МГД-
хвиль, яким ми займалися ранiше, бо необмеженої однорiдної плазми в
реальностi не може бути? Виявляється, що така плазма є можливою.
Наведений приклад наводить на думку, що для цього треба «переплута-
ти» силовi лiнiї магнiтного поля, щоб плазма не могла їх переставити, не
змiнюючи їх форми, i це справдi так. Про пiнч з поздовжнiм полем ???
Сприятлива та несприятлива кривина силових лiнiй. ??? Тому, напри-
клад, плазма токамакiв може бути МГД-стiйкою, але для цього мають
виконуватись певнi обмеження, зокрема, на тиск утримуваної плазми.
Це утруднює утримання плазми i створює проблеми для реалiзацiї тер-
моядерного синтезу.

4Драматичнi подiї, пов’язанi з вiдкриттям сосисочної нестiйкостi, яка спочатку
здалася була проривом до термоядерного займання, було покладено в основу сюжету
радянського художнього фiльму «Девять дней одного года».
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??? Конвективна нестiйкiсть у термоядернiй плазмi та магнiтосферi
Землi.

Iнший пiдхiд до розумiння конвективної нестiйкостi дає задача 7.
Iснують також нестiйкостi плазми, якi не описуються одноплинною

МГД, проте вони є повiльнiшими.

110



Роздiл 11

Поширення хвиль у
неоднорiдному середовищi

11.1 Наближення геометричної оптики: iдея
методу

Наближення геометричної оптики (або ВКБ-наближення) є технiчно най-
простiшим пiдходом до розгляду поширення хвиль в неоднорiдних сере-
довищах. Воно є застосовним до хвиль, довжина яких є набагато меншою
вiд характерних розмiрiв, пов’язаних iз неоднорiдностями середовища.
Як ми побачимо, в цьому випадку можна надати змiсту головному поня-
ттю геометричної оптики— променям, уздовж яких поширюється хвиля.

Почнiмо з найпростiшої задачi — рiвняння Гельмгольца

∆u+ k20N
2(r)u = 0, (11.1)

k0 = ω/c
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Якщо N = const, iснує розв’язок у виглядi плоскої хвилi

u = A exp[iΨ(r)] (11.2)

Ψ(r) = r · k = k0Nr · ek. Ейкональне наближення— «майже плоска»
хвиля

u = A(r) exp[iΨ(r)]. (11.3)

Припустiмо, що L � k−10 , L = min{|∇ ln(N)|−1, |∇ ln(A)|−1}. Iншими
словами, маємо малий параметр ε = (k0L)−1 � 1, який дозволяє роздiли-
ти просторовi масштаби, ввiвши безрозмiрнi просторовi змiннi r1 = k0r
(швидка) та r2 = εr1 (повiльна).

∆2u+
N2

ε2
u = 0, (11.4)

u = A(r2) exp

[
i
Ψ1(r2)

ε

]
(11.5)

Ψ1 = εΨ ∼ ε0. Рiвняння (11.4) стає{
1

ε2
[N2 − (∇2Ψ1)

2]A+
i

ε
(2∇2A · ∇2Ψ1 + A∆2Ψ1) + ∆2A

}
exp

(
i
Ψ1

ε

)
= 0,

(11.6)
Шукаємо розв’язок у виглядi

A =
∞∑
m=0

(ε
i

)m
Am(r2). (11.7)

Ряд є асимптотичним. Вiдмiннiсть точного розв’язку вiд суми ряду є
явищем дифракцiї.

Пiдставивши й зiбравши коефiцiєнти при рiвних степенях, маємо лан-
цюжок рiвнянь

ε−2 : (∇2Ψ1)
2 = N2,

ε−1 : 2∇2A0 · ∇2Ψ1 + A0∆2Ψ1 = 0,
ε0 : 2∇2A1 · ∇2Ψ1 + A1∆2Ψ1 = −∆2A0,

. . .

(11.8)

Починаючи з цього моменту Ψ = k0ψ. Величина ψ, що має розмiрнiсть
довжини, зветься ейконалом. Перше рiвняння ланцюжка (11.8) дає так
зване рiвняння ейконалу

(∇ψ)2 = N2. (11.9)
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Наступне — рiвняння перенесення амплiтуди

2∇A0 · ∇ψ + A0∆ψ = 0. (11.10)

Можна й далi йти за ланцюжком, причому, як побачимо, задача зве-
деться до розв’язання диференцiйних рiвнянь першого порядку, якi мето-
дом характеристик зводяться до звичайних диференцiйних рiвнянь. Ряд
для A зазвичай є асимптотичним; у багатьох випадках це вдається дове-
сти. У загальному випадку ми отримуємо формальний розв’язок. Проте
ряди наближення геометричної оптики не є збiжними. Поза межами на-
ближення лежать, зокрема, дифракцiйнi явища. Зазвичай беруть лише
основне наближення (першi два рiвняння), перш за все через складнiсть
обчислення наступних наближень.

Рiвняння ейконалу є рiзновидом рiвняння Гамiльтона-Якобi

H(∇ψ, q) = 0 (11.11)

де q = r. Характеристики рiвняння звуться променями. Щоб описати їх,
введiмо хвильовий вектор p = k/k0 = ∇ψ. Тодi рiвняння характеристик
має вигляд

dqj
∂H/∂pj

= − dpj
∂H/∂qj

=
dΨ

p · ∂H/∂p
. (11.12)

Якщо ввести певний параметр τ вздовж характеристик, воно набуває
вигляду рiвнянь Гамiльтона:1

dq

dτ
=
∂H

∂p
,

dp

dτ
= −∂H

∂q
,

dΨ

dτ
= p · ∂H

∂p
. (11.13)

Ми маємо
H =

1

2
(p2 −N2) = 0. (11.14)

dr

dτ
= p = ∇ψ, (11.15)

тобто променi є ортогональними до хвильових фронтiв. З цього рiвняння
випливає зв’язок мiж довжиною дуги променя та параметром τ :

dl

dτ
= |p| = N. (11.16)

Перейдiмо до рiвняння (11.10).

∇A0 · ∇ψ = Nek · ∇A0 = N
dA0

dl
=
dA0

dτ
. (11.17)

1У цьому немає нiчого дивного. Рiвняння Гамiльтона були спершу написанi саме
для промiнiв свiтла i лише потiм узагальненi на механiку.
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Рiвняння (11.10) набуває вигляду

dA2
0

dτ
+ A2

0∆ψ =
dA2

0

dτ
+ A2

0∇ · p = 0. (11.18)

Воно описує змiну амплiтуди через розбiгання променiв.
Наступнi порядки рiвняння дають рiвняння для наступних порядкiв

A, якi мають подiбну структуру. Тому обмiн iнформацiєю поперек про-
менiв (дифракцiя), як було вiдзначено, не вiдтворюється цим методом,
що й пiдтверджує, що ряд для A є асимптотичним.

Каустикою зветься огинаюча сiмейства променiв. Прикладом може
слугувати поверхня внутрiшнього вiдбиття свiтла. Каустики є геометри-
чними мiсцями синґулярностей хвильових фронтiв. Вони є узагальнен-
ням точок повороту в квантовiй механiцi. На каустиках амплiтуда фор-
мально зростає до нескiнченностi. Оскiльки такi розв’язки є неможливи-
ми для рiвняння Гельмгольца, це означає порушення наближення геоме-
тричної оптики поблизу каустики (поперечна довжина хвилi прямує до
нескiнченностi). Формально за каустикою лежить так звана каустична
тiнь, але насправдi там iснує еванесцентна хвиля. Повна класифiкацiя
каустик з’явилася в роботах Рене Тома i Арнольда (теорiя катастроф).
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Роздiл 12

Тензор дiелектричної
проникностi

Тензор комплексної дiелектричної проникностi є дуже зручним методом
аналiзу хвиль у плазмi та iнших середовищах. Тому, перш нiж перехо-
дити до кiнетичного пiдходу до вивчення хвиль у плазмi, ми в цьому
роздiлi стисло розберемо суть цього методу.

12.1 Тензор дiелектричної проникностi та дис-
персiйне рiвняння

Почнiмо з рiвнянь Максвела:

∇×E = −1

c

∂B

∂t
, ∇ ·B = 0, (12.1)

∇×B =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
j, ∇ ·E = 4πρ, (12.2)

у яких густина заряду ρ та густина струму j задовольняють рiвняння
неперервностi

∂ρ

∂t
+∇ · j = 0 (12.3)

(неважко побачити, що, крiм загальнофiзичних мiркувань, це рiвняння
прямо випливає з рiвнянь Максвелла).

Введiмо вектор електричної iндукцiї D спiввiдношенням

∂D

∂t
=
∂E

∂t
+ 4πj. (12.4)
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Тодi рiвняння (12.2) з урахуванням (12.3) набувають простiшого вигляду:

∇×B =
1

c

∂D

∂t
, ∇ ·D = 0. (12.5)

Зокрема, у випадку плоскої хвилi, у якiй всi величини мають вигляд
X = X̂ exp(ik · x − iωt), рiвняння (12.1) та (12.5) мають дуже простий
вигляд:

k ×B =
ω

c
D, k ×E = −ω

c
B, (12.6)

k ·B = 0, k ·D = 0. (12.7)

причому останнi два рiвняння є наслiдком перших. Проте ця система
рiвнянь не є замкненою, i щоб зробити її такою, треба врахувати в нiй
якимось чином реакцiю середовища— струм j, який визначається рiв-
няннями руху матерiальних частинок. При лiнiйному розглядi хвилi є
природним вважати, що цi рiвняння є лiнiйними.

Як ранiше, введiмо iндукцiю:

Dα(t, r) =

∫ t

−∞
dt′
∫
d3r′ ε̃αβ(t− t′, r − r′; t, r)Eβ(t′, r′) (12.8)

Залежнiсть вiд аргументiв t − t′ та r − r′ зветься вiдповiдно часовою
та просторовою дисперсiєю хвилi. Вона виникає через особливостi рухiв
частинок середовища (плазми): електричне поле в якiйсь точцi може ви-
кликати через балiстику заряджених частинок струм у iншiй точцi i в .
Додаткова умова: δt ≡ t− t′ ∼ τ0 � T , δr ≡ r − r′ ∼ l0 � L.
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Для довiльної хвильової функцiї F покладаємо

F = F̃ exp[iΨ(t, r)]. (12.9)

Розвинення в степiнний ряд за δt та δr дає

Eβ(t′, r′) = exp[iΨ(t, r) + iωδt− ik · δr] (12.10)

×

{
Ẽβ(t, r)− ∂Ẽβ

∂t
δt− ∂Ẽβ

∂t
· δr + . . .

}
, (12.11)

де ω = −∂Ψ/∂t, k = ∇Ψ. Пiдставляємо в визначення iндукцiї:

D̃α(t, r) = εαβ(ω,k; t, r)Ẽβ(t, r) (12.12)

де

εαβ(ω,k; t, r) =

∫ t

−∞
dt′
∫
d3r′ ε̃αβ(δt, δr; t, r) exp(iωδt− ik · δr). (12.13)

Згортка перетворилася на добуток, уся нелокальнiсть перенеслась у ви-
значення дiелектричної проникности.

Отже, ми приходимо до висновку, що струм частинок сорту s можна
записати у виглядi

jsα =
∑
β

σsαβ(k, ω)Eβ, (12.14)

де тензор σαβ визначається рiвняннями руху частинок цього сорту i зве-
ться тензором комплексної провiдностi таких частинок. Тодi рiвняння
(12.4) набуває вигляду

Dα =
∑
β

εαβ(k, ω)Eβ, (12.15)

де
εαβ(k, ω) = δαβ + i

4π

ω

∑
s

σsαβ, (12.16)

зветься тензором комплексної дiелектричної проникностi. Таким чином,
ми звели реакцiю середовища до одної тензорної величини, яка, втiм,
залежить вiд властивостей хвилi — частоти та хвильового вектора.1

1Коли розглядається реакцiя середовища на стале поле, одної величини для її опи-
су може не вистачити. Дiйсно, при дiї сталого магнiтного поля в речовинi з’являються
струми, якi не можна врахувати, просто ввiвши вектор D за допомогою рiвняння
(12.4), бо цi струми є сталими. У цьому випадку, як вiдомо, визначають ще одну
величину—магнiтну проникнiсть середовища— i розрiзняють вектори магнiтної iн-
дукцiї та напруженостi магнiтного поля. Проте при розглядi осцилюючого поля хвилi
вводити двi величини для опису реакцiї середовища є зайвим.
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Якщо тепер виключити B з рiвнянь (12.6) та (12.15), ми отримуємо:

k2E − k(k ·E)− ω2

c2
ε ·E = 0. (12.17)

Умова iснування нетривiального розв’язку останнього рiвняння— тобто
iснування хвилi — зветься дисперсiйним рiвнянням i має вигляд

det

∥∥∥∥k2δαβ − kαkβ − ω2

c2
εαβ(k, ω)

∥∥∥∥ = 0. (12.18)

Це рiвняння є алгебраїчним рiвнянням. Якщо знайти вираз для εαβ(k, ω)
i розв’язати дисперсiйне рiвняння вiдносно ω при заданому k, то зна-
йденi коренi дадуть нам дисперсiйнi властивостi всiх типiв хвиль, якi
ми вище вивчали, i ще багатьох типiв, якi ми не вивчали. Ця унiвер-
сальнiсть є привабливою стороною використання тензора дiелектричної
проникностi. З iншого боку, можна здогадатись, що розв’язання диспер-
сiйного рiвняння (як i знаходження виразу для тензора дiелектричної
проникностi), взагалi кажучи, може бути не простою справою.

Якщо середовище є iзотропним (наприклад, плазма без магнiтного
поля), єдиним видiленим напрямком є напрямок хвильового вектора k.
Виберiмо осi координат так, щоб першi двi були орiєнтованi поперек
k, третя — уздовж нього. Зробiмо також iнше припущення (природне
для iзотропного середовища): ми вважатимемо, що площина поляризацiї
(k,E) не обертається при поширеннi хвилi. (???? Деталiзувати) Це дає
нам пiдстави покласти ε12 = ε21 = 0. Тодi єдиною можливою формою
тензора дiелектричної проникностi є

ε =

∥∥∥∥∥∥
ε⊥ 0 0
0 ε⊥ 0
0 0 ε‖

∥∥∥∥∥∥ , (12.19)

де скалярнi величини ε⊥ = ε⊥(k, ω) та ε‖ = ε‖(k, ω) звуться вiдповiдно
поперечною та поздовжньою дiелектричною проникнiстю плазми. (Ува-
га! В цьому роздiли iндекси «‖» та «⊥» позначають компоненти, якi
є вiдповiдно поздовжнiми та поперечними до хвильового вектора, а не
магнiтного поля.) Якщо перейти до довiльної взаємної орiєнтацiї хвильо-
вого вектора та координат, рiвняння (12.19) набуває вигляду

εαβ = ε⊥

(
δαβ −

kαkβ
k2

)
+ ε‖

kαkβ
k2

. (12.20)

У такому разi рiвняння (12.15) розпадається на окремi вирази для
компонент D вздовж та поперек хвильового вектора:

D‖ = ε‖E‖, D⊥ = ε⊥E⊥. (12.21)
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Вiдповiдно до цього, рiвняння (12.17) теж розпадається на поздовжню
та поперечну складовi:

ε‖E‖ = 0, (N2 − ε⊥)E⊥ = 0, (12.22)

де N = kc/ω—коефiцiєнт заломлення хвилi, звiдки замiсть (12.18) ми
отримуємо два окремих дисперсiйних рiвняння для поздовжнiх та попе-
речних хвиль:

ε⊥(k, ω) = N2, (12.23)

ε‖(k, ω) = 0. (12.24)
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12.2 Дiелектрична проникность у гiдродина-
мiчному наближеннi

Як приклад, знайдiмо поздовжню та поперечну дiелектричну прони-
кнiсть iзотропної плазми в магнiтогiдродинамiчному наближеннi за вiд-
сутностi зiткнень. Лiнеаризуючи рiвняння (9.1)–(9.2) i скориставшись
(9.7), отримуємо вiдгук на хвилю частинок сорту α:

jα⊥ =
ie2αnα0
ωMα

E⊥, vα‖ =
ie2αnα0ω

ω2Mα − γαk2Tα
E‖, (12.25)

звiдки

ε⊥ = 1−
∑
α

4πe2αnα0
ω2Mα

, (12.26)

ε‖ = 1−
∑
α

4πe2αnα0
ω2Mα − γαk2Tα

. (12.27)

Пiдставивши цi вирази вiдповiдно в рiвняння (12.23) та (12.24), можна
вiдтворити вже вiдомi вам дисперсiї поперечних хвiль, плазмових коли-
вань та йонного звуку (пропоную спробувати зробити це самостiйно).
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12.3 Тензор дiелектричної проникностi та вла-
стивостi хвилi

Подивiмося тепер, як можна використати тензор дiелектричної прони-
кностi для того, щоб знайти енергетичнi властивостi хвилi. Знайдiмо
спочатку iнтенсивнiсть поглинання енергiї хвилi середовищем. Для цього
нам треба буде ретельно слiдкувати за фазами i тому розрiзняти мит-
тєвi значення фiзичних величин— струму та електричного поля— та їх
амплiтуднi значення. Останнi ми позначимо «капелюшками» i вирази-
мо через них миттєвi значення: X = Re[X̂ exp(−iωt)]. Тепер ми можемо
записати середню енергiю, яка поглинається в одиничному об’ємi сере-
довища за одиничний час, як

Q = Re(j) · Re(E) =
1

4

(
ĵ · Ê

∗
+ ĵ

∗
· Ê
)
. (12.28)

Скориставшись рiвняннями (12.14) та (12.16), ми можемо записати Q у
виглядi

Q =
1

4

(
Ê∗ασαβÊβ + Eασ

∗
αβE

∗
β

)
=

1

2
σ′αβÊ

∗
αÊβ =

ω

8π
ε′′αβÊ

∗
αÊβ, (12.29)

де тензори

σ′αβ =
σαβ + σ∗βα

2
, ε′′αβ =

εαβ − ε∗βα
2i

(12.30)

є вiдповiдно ермiтовою частиною тензора провiдностi та антиермiтовою
частиною тензора дiелектричної проникностi.
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12.4 Наближення геометричної оптики: тен-
зор дiелектричної проникностi

Вважаючи, що коефiцiєнти рiвняння залежать лише вiд повiльних змiн-
них, ми знову отримуємо рiвняння ейконала та рiвняння адвекцiї (пере-
несення) амплiтуди вздовж характеристик. Рiвняння ейконала має ви-
гляд

H = det

∥∥∥∥k2δαβ − kαkβ − ω2

c2
εαβ

∥∥∥∥ = 0, (12.31)

k = ∇Ψ. Далi ми аналогiчним до попереднього пiдроздiлу чином вво-
димо малий параметр ε i повiльнi часову та просторову змiннi, t2 = εt
r2 = εr. У загальному випадку, коли H залежить вiд часу, частота не
зберiгається, i повна система рiвнянь для променiв (характеристик рiв-
няння ейконала) складається з таких рiвнянь:

dr

dτ
=
∂H

∂k
,

dk

dτ
= −∂H

∂r
, (12.32)

dt

dτ
= −∂H

∂ω
,

dω

dτ
= −∂H

∂t
,

dΨ

dτ
= k · ∂H

∂k
+ ω

∂H

∂ω
. (12.33)

Швидкiсть руху променiв у просторi зветься груповою швидкiстю:

dr

dt
= g = −∂H

∂k

(
∂H

∂ω

)−1
, (12.34)

Вона характеризує просторове поширення хвильових пакетiв та енергiї
хвилi вздовж променiв вiдповiдно до рiвняння перенесення амплiтуди.
Це рiвняння є в загальному випадку досить громiздким, тому ми його
тут опускаємо.

12.5 Густина енергiї та iмпульсу хвилi
Як вiдомо, щоб знайти енергiю та iмпульс хвиль, необхiдно розглядати
хвилi, модульованi в часi або в просторi. Розгляньмо хвильовий пакет
— модульовану плоску хвилю з розмiром модуляцiї, значно бiльшим вiд
λ = 2πω/k.

E = Eek exp(−iωkt+ ik · r) + c.c. (12.35)
E — слабкозмiнна амплiтуда (подiлена на 2), ek —поляризацiя хвилi (мо-
же бути комплексною, якщо треба звертати увагу на зсув фази), ωk —
розв’язок дисперсiйного рiвняння

∆(ω,k) ≡ det

∥∥∥∥k2δαβ − kαkβ − ω2

c2
εαβ(k, ω)

∥∥∥∥ = 0. (12.36)
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Припустiмо, що як E, так i k повiльно змiнюються в просторi. Вво-
димо фазу ϕ:

E = Eek exp(−iϕ) + c.c. (12.37)

Очевидно,

ω =
∂ϕ

∂t
, k = −∇ϕ. (12.38)

Диференцiюємо друге рiвняння за часом:

∂k

∂t
= −∇ω = −∂ωk

∂k
· ∇k = −vg · ∇k (12.39)

Отже, структура пакета переноситься з груповою швидкiстю.
Перейдiмо до перенесення енергiї пакетом. Щоб вiдслiдкувати пере-

несення енергiї, внесiмо її в хвилю зовнiшнiм струмом jext:

c∇×B =
∂E

∂t
+ 4πj + 4πjext =

∂D

∂t
+ 4πjext (12.40)

Комбiнуючи з рiвняннями Максвела, отримуємо:

E · ∂D
∂t

+B · ∂B
∂t

= c∇ · (B ×E)− 4πE · jext (12.41)

1

8π

∂

∂t
(E · ε̂ ·E +B ·B) +

c

4π
∇ · (E ×B) = −E · jext (12.42)

Це є закон збереження енергiї,

∂E
∂t

+∇ · P = −E · jext, (12.43)

в якому

E =
1

8π
(E · ε̂ ·E +B ·B) (12.44)

можна розглядати як густину енергiї, а вектор Пойнтинґа

P =
c

4π
E ×B (12.45)

як вектор її потоку. У правiй частинi стоїть робота стороннiх струмiв.
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Роздiл 13

Лiнiйна трансформацiя хвиль

Iдею лiнiйної трансформацiї хвиль ми розглянемо на простому прикладi.
Хай поперечна хвиля поширюється в неоднорiднiй iзотропнiй плазмi

i зазнає вiдбиття через вiдсiчку, причому хвиля падає на поверхню вiд-
биття пiд певним косим кутом. Для визначеностi припустiмо, що густина
плазми залежить вiд координати z, тобто ωpe = ωpe(z). Тодi променi ви-
глядають так, як показано на Рис. ???
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Роздiл 14

Кiнетичний пiдхiд до вивчення
хвиль у плазмi

На вiдмiну вiд гiдродинамiчного пiдходу до опису речовини, який опе-
рує з її макроскопiчними параметрами (густиною, тиском, швидкiстю
направленого руху, температурою тощо), кiнетичний пiдхiд працює з
описом стану речовини на мiкроскопiчному рiвнi — на рiвнi функцiї роз-
подiлу частинок по простору та швидкостях. При вивченнi хвиль та не-
стiйкостей у плазмi цi пiдходи доповнюють один одного. Кiнетичний пiд-
хiд є унiверсальнiшим, i є багато явищ, якi дуже важко (якщо взагалi
можливо) вивчати на гiдромагнiтному рiвнi (важливим прикладом є яви-
ща, пов’язанi з резонансом збурень поля з певними групами частинок).
Однак гiдродинамiчний пiдхiд набагато легше долає проблеми, що вини-
кають через просторову неоднорiднiсть плазми та магнiтного поля. Тут
ми розглянемо як приклад кiнетичну теорiю ленгмюрових коливань у
плазмi без магнiтного поля.

14.1 Система рiвнянь Власова
Хай плазма складається з кiлькох сортiв заряджених частинок. Тодi ево-
люцiю функцiї розподiлу частинок сорту α, fα(t,x,v), ми будемо опису-
вати рiвнянням

∂fα
∂t

+ v · ∂fα
∂x

+
eα
Mα

(
E +

1

c
v ×B

)
· ∂fα
∂v

= 0. (14.1)

яке є, по сутi, рiвнянням Больцмана з вiдкинутим iнтеґралом зiткнень;
третiй доданок цього рiвняння описує змiну функцiї розподiлу через при-
скорення частинок електромагнiтним полем. Щоб замкнути це рiвняння,
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його треба доповнити рiвняннями еволюцiї електромагнiтного поля, тоб-
то рiвняннями Максвелла :

∇×E = −1

c

∂B

∂t
, ∇ ·E = 4πρ, (14.2)

∇×B =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
j, ∇ ·B = 0, (14.3)

у яких густина заряду ρ та густина струму j виражаються через функцiї
розподiлу:

ρ =
∑
α

eα

∫
d3v fα, j =

∑
α

eα

∫
d3v vfα. (14.4)

Варто зазначити, що визначенi таким чином ρ та j автоматично задо-
вольняють рiвняння неперервностi:

∂ρ

∂t
+∇ · j = 0. (14.5)

Система рiвнянь (14.1)–(14.4) зветься рiвняннями Власова, а окремо взя-
те рiвняння (14.1) — кiнетичним рiвнянням Власова. Ця система складає
замкнену систему рiвнянь, яка визначає (якщо задати вiдповiднi гра-
ничнi умови) функцiї розподiлу та електромагнiтне поле; визначенi нею
електромагнiтнi поля звуть самоузгодженими. Система рiвнянь Власова
є застосовною лише на часах, якi є малими в порiвняннi з оберненою
частотою зiткнень.

Ми обмежимося розглядом лише руху електронiв у плазмi без магнi-
тного поля, вважаючи йони нерухомими. Таке наближення є справедли-
вим для коливань достатньо високої частоти. Як виявиться, тим самим
ми обмежуємо наш розгляд ленґмюровими коливаннями. Крiм того, при-
пустiмо, що хвиля також не збуджує магнiтне поле (це припущення мо-
жна буде перевiрити a posteriori). Тодi рiвняння для електричного поля
(14.2) разом з (14.4) зводиться до рiвняння Пуассона:

E = −∇Φ, ∆Φ = −4πe

(
n0 −

∫
d3v f

)
, (14.6)

де Φ — скалярний потенцiал (для спрощення ми розглядаємо плазму з
однозарядними йонами), n0 —рiвноважна концентрацiя електронiв, яка
в цьому рiвняння замiняє внесок заряду нерухомих йонiв, а f —функцiя
розподiлу електронiв (оскiльки ми розглядатимемо лише електрони, для
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скорочення ми будемо вiдкидати iндекс e). Рiвняння (14.1) для електро-
нiв набуває вигляду

∂f

∂t
+ v · ∂f

∂x
+

e

M
∇Φ · ∂f

∂v
= 0. (14.7)

Далi ми, як i при вивченнi МГД-хвиль, лiнеаризуємо задачу, розби-
ваючи функцiю розподiлу на незбурену частину та збурення (хвилю або
нестiйкiсть):

f = f0(v) + f̃(t,x,v). (14.8)

При цьому ми вважатимемо, що потенцiал в рiвноважному станi є ну-
льовим. Найчастiше функцiю розподiлу в незбуреному станi беруть рiв-
новажною (максвелловою):

f0(v) =
n0

π3/2v3T
exp

(
− v

2

v2T

)
, (14.9)

де vT = (2T/M)1/2, але можна розглядати як незбурений також i нерiвно-
важний стан плазми (наприклад, систему плазма–струмiнь) i роглядати
поширення хвилi в ньому. Зважаючи на трансляцiйну симетрiю задачi,
ми шукаємо розв’язок у виглядi гармонiчної функцiї просторових коор-
динат:

f̃(t,x,v) = fk(t,v) exp(ik · x), Φ(t,x) = Φk(t) exp(ik · x). (14.10)

Пiдставляючи вирази (14.9) та (14.10) у рiвняння (14.7) та (14.6) i вiд-
кидаючи доданки, що є квадратичними по збуренню, ми приходимо до
такої iнтеґродиференцiйної системи рiвнянь:

∂fk
∂t

+ ik · vfk + i
e

M
Φkk ·

∂f0
∂v

= 0, (14.11)

k2Φk = −4πe

∫
d3v fk, (14.12)

14.2 Дисперсiйне рiвняння
Для розв’язання цiєї системи ми скористаємося операцiйним методом
Лапласа, який, на вiдмiну вiд методу Фур’є, дозволяє розв’язувати за-
дачi з урахуванням початкових умов. Перетворення Лапласа довiльної
функцiї F (t) вводиться формулою

Fp =

∫ ∞
0

dt F (t) exp(−pt). (14.13)
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Перетворення є визначеним (принаймнi, для певних p) для функцiй F (t),
якi зростають не швидше за експоненцiйну функцiю exp(γt), де γ —певне
дiйсне число; очевидно, що в такому випадку достатньо взяти Re(p) >
γ, щоб iнтеґрал у рiвняннi (14.13) був збiжним. Зворотнє перетворення
дається формулою Лапласа–Меллiна:

F (t) =
1

2πi

∫ i∞+σ

−i∞+σ

dp Fp exp(pt), (14.14)

де величина σ повинна перевищувати γ. Як ми побачимо нижче, оста-
ння вимога означає, що пряма, вздовж якої виконується iнтеґрування,
розташована правiше вiд усiх особливостей функцiї Fp. Доведення фор-
мули Лапласа–Меллiна можна знайти в додатку Д. Одразу впадає в око
схожiсть перетворення Лапласа з перетворенням Фур’є, але важливою
вiдмiннiстю є те, що при застосуваннi перетворення Лапласа до часових
похiдних з’являються початковi умови:∫ ∞

0

dt
∂F

∂t
exp(−pt) = pFp − F (0), (14.15)

де ми проiнтеґрували частинами, щоб позбутися часової похiдної.
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Застосуймо перетворення Лапласа до рiвнянь (14.7) i (14.6). Домно-
живши цi рiвняння на exp(−pt) та iнтеґруючи, одержуємо рiвняння для
образiв fkp(v) та Φkp функцiй fk(t,v) та Φk(t):

(p+ ik · v)fkp(v)− gk(v) + i
e

M
Φkpk ·

∂f0
∂v

= 0, (14.16)

k2Φkp = −4πe

∫
d3v fkp(v), (14.17)

де gk(v) = fk(0,v). Пiсля цього ми знаходимо функцiю fkp(v) з рiвняння
(14.16):

fkp(v) =
1

p+ ik · v

[
gk(v)− i e

M
Φkpk ·

∂f0
∂v

]
, (14.18)

Пiдставивши її в (14.17), маємо

Φkp = −4πe

k2
N(p,k)

ε(p,k)
, (14.19)

де

N(p,k) =

∫
d3v

gk(v)

p+ ik · v
, (14.20)

ε(p,k) = 1 + χe(p,k) = 1− i4πe
2

Mk2

∫
d3v

1

p+ ik · v
k · ∂f0

∂v
. (14.21)

Величину ε(p,k) звуть дiелектричною проникнiстю плазми, ??? додати
порiвняння з попереднiм роздiлом ??? а величину χe(p,k) — сприйня-
тливiстю електронiв (узагалi кажучи, у вираз для ε(p,k) мала б увiйти
також сприйнятливiсть йонiв, але ми припустили, що вони є нерухоми-
ми).

Вирази (14.20) та (14.21) можна спростити, якщо направити вiсь x
уздовж вектора k i проiнтеґрувати за dvy dvz. Позначивши задля скоро-
чення vx ≡ u, отримуємо

N(p, k) =

∫ +∞

−∞
du

gk(u)

p+ iku
, (14.22)

ε(p, k) = 1− i4πe
2

Mk

∫ +∞

−∞
du

1

p+ iku

df0(u)

du
, (14.23)

де

gk(u) ≡
∫
dvy dvz gk(v), f0(u) ≡

∫
dvy dvz f0(v). (14.24)
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Re(p)

Im(p)

p1

p2

p3

Рис. 14.1: Деформацiя контура iнтеґрування в рiвняннi (14.14), яка зво-
дить iнтеґрал до суми внескiв полюсiв p1, p2, p3, . . . .

Зокрема, в максвелловiй плазмi функцiя f0(u) дорiвнює

f0(u) =
n0

π1/2vT
exp

(
−u

2

v2T

)
. (14.25)

Застосуймо тепер формулу Лапласа–Меллiна (14.14) до функцiй, що
задаються рiвняннями (14.18)–(14.19). Зрозумiло, що iнтеґрал у фор-
мулi (14.14) порахувати дуже непросто. Проте ми можемо полегшити
цю задачу, деформуючи контур iнтеґрування. Вiзьмiмо спочатку σ в
цiй формулi достатньо великим, щоб гарантувати її коректнiсть. Пiсля
цього ми зсуватимемо лiнiю, вздовж якої ведеться iнтеґрування, в бiк
Re(p) → −∞. Щоб iнтеґрал не змiнився, ми при цьому деформувати-
мемо контур так, щоб вiн охопив усi полюси пiдiнтеґральної функцiї
p1, . . . , pL, як це показано на Рис. 14.1. Оскiльки exp(pt) → 0, коли
Re(p)→ −∞, внесок вертикальної частини контура в iнтеґрал при такiй
деформацiї прямує до нуля. Отже, iнтеґрал у формулi Лапласа–Меллiна
цiлком визначається петлями навколо полюсiв пiдiнтеґральної функцiї
i тому дорiвнює сумi лишкiв у цих полюсах. Хай образ потенцiала, ви-
значений рiвнянням (14.19), має полюси в точках p1(k), . . . , pL(k), а його
лишки в цих полюсах дорiвнюють a1(k), . . . , aL(k). Представмо полюси в
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виглядi pl(k) = γl(k)− iωl(k), де γl та ωl —дiйснi. Тодi часова залежнiсть
потенцiалу має вигляд

Φk(t) =
L∑
l=1

al(k) exp[γl(k)t− iωl(k)t]. (14.26)

Отже, уявнi частини полюсiв є частотами власних коливань плазми. При
цьому якщо полюс pl лежить у правiй пiвплощинi, то вiн вiдповiдає не-
стiйкiй хвилi з iнкрементом γl.

Хай тепер чисельник рiвняння (14.19) —функцiя N(p, k) — є цiлою
функцiєю, для чого достатньо, щоб початкова умова gk(u) була цiлою
функцiєю, що достатньо швидко спадає при збiльшеннi u. Тодi полюси
функцiї Φkp (i, отже, частоти власних коливань плазми) визначаються
рiвнянням

ε(p, k) = 0, (14.27)

яке звуть дисперсiйним рiвнянням. При цьому, як видно з рiвняння (14.19),
амплiтуди власних коливань a1(k), . . . , aL(k) визначаються початковою
умовою gk(u), що цiлком природно.

Таким чином, знаходження частот коливань плазми звелося до до-
слiдження нулiв її дiелектричної проникностi. Однак перед виконанням
цiєї програми дiй ми мусимо усунути одну математичну перешкоду. Як
зазначалося, перетворення Лапласа є визначеним лише при достатньо
великих значеннях Re(p). Тому отриманi вирази для функцiї N(p, k) та
ε(p, k) можуть бути нечинними в областi вiд’ємних значень Re(p), i пере-
сування контура iнтегрування в цю область є некоректним. Щоб усуну-
ти цю проблему, ми аналiтично продовжимо функцiї N(p, k) та ε(p, k) на
всю комплексну площину p. Для довiльної цiлої функцiї ψ(u) i довiльного
k > 0 iнтеґрал

I(p) =

∫ +∞

−∞
du

ψ(u)

p+ iku
, (14.28)

визначає аналiтичну функцiю при Re(p) > 0. Якщо ж ми будемо продов-
жувати його в область Re(p) ≤ 0, вiн, узагалi кажучи, зазнає стрибка,
коли полюс у точцi u = ip/k перетне шлях iнтеґрування. Проте iнте-
ґрал (14.28) залишиться аналiтичною функцiєю p, якщо деформувати
шлях iнтеґрування так, щоб цей полюс залишався вище його. Напри-
клад, аналiтичною функцiєю p буде iнтеґрал

I(p) =

∫
C(p)

du
ψ(u)

p+ iku
, (14.29)

де контур C(p) пролягає вздовж дiйсної осi при Re(p) > 0 i так, як по-
казано на Рис. 14.2, при Re(p) ≤ 0. Оскiльки при Re(p) > 0 iнтеґрали
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Im(u)

Re(u)

u=ip/k

Рис. 14.2: Контур C(p) в комплекснiй площинi для випадку Re(p) ≤ 0.

(14.28) та (14.28) є тотожнiми, другий є аналiтичним продовженням пер-
шого. Тому функцiї

N(p, k) =

∫
C(p)

du
gk(u)

p+ iku
, (14.30)

ε(p, k) = 1− i4πe
2

Mk

∫
C(p)

du
1

p+ iku

df0(u)

du
, (14.31)

є аналiтичними продовженнями функцiй (14.22) та (14.23) на всю ком-
плексну площину p за умови, що чисельники пiдiнтеґральних виразiв —
gk(u) та df0(u)/du—не мають особливостей у комплекснiй площинi u.

З рiвнянь (14.18) та (14.19) можна знайти образ функцiї розподiлу:

fkp(v) =
1

p+ iku

[
gk(v) + i

4πe2

Mk

N(p, k)

ε(p, k)

∂f0
∂u

(v)

]
. (14.32)

Як бачимо, вiн має додатковий полюс p = −iku. Йому вiдповiдають
коливання плазми, якi не збурюють електричне поле.

??? Хвилi Ван Кампена.

14.3 Дисперсiя плазмових коливань
Тепер перейдiмо до конкретного розрахунку частот коливань електронiв.

Щоб полегшити фiзичне розумiння отримуваних результатiв, споча-
тку знайдiмо розв’язок для граничного випадку k → 0. Розвиваючи в ряд
(p+iku)−1 пiд iнтеґралом у виразi для дiелектричнiй проникностi (14.31),
записуємо дисперсiйне рiвняння (14.27) у виглядi

1− i 4πe2

Mkp

∫ +∞

−∞
du

(
1− iku

p

)
df0(u)

du
= 0, (14.33)
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звiдки з урахуванням рiвнянь∫ +∞

−∞
du
df0(u)

du
= 0,

∫ +∞

−∞
du
df0(u)

du
u = −n0 (14.34)

отримуємо
p2 = −ω2

pe або ω = ±ωpe, (14.35)

де ωpe = (4πe2n0/M)1/2 —плазмова частота, знайома нам з роздiлiв 1 та
9. Отже, ми на новому рiвнi вiднайшли дисперсiю ленґмюрових коли-
вань (поки що ми зробили це грубiше, нiж у роздiлi 9, але ми зараз це
надолужимо).

Тепер виконаймо обрахунок дiелектричної проникностi ретельнiше.
Позаяк при k → 0 хвилi не гамуються в основному наближеннi (γ ≡
Re(p) = 0), здається розумним припустити, що декремент згасання γ є
малим у багатьох випадках (а нас i цiкавлять у першу чергу хвилi, якi
слабко гамуються i добре поширюються). Ми зосередимося саме на ви-
падку малого γ, тому нам буде зручно замiсть p ввести величину ω = ip
(яка згiдно з нашим розглядом вище має змiст частоти коливань) i при
обрахунку ε за рiвнянням (14.31) вважати цю величину дiйсною, а по-
тiм аналiтично продовжити знайдений вираз на довiльнi ω. Тодi полюс
u = ω/k в рiвняннi (14.31) лежить на дiйснiй осi u, тому iнтеґрування
вздовж контура, зображеного на Рис. 14.2, стає просто iнтеґруванням
уздовж дiйсної осi з обходом цього полюсу знизу. Це зветься правилом
iнтеґрування Ландау; фiзичний змiст цього правила ми обговоримо тро-
хи пiзнiше. Технiчно найпростiшим шляхом виконати цей обхiд полюсу
знизу є замiнити в пiдiнтеґральному виразi ω → ω+ i0. Тепер скористай-
мося формулою Сохоцького–Племеля∫ +∞

−∞
dx

f(x)

x− a± i0
= P

∫ +∞

−∞
dx

f(x)

x− a
∓ iπf(a), (14.36)

де P позначає iнтеґрал у сенсi головного значення.1 Тодi рiвняння (14.31)
набуває вигляду

ε(ω, k) = 1 +
4πe2

Mk
P
∫ +∞

−∞
du

1

ω − ku
df0(u)

du
− i4π

2e2

Mk2
df0(u)

du

∣∣∣∣
u=ω/k

. (14.37)

1На мовi узагальнених функцiй формулу Сохоцького–Племеля часто записують у
виглядi

1

x− a± i0
= P 1

x− a
∓ iπδ(x− a),

де δ(x)—функцiя Дiрака.
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У випадку максвеллового розподiлу електронiв (14.25) рiвняння (14.37)
приводиться до вигляду

ε(ω, k) = 1 +
2ω2

pe

k2v2T
[1 + αZ(α)] , (14.38)

де α = ω/(kvT ), Z — спецiальна функцiя

Z(α) =
1√
π
P
∫ +∞

−∞
dξ

exp(−ξ2)
ξ − α

+ i
√
π exp(−α2). (14.39)

що має усталену назву «плазмова дисперсiйна функцiя». Аналiз асим-
птотичних властивостей цiєї функцiї наведено в додатку Е.

Найцiкавiшим для нас буде випадок ω � kvT . Тодi для Z(α) мо-
жна скористатись наближенням (Е.5). Пiдставляючи рiвняння (14.37) та
(Е.5) в дисперсiйне рiвняння (14.27), ми отримуємо дисперсiю коливань
у виглядi

1−
ω2
pe

ω2

(
1 +

3

2

k2v2T
ω2

)
+ i
√
π
ωω2

pe

k3v3T
exp

(
− ω2

k2v2T

)
= 0. (14.40)

У випадку, що розглядається, другий доданок у дужках та останнiй дода-
нок є малими в порiвняннi з рештою. Вiдкинувши їх, ми знову отримуємо
ω = ωpe. Тепер ми можемо вжити метод послiдовних наближень i замi-
нити ω на ωpe в малих доданках. Крiм того, для нас буде важливо знати
дiйсну та уявну частини частоти, тому ми покладаємо ω = ωr − iγ; вар-
то зазначити, що γ є декрементом згасання хвилi. Розглянувши окремо
дiйсну та уявну частини рiвняння (14.40), отримуємо такий остаточний
вираз для дисперсiї ленґмюрових коливань:

ω2
r = ω2

pe +
3

2
k2v2T = ω2

pe(1 + 3k2ρ2De), (14.41)

γ =
√
π
ω4
pe

k3v3T
exp

(
ω2
r

k2v2T

)
=

√
π

8

ωpe
k3ρ3De

exp

(
ω2
r

k2v2T

)
, (14.42)

де ρDe = T 1/2/(4πe2n0)
1/2 —радiус дебаєвого екранування електронами

(див. роздiл 1).
Як бачимо, отримана нами дисперсiя ленґмюрових коливань (14.41)

вiдтворює ту, яку ми отримали в рамках двоплинної МГД (див. рiвняння
(14.41)). Зазначимо, що цю дисперсiю було вперше отримано Власовим
у 1938 роцi з застосуванням кiнетичного, а не гiдродинамiчного пiдходу.
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14.4 Згасання Ландау
Декремент згасання, що мiститься в рiвняннi (14.42), був отриманий Лан-
дау у 1946 р. Повернувшись до виведення рiвняння (14.40), можна поба-
чити, що його уявна частина виникає завдяки наявностi пiд iнтеґралом
у рiвняннi (14.31) полюса u = ω/k i, отже, є внеском резонансних части-
нок — частинок, що рухаються зi шидкiстю, приблизно рiвною фазовiй
швидкостi хвилi. Таке згасання хвилi на резонансних частинках дiстало
назву «згасання Ландау». Оскiльки згасання Ландау здiйснюється через
подiї, що вiдбуваються з вузькою групою резонансних частинок, немо-
жливо (принаймнi, дуже важко) вивчати його в рамках гiдродинамiчно-
го пiдходу. Як ми зараз побачимо, фiзичний механiзм цього згасання не
є специфiчним для ленґмюрових коливань; згасання Ландау зазнають
будь-якi хвилi в плазмi. До того ж, цей механiзм становить неабиякий
iнтерес у теоретичному аспектi, тому варто придiлити йому трохи уваги.

Перш за все, звернiмо увагу на те, що наша модель плазми не мiстить
зiткнень, тому дисипацiя — перетворення енергiї впорядкованого руху в
теплову енергiю— є неможливою. Тому виникає природне питання: яким
чином плазма може вiдбирати енергiю у хвилi?

Розгляньмо енергетику взаємодiї резонансних частинок iз хвилею у
системi вiдлiку, що рухається з хвилею. У цiй системi потенцiал хвилi
не залежить вiд часу: Φ = −Φ0 cos(kx) (знак вибрано з мiркувань зру-
чностi; ми вважатимемо, що Φ0 > 0, i при цьому матимемо потенцiальну
яму в точцi x = 0). Частинки з невеликою швидкiстю вiдносного руху
w = u−vph можуть бути захопленими в полi хвилi (див. пiдроздiл 5.1); по-
близу x = 0 такi частинки займають iнтервал швидкостей −wt < w < wt,
де wt = 2(eΦ0/M)1/2. Добiгаючи до потенцiальної стiнки, частинка вiдби-
вається. Пiсля повернення до областi x ≈ 0 ї ї швидкiсть у лабораторнiй
системi змiниться з vph + w на vph − w, тому її кiнетична енергiя в ла-
бораторнiй системi змiниться на −2Mvphw. Отже, хвиля додає енергiї
захопленим частинкам, що рухаються повiльнiше за неї, i вiднiмає її в
швидших за неї.

Оцiнiмо спочатку енергiю хвилi (W ), а потiм енергiю, яка вiдбира-
ється вiд хвилi за одиницю часу через зiткнення електронiв з потен-
цiальними стiнками. Середня питома енергiя електричного поля хвилi
дорiвнює W = E2/(16π), де E = kΦ — амплiтудне значення електрично-
го поля, ??? Кiлькiсть зiткнень електрона зi стiнками за одиницю часу,
можна оцiнити як ∼ w/λ, де λ = 2πvph/ω—довжина хвилi (ми нехтує-
мо тут задля простоти як змiною швидкостi частинки, так i вiдмiннстю
вiдстанi мiж бар’єрами вiд λ). Енергiю, яка вiдбирається вiд хвилi через
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цей процес за одиницю часу, можна оцiнити як

dW

dt
∼ −2

∫ wt

−wt

dw Mvph
w2

λ
f0(vph + w) = −Mω

π

∫ wt

−wt

dw w2f0(vph + w).

(14.43)
Розвинувши

f0(vph + w) ≈ f0(vph) +
∂f0
∂u

w (14.44)

i зiбравши всi оцiнки докупи, отримуємо ??? Отже, ми бачимо, що за по-
рядком величини рiвняння (14.42) вiдтворюється з досить простих енер-
гетичних мiркувань (не варто було очiкувати, що ми зможемо правильно
отримати числовий коефiцiєнт при такому рiвнi розгляду).

Звiдси можна зробити висновок, що в енергетичному механiзмi зга-
сання Ландау немає нiчого характерного саме для цих коливань. Для
того, щоб хвиля зазнавала згасання на заряджених частинках, захопле-
них у резонансi з хвилею, потрiбна лише наявнiсть таких частинок (а
уявити ситуацiю, коли таких частинок немає зовсiм, майже неможливо)
i певний знак похiдної вiд функцiї розподiлу в резонансi. Тому згасання
Ландау є дуже поширеним явищем: не буде перебiльшенням сказати, що
майже завжди майже кожна хвиля в плазмi зазнає такого згасання на
однiй з популяцiй заряджених частинок, хоча його iнтенсивнiсть може
бути рiзною.

Наприклад, повiльна магнiтозвукова хвиля (ПМХ), що ми її розгля-
дали в роздiлi 8, фактично, може поширюватись лише в неiзотермiчнiй
плазмi, в якiй Te � Ti. Дiйсно, якщо плазма є iзотермiчною (Te = Ti), то
фазова швидкiсть ПМХ є близькою до vT i, тому є велика кiлькiсть йонiв,
якi знаходяться в резонансi з нею. Через це декремент згасання Ландау
має порядок частоти (хвиля поглинається на вiдстанi порядку довжини
хвилi). Якщо ж електрони є в кiлька разiв гарячiшими вiд йонiв, то саме
вони визначають тиск плазми та величину швидкостi звуку cS, яка й є
фазовою швидкiстю ПМХ. Через це в резонансi з хвилею опиняються
йони хвоста максвеллового розподiлу, яких у багато разiв менше. Тому
ПМХ в цьому випадку цiлком може поширюватись.

Що ж стосується ленґмюрових хвиль, згасання Ландау, по сутi, до-
зволяє поширення цих хвиль лише за умови ω − ωpe � ωpe. Справдi, з
рiвняння (14.42) випливає, що якщо k & ω/vTe, то γ ∼ ω i хвиля не може
поширюватись. Тому k � ω/vTe, а отже частота хвилi не може сильно
вiдрiзнятись вiд ωpe.

Фiзичний змiст правила обходу Ландау: (а) принцип причинностi; (б)
модельний оператор зiткнень.
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Згасання Ландау i явища в неперервному спектрi хвиль Ван Кампена.
???

Роль зiткнень
Рисунок: змiна енергiї частинок залежно вiд форми функцiї розподi-

лу. Iдея плазмо-струменевої нестiйкостi.
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Роздiл 15

Альфвенiв континуум та
альфвеновi власнi моди

Розгляньмо альфвеновi хвилi в неоднорiднiй плазмi, взявши як приклад
пiнч з продольним полем. Довжину покладемо скiнченною, L = 2πR.
Нам знадобляться граничнi умови для хвилi. На торцях ми поставимо
граничнi умови перiодичностi:

f̃(z = 0) = f̃(z = 2πR). (15.1)

Така гранична умова спрощує аналiз; крiм того, це є певним наближе-
нням до тороїдальної геометрiї (токамака чи стеларатора): цилiндр ми
вже замкнули на себе — з погляду топологiї це вже є тор, але кривини
магнiтної осi ще нема, i цилiндричну симетрiю не порушено. Тодi нам
буде зручно користатися замiсть z «кутовою» координатою ϕ = z/R—
яка ж перiодичнiсть без кута?

Спроба вгадати спектр до обчислень.
З викладеного при аналiзi рiвноваги зрозумiло, що силовi лiнiї «на-

мотуються» на цилiндричнi поверхнi r = const. Оскiльки i поздовжнє
поле, i азимутальне поле, створене поздовжнiм струмом, є присутнiми,
сидловi лiнiї є спиралями. У фiзицi тороїдальної плазми дуже важливу
роль вiдiграє величина

ι(r) =
Bθ

Bφ
. (15.2)

У теорiї стелараторiв вона має усталену, хоч i невдалу назву «обертальне
перетворення» (“rotational transform”). У теорiї токамакiв обернена вели-
чина q = ι−1 так само невдало зветься «коефiцiєнтом запасу стiйкостi»
або просто «запасом стiйкостi» (“safety factor”). Обидвi назви мають пев-
нi iсторичнi причини для появи, але для того, щоб їх пояснити, потрiбнi
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були б два невеличкi оповiдання. Насправдi ι(r) є показником топологi-
чної структури силових лiнiй на данiй магнiтнiй поверхнi. Щоб зрозумiти
це, треба записати рiвняння силової лiнiї dx/dl = B/B у координатному
представленнi:

dθ

dφ
=
B · ∇θ
B · ∇φ

=
Bθ

Bφ
= ι(r). (15.3)

Отже, ι(r) показує те, скiльки разiв силова лiнiя обiйде навкруги тора
в азимутальному напрямi за один прохiд вздовж нього. На тих поверх-
нях, де ι(r) = n/m є рацiональним числом, силова лiнiя замикається на
себе, зробивши n циклiв по координатi θ i m циклiв — по φ. Рацiональнi
поверхнi з малими номерами n та m вiдiграють особливу роль в теорiї гi-
дромагнiтних нестiйкостей з причин, якi буде пояснено згодом; топологiя
магнiтного поля має значення. На поверхнях, на яких ι(r) є iррацiональ-
ним, силова лiнiя нiколи не замикається, обмотуючи магнiтну поверхню
до нескiнченностi.

Оскiльки ми примудрилися утворити тор, не порушивши цилiндри-
чної симетрiї, ми не втратили змогу роздiляти просторовi змiннi i можемо
шукати збурення у виглядi

X̃(r, θ, φ, t) = X̂(r) exp(−iωt+ imθ − inφ), (15.4)

де X —довiльна величина, що характеризує хвилю (вибiр знакiв перед
доданками всерединi експоненти не має глибокого змiсту i визначається
звичкою або традицiєю, тобто колективною звичкою). Тодi ми маємо:

∇‖X̃ =
1

B
(Bθ∇θ +Bφ∇φ)X̃ = ik‖X̃, (15.5)

де k‖ = [mι(r)−n]/R— вираз для поздовжнього хвильового числа в нашiй
геометрiї.

Отже, намагаємося зрозумiти нарештi, яким є спектр МГД-хвиль.
Якщо розглянути формулу ω = k‖vA для дисперсiї альфвенової хвилi,
то обидва множники в її правiй частинi, взагалi кажучи, залежать вiд r:
k‖ —через залежнiсть ι(r), а vA —через залежнiсть густини плазми та B.
Альфвеновi хвилi бiжать уздовж силових лiнiй — отже, вздовж кожної
поверхнi окремо. Отже, виникає неперервний спектр частот ω = ωA(r) =
k‖(r)vA(r), пов’язаних iз кожною магнiтною поверхнею окремо. Як буде
видно нижче, хоча нашi мiркування були дуже нестрогими, отримана
вiдповiдь є правильною. Альфвеновi хвилi в розглянутiй конфiґурацiї
дiйсно мають неперервний спектр, що обiймає iнтервал, у якому змiню-
ться ωA(r) при змiнi r вiд нуля до границi плазми. Те саме вiдбувається
для повiльного магнiтного звуку, який теж поширюється лише вздовж
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силових лiнiй; його неперервний спектр обiймає iнтервал, у якому змi-
нюється ωS(r) = k‖(r)cS(r).

Перш нiж перейти до бiльш строгого розгляду, варто вiдзначити, що
факт наявностi цього неперервного спектру (альфвенового континууму)
ставить магнiтну гiдродинамiку в особливе положення. Неперервнi спе-
ктри в квантовiй механiцi, акустицi, оптицi тощо завжди пов’язанi з
необмеженим поширенням хвилi. Обмеженiсть областi поширення пере-
творює спектр на дискретний. Як ми скоро остаточно переконаємося,
в iдеальнiй магнiтнiй гiдродинамiцi можливi неперервнi спектри хвиль
у системi скiнченного об’єму. Причиною цього є наявнiсть хвиль (аль-
фвенових та повiльних звукових), якi поширюються лише в напрямку
магнiтного поля i, отже, на кожнiй силовiй лiнiї окремо.

Тепер проведiмо строгий аналiз. Рiвняння МГД в неоднорiднiй плазмi
дуже складнi у порiвняннi з тими рiвняннями, якi ми змогли проаналi-
зувати вище. Тому ми почнемо з виведення редукованого рiвняння, яка
описує лише альфвеновi хвилi. Така редукцiя є можливою не завжди.
Для цього необхiдно, щоб частоти цих хвиль сильно вiдрiзнялися вiд
частот магнiтозвукових хвиль. Якщо це не так, додатковi доданки, що
з’являються в рiвняннях МГД у випадку неоднорiдної плазми можуть
сильно зачепити мiж собою хвилi рiзних типiв; коливання такої системи
може бути взагалi неможливо вписати в просту схему «альфвеновi хвилi
та два рiзновиди магнiтного звуку».

Щоб роздiлити частоти рiзних гiлок, ми, по-перше, припустимо, що
тиск плазми є нульовим (цей випадок часто називають випадком холо-
дної плазми). Окрiм спрощення системи, це веде до того, що cS = 0,
тому повiльнi хвилi мають нульову частоту i, отже, вiддiлилися по ча-
стотi вiд решти хвиль. По-друге, ми припускаємо, що цилiндр є тонким
ε ≡ a/R � 1 i при цьому ι ∼ 1. Тодi альфвеновi хвилi мають частоти
k‖ ≈ (mι− n)/R ∼ 1/R (тут ми припустили, що m та n є не надто вели-
кими, m ∼ n ∼ 1). З iншого боку, за таких припущень k⊥ ∼ 1/a � k‖,
бо силовi лiнiї є кут мiж силовими лiнiями нашої конфiґурацiї та вiс-
сю цилиндра є малим, ∼ ε.1 Тодi характерну частоту альфвенової хвилi
ωAW можна порiвняти з характерною частотою швидкої магнiтозвукової
хвилi ωFMW таким чином:

ωAW ∼ k‖vA ∼ εkvA ∼ εωFMW. (15.6)

Отже, частоти всiх гiлок добре роздiляються. Вiдповiдно, ми робимо при-
пущення, що ω . vA/R. Зазначимо, що такий набiр припущень досить

1Уважний читач може помiтити, що ця оцiнка не працює для хвиль з m = 0; ми
не будемо розглядати такi хвiлi.
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часто застосовується при розглядi альфвенових хвиль у токамаках та
стелараторах.

Ще одним наслiдком наших припущень є те, що магнiтне поле слабко
змiнюється в просторi. Дiйсно, азимутальне поле (Bp), яке змiнює напрям
на малiй вiдстанi ∼ r, є вiдносно малим порiвняно з поздовжнiм полем
BT : Bp = rBθ = rιBφ ∼ ειBT . У той же час, як поздовжнє поле, так i
модуль поля змiнюються дуже слабко: з рiвняння (3.12) видно, що

dB

dr
=
ι2r

R2
BT ∼ ε2

B

r
; (15.7)

скориставшись рiвнянням B2
T = B2 − B2

p , аналогiчну оцiнку неважко
отримати для BT .

Для отримання рiвняння альфвенових хвиль ми скористаємося про-
цедурою, основнi аспекти якої було запропоновано в роботах (Rosenbluth
& Rutherford, 1975; Coppi et al., 1988). Ми починаємо з того, що пока-
жемо, що завдяки нашому припущенню про частоту хвилi модуль магнi-
тного поля майже не збурюється, тобто B̃‖ � B̃⊥ (що вiдповiдає нашому
уявленню про вiдмiннiсть альфвенової хвилi вiд швидкої магнiтозвуко-
вої). Ми виходимо з лiнеаризованих рiвнянь (8.1) та (8.2) (рiвняння для
тиску нам не потрiбне). Нам буде зручно перейти вiд швидкостi до ве-
личини ξ = iv/ω— змiщення плазми вiд рiвноважного положення. Тодi
рiвняння (8.2) набуває вигляду

B̃ = (B0 · ∇)ξ⊥ − (ξ⊥ · ∇)B0 −B0(∇ · ξ⊥). (15.8)

Оцiнiмо доданки цього рiвняння. Перший доданок можна оцiнити як
∼ B0k‖ξ⊥ ∼ εB0ξ⊥/r. Другий доданок дає внесок ∼ ε2B0ξ⊥/r у поздов-
жню компоненту i ∼ εB0ξ⊥/r— у поперечну завдяки слабкiй просторовiй
залежностi рiвноважного магнiтного поля. Третiй доданок дає внесок
лише в B̃‖, його можна апрiорi оцiнити як ∼ B0ξ⊥/r, але ми зараз по-
кажемо, що вiн є значно меншим. Для цього переходимо до рiвняння
руху (8.1). Тотожнiми перетвореннями його можна переписати у виглядi

∇(4πp̃+B0B̃‖) = 4πρ0ω
2ξ +B0∇‖B̃ + (B̃ · ∇)B0 (15.9)

(оскiльки це рiвняння отримується тотожнiм перетворенням, тиск пла-
зми в ньому тимчасово збережено). Лiва частина є варiацiєю повного
тиску, яка дорiвнює нулю в «класичнiй» альфвеновiй хвилi. Покажемо,
що поперечна складова правої частини є малою. Перший доданок для
хвиль в альфвенiвському дiапазонi частот оцiнюється як ∼ ω2B2

0ξ⊥/v
2
A ∼

ε2B2
0ξ⊥/r

2, де ми скористалися оцiнкою (15.6). Таку само оцiнку ми отри-
муємо для двох iнших доданкiв: для другого — завдяки малостi k‖ та B̃⊥,
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а для третього — завдяки малостi B̃⊥ та Bp. Отже, варiацiя повного тиску
є слабкою, i в цьому вiдношеннi нашi хвилi зберегли певну подiбнiсть до
альфвенових хвиль в однорiдному прямому магнiтному полi. Нарештi,
нагадаю, що ми розглядаємо холодну плазму, i тому рiвняння (15.9) дає
нам таку оцiнку: B̃‖ ∼ ε2B0ξ⊥/r. Тобто, B̃‖ є малим. Якщо ж тепер зга-
дати нашi оцiнки доданкiв рiвняння (15.8), то можна зробити висновок,
що для цього треба, щоб малим було й поперечне стиснення плазми,
∇ · ξ⊥. Усе це вiповiдає властивостям класичної альфвенової хвилi з тою
вiдмiною, що все, що в класичному випадку є нульовим, у нас є малим.

Нам буде зручно описувати електромагнiтне поле хвилi через вектор-
ний потенцiал Ã та скалярний потенцiал Φ̃. Одну з компонент Ã можна
завжди покласти рiвною нулю вибором калiбровки. Те, що B̃‖ ≈ 0, дає
ще одну умову на векторний потенцiал. У простому випадку B0 = const
потенцiал у виглядi Ã = A‖b завжди дає суто поперечне поле хвилi:

B̃ = ∇× (A‖b) = −b×∇A‖; (15.10)

якщо згадати, що ∇ · B̃⊥ = 0, неважко довести, що так можна задати
довiльне збурене поле з B̃‖ = 0. Покажемо, що в нашому полi калiбровка
Ã⊥ = 0 теж є сумiсною з тим, що ми знаємо про поляризацiю хвилi.
Дiйсно,

B̃ = ∇×
(
A‖
B0

B0

)
= −B0 ×∇

A‖
B0

+
4π

c

A‖
B0

j0. (15.11)

Тiльки другий доданок дає внесок у поздовжню компоненту, але вiн має
порядок ε у порiвняннi з першим, що можна побачити, якщо оцiнити
поздовжнiй струм:

j0‖ =
B0φj

φ
0 +B0θj

θ
0

B0

=
R2

0B
φ
0

B0

(jφ0 + ε2ιjθ0) ≈ c

4πr

[
d

dr
(r2ιBφ

0 )− r2ιdB
φ
0

dr

]
≈ c

4π

B0

rR0

d

dr
(r2ι) ∼ cB0

4πR0

. (15.12)

Отже, вибраний потенцiал робить поздовжню компоненту поля малою.
Тодi поперечне поле є в основному порядку бездiверґентним i, отже, на-
ведене твердження про можливiсть описати таким потенцiалом довiльне
поперечне поле є в основному порядку правильним.

Тепер ми вiзьмемо рiвняння замикання струмiв

∇ · j̃ = ∇ · j̃⊥ +B0∇‖

(
j̃‖
B0

)
= 0, (15.13)
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яке прямо випливає з закону Ампера (2.2), пiдставимо в нього попере-
чний струм з рiвняння руху та поздовжнiй струм iз закону Ампера i
зведемо всi змiннi до Φ̃. Отримане рiвняння й буде рiвнянням альфвено-
вих коливань у нашiй конфiґурацiї.

Почнiмо з поздовжнього струму:

j̃‖ =
c

4πB0

B0 · (∇× B̃) =
c

4πB0

∇ · (B̃ ×B0) +
1

B0

j0 · B̃, (15.14)

де ми скористалися тотожнiстю (А.4). Останнiй доданок цього рiвнян-
ня є малим. Справдi, перший доданок можна оцiнити як ∼ ck⊥B̃⊥ ∼
cB̃⊥/r. Оскiльки рiвноважний струм за вiдсутностi тиску не має попе-
речної складової [див. рiвняння (3.16)], а його поздовжня складова дає-
ться рiвнянням (15.12), другий доданок оцiнюється як ∼ cB̃‖/(4πR0) ∼
ε2cB̃⊥/(4πr). Пiдставляючи рiвняння (15.11) в перший доданок рiвнян-
ня (15.14) i нехтуючи другим, отримуємо:

j̃‖ = − c

4πB0

∇ ·
(
B2

0∇⊥
A‖
B0

)
. (15.15)

Щоб отримати поперечний струм, векторно домножаємо рiвняння ру-
ху на B0:

j̃⊥ =
ρ0ω

2c

B2
0

ξ ×B0 +
j0‖
B0

B̃ −
B̃‖
B0

j̃0. (15.16)

Нехтуючи доданком, що мiстить B̃‖ i виражаючи B̃ з рiвняння (15.11),
записуємо останнє рiвняння у виглядi:

j̃⊥ =
ρ0ω

2c

B2
0

ξ ×B0 +
j0‖
B0

∇×
(
A‖
B0

B0

)
. (15.17)

Щоб звести всi змiннi до скалярного потенцiалу, лiнеаризуємо закон
Ома (2.7), поклавши провiднiсть нескiнченною:

iω

c
Ã−∇Φ̃ +

iω

c
B0 × ξ = 0. (15.18)

Скалярний та векторний добуток цього рiвняння з B0 дає змогу вирази-
ти вiдповiдно A‖ та ξ через Φ̃:

A‖ = −ic
ω
∇‖Φ̃, (15.19)

ξ =
ic

ωB2
0

B0 ×∇Φ̃. (15.20)
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Пiдставляючи рiвняння (15.15), (15.17), (15.19) та (15.20) в рiвняння
(15.13), отримуємо:

ω2∇ ·
(

1

v2A
∇⊥Φ̃

)
+B0∇‖

[
1

B2
0

∇ ·

(
B2

0∇⊥
∇‖Φ̃
B0

)]

− 4π

c
∇
j0‖
B0

· ∇ ×

(
∇‖Φ̃
B0

B0

)
= 0. (15.21)

Оце i є редуковане МГД-рiвняння, яке описує лише альфвеновi колива-
ння. Тi, кого зацiкавить виведення повнiшої системи рiвнянь, яка опи-
сує альфвеновi та повiльнi хвилi в плазмi з тиском у реалiстичнiшiй то-
роїдальнiй геометрiї можуть подивитися роботи (Fesenyuk et al., 2002;
Eremin & Könies, 2010). Пiдставляючи в рiвняння (15.21) потенцiал хви-
лi у виглядi (15.4), ми зводимо рiвняння альфвенової хвилi до звичайного
диференцiйного рiвняння:

1

r

d

dr

[
r

(
ω2

v2A
− k2‖

)
dΦ̂

dr

]
− m2

r2

(
ω2

v2A
− k2‖

)
Φ̂ +

2mk‖
rR0

dι

dr
Φ̂ = 0. (15.22)

Тут варто нагадати, що таке є спектр оператора (детальнiше про це
можна прочитати в будь-якому пiдручнику з функцiонального аналiзу).
Хай Â—лiнiйний оператор у лiнiйному просторi зi скалярним добутком.
Розгляньмо рiвняння

Âx− λx = f, (15.23)

де λ—число, x та f — елементи (вектори) цього простору. Тодi спектром
оператора Â звeться множина чисел λ, для яких рiвняння не розв’язується
однозначно (не має розв’язкiв або має їх нескiнченно багато). Зокрема,
до спектру належать усi власнi значення оператора. Справдi, хай λ є
власним значенням, а xλ — вiдповiдним власним вектором. Тодi, якщо
iснує є розв’язок y (що не гарантовано), то всi комбiнацiї x+ cy для до-
вiльних чисел c також є розв’язками. Множина власних значень зветься
дискретним спектром оператора. У курсах лiнiйної алгебри доводиться
теорема, що спектр лiнiйного оператора (матрицi) у скiнченновимiрному
просторi складається лише з власних значень.

Проте спектри операторiв в нескiнченновимiрних просторах можуть
мiстити частини, якi не складаються з власних значень — неперервнi спе-
ктри або континууми. Розгляньмо простих приклад. Оператор Ây(x) =
xy(x) має неперервний спектр. Власних функцiй немає (є, але поганi).
Оператор iмпульса при нульовому потенцiалi (зводиться до попередньо-
го в iмпульсному просторi).
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Неперервний спектр рiвняння (15.22) — частоти, при яких коефiцiєнт
при старшiй похiднiй зануляється. Розв’язки рiвняння є логарифмiчно
синґулярними бiля точки локального альфвенового резонансу, ω = k‖vA.
Тому вони мають нескiнченну енергiю i є нефiзичними. Отже, наївний
пiдхiд дав правильну вiдповiдь. Тут нема нiчого нового: «хвилi» непе-
рервного спектру в квантовiй механiцi мiстять нескiнченну кiлькiсть ча-
стинок i теж є нефiзичними.

15.1 Iншi приклади неперервних спектрiв
Розгляньмо течiю нестисної рiдини.

dv

dt
= −p/ρ, (15.24)

∇ · v = 0. (15.25)

З останнього рiвняння для двовимiрної (у площинi xy) течiї випливає
iснування функцiї потоку ψ такої, що vx = ∂ψ/∂y, vy = −∂ψ/∂x. Тодi
z-компонента рiвняння (15.24) дає

d

dt
∆ψ = 0. (15.26)

Хай рiвноважна швидкiсть течiї v0 є направленою вздовж осi y i за-
лежить вiд x: v0x = 0, v0y = u(x). Лiнеаризуючи рiвняння (15.26), отри-
муємо (

∂

∂t
+ u(x)

∂

∂y

)
∆ψ̃ =

d2u

dx2
∂ψ̃

∂y
. (15.27)

Поклавши тепер збурення перiодичним за змiнними y та t, ψ̃ = ψ̂ exp(−iωt+
iky), отримуємо рiвняння Релея:

ψ̂′′ − k2ψ̂ +
ku′′

ω − ku
ψ̂ = 0. (15.28)

Теорема Релея2 стверджує, що це рiвняння не має нестiйких розв’язкiв
за вiдсутностi точок перегину u. Доведiмо її. Помноживши рiвняння (15.28)
на ψ̂∗ i вiднявши комплексно спряжену величину, отримуємо

dW

dx
=

Im(ω)k2u′′

|ω − ku|2
|ψ̂|2. (15.29)

2Правильнiше було б Рейлi (в оригiнальнiй орфографiї — Rayleigh).
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де

W =
ik

2

(
ψ̂
dψ̂∗

dx
− ψ̂∗dψ̂

dx

)
(15.30)

є дiйсною величиною. Якщо потiк рiдини обмежений твердими стiнками,
скажiмо, при x = ±a, то ψ̂(±a) = vx(±a)/(ik) = 0, звiдки W (±a) = 0.
Iнтеґрування рiвняння (15.29) дає

W |a−a = Im(ω)k2
∫ a

−a
dx

u′′

|ω − ku|2
|ψ̂|2 = 0. (15.31)

У тому разi, коли u′′ не змiнює знак, iнтеґрал не може дорiвнювати нулю,
отже Im(ω) = 0. Це й доводить неiснування нестiйких коливань.

Тепер введiмо нову залежну змiнну Ψ = ψ̂/(ω − ku). Рiвняння Ре-
лея (15.28) набуває вигляду

d

dx

[
(ω − ku)2

dΨ

dx

]
− k2(ω − ku)2Ψ = 0 (15.32)

i стає дуже подiбним до рiвняння (15.22). Неперервний спектр, що скла-
дається з частот ω = ku(x), −a ≤ x ≤ a.

Множення цього рiвняння на Ψ∗ з наступним iнтеґруванням дає∫ a

−a
dx (ω − ku)2

(∣∣∣∣dΨ

dx

∣∣∣∣2 + k2|Ψ|2
)

= 0. (15.33)

Очевидно, що це рiвняння не може виконуватися, якщо u залежить вiд
x.

Отже, власних розв’язкiв з Im(ω) 6= 0 немає, розв’язкiв з Im(ω) = 0 —
теж немає.

???
Неiснування стiйких коливань поза континуумом.
Хвилi Ван Кампена

15.2 Явища в неперервному спектрi
Аналогiя з рiвняннями Релея та Орра-Зоммерфельда.

Оскiльки неможливо розвинути початкове значення в ряд власних
функцiй, треба розв’язувати задачу з початковими умовами замiсть за-
дачi на власнi значення. Модельне рiвняння: неоднорiдна адвекцiя

∂f

∂t
+ vA(x)

∂f

∂z
= τ

∂2f

∂x2
. (15.34)
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Якщо вимкнути дисипацiю (τ = 0), рiвняння має неперервний спектр.
У цьому випадку рiвняння легко розв’язується аналiтично методом ха-
рактеристик. Узявши початкову умову, що є гармонiчною по z, а саме,
f(t = 0) = f0(x) cos(kz), отримуємо

f = f0(x) cos[kz − kvA(x)t]. (15.35)

Можна побачити, що при еволюцiї вiдбувається подрiбнення прострового
масштабу в напрямку x через те, що хвилi в сусiднiх точках x розбiга-
ються по фазi. Найпростiше побачити це, якщо взяти f0(x) = const i
vA(x) = α + βx:

f = f(x) cos(kz − kαt− kβtx). (15.36)

Неекспоненцiйне стишення хвилi ∼ t−1. Варiант 1: iнтеграл за x.
Варiант2: стишення потенцiалу , якщо f — це електричне поле.
Надекспоненцiйне стишення внаслiдок зiткнень (при τ 6= 0). Шукаємо

розв’язок у виглядi

f = f0(x, t) cos(kz − kαt− kβtx). (15.37)

На великих часах, коли можна знехтувати ∂2f0/∂x2 у порiвняннi з t2k2v′2A ,
отримуємо

f0 = C(x) exp(−σt3), σ =
1

3
τk2β2. (15.38)

Як зреагує система на спробу збудити її на частотi з неперервного
спектру? Континумне гамування. Енергiя стягується до точки локаль-
ного резонансу й акумулюється там— там є резервуар з нескiнченною
мiсткiстю. При наявностi дисипацiї в резервуарi є «дiрочка», тодi рi-
вень коливань бiля точки резонансу є скiнченним, але на iнтенсивнiсть
поглинання енергiї резонансом це не вплине. Зi схожою ситуацiєю ми
зустрiчалися, коли розглядали гамування Ландау.

15.3 Альфвеновi власнi моди
Загадкова ситуацiя: ω = k‖vA визначає частоти, на яких хвилю не можна
(!) збудити. А де можна?

Розв’язок бiля мiнiмуму континууму: Зведення до рiвняння Шредi-
нґера. Альфвенова власна мода як стояча хвиля. Це означає, що в нео-
днорiднiй плазмi альфвеновi хвилi переносять енергiю також i поперек
силових лiнiй (а не тiльки вздовж, як в однорiднiй).
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15.4 Iншi типи альфвенових хвиль
Може здатися, що альфвеновi хвилi дуже важко збудити, оскiльки сто-
ячi хвилi виникають лише за певних умов. Ефекти поза iдеальною МГД
(зокрема, iнерцiя електронiв) додають у дисперсiйне рiвняння малi до-
данки, якi, проте, уможливлюють поширення поперек силових лiнiй («кi-
нетичнi» альфвеновi хвилi). Кiнетичнi альфвеновi хвилi спостерiгаються
в космосi (зокрема, вже майже доведено, що саме вони нагрiвають коро-
ну Сонця, так що вона стає гарячiшою за фотосферу). Проте, з iншого
боку, всi ефекти iдеальної моделi, про якi розповiдалося, теж є спосте-
реженою реальнiстю.

Чутливiсть до геометрiї означає великi можливостi для дiагностики
(«МГД-спектроскопiя», Гудблуд).
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Роздiл 16

Нелiнiйна теорiя хвиль

16.1 Розпади хвиль
Розгляньмо сукупнiсть хвиль з полем Ek ∝ exp(ik ·r− iωkt) та густиною
енергiї Ek. Вводимо кiлькiсть хвиль Nk: Ek = Nkωk i вiдповiдну компле-
ксну амплiтуду ak: Nk = |ak|2. Змiна амплiтуда одної хвилi описується
рiвнянням

∂Ek
∂t

= −E∗k · jextk, (16.1)

де jextk — струм зовнiшнього джерела збудження. Зараз ми вважатиме-
мо, шо jextk — це дiя iнших хвиль, яка виникає через нелiнiйнi ефекти.
Найпростiшою можливою ситуацiєю є збудження двома iншими хвилями
(хоча можливе й збудження трьома, чотирма тощо). Отже, ми вважати-
мемо, що jextk ∝ ak′ak′′ , де k′ та k′′ — хвильовi числа двох iнших мод.
Тому ми покладаємо:

∂ak
∂t

=
∑
k′,k′′

Vk,k′,k′′ak′ak′′ exp[−i(ωk−ωk′−ωk′′)t+ i(k′+k′′−k) ·r]. (16.2)

Якщо тепер усереднити це рiвняння на часах, що перевищують перiоди
хвиль, що беруть участь у процесi взаємодiї, то ненульова змiна амплi-
туди хвилi створюватиметься лише тими доданками, якi задовольняють
правила вiдбору:

k = k′ + k′′, (16.3)

ωk = ωk′ + ωk′′ . (16.4)

Таким чином,

∂ak
∂t

=
∑

k=k′+k′′, ωk=ωk′+ωk′′

Vk,k′,k′′ak′ak′′ (16.5)
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Матричнi елементи Vk,k′,k′′ мають певнi властивостi симетрiї, якi мо-
жна довести, розглянувши нелiнiйну дiелектричну проникнiсть плазми
(див., напр., пiдручник Ситенко та Мальнєва). Тут ми обмежимось тим,
що отримаємо деякi з цих властивостей, скориставшись збереженням
енергiї ти iмпульсу хвиль.

Розгляньмо нелiнiйну поведiнку трихвильової системи

ωk ≡ ω1, ωk′ ≡ ω2, ωk′′ ≡ ω3. (16.6)

Для визначености нехай ω1 > ω2 ≥ ω3 > 0, причому

ω1 = ω2 + ω3, k1 = k2 + k3. (16.7)

Еволюцiя амплiтуд зводиться до рiвнянь

∂a1
∂t

= V1a2a3, (16.8)

∂a2
∂t

= V2a1a
∗
3, (16.9)

∂a3
∂t

= V3a1a
∗
2, (16.10)

де V1 = Vk,k′,k′′ , V2 = Vk′,k,−k′′ , V3 = Vk′′,k,−k′ .
Зсуваємо фазу: a1 → exp(iφ1)a1, V2 → exp(−iφ1)V2, V3 → exp(−iφ1)V3.

Так само робимо з a2 та a3. Таким чином можна зробити arg(V1) =
arg(V2) = arg(V3) = 0.
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Закони збереження енергiї та iмпульсу мають вигляд:

∂

∂t
(ω1N1 + ω2N2 + ω3N3) = 0, (16.11)

∂

∂t
(k1N1 + k2N2 + k3N3) = 0. (16.12)

Складаємо (16.8), помножене на ω1a
∗
1, (16.9) — на ω2a

∗
2, (16.10) — на ω3a

∗
3;

з урахуванням закону збереження енергiї маємо:

ω1V1 + ω2V2 + ω3V3 = 0, (16.13)

звiдки
ω2(V1 + V2) + ω3(V1 + V3) = 0. (16.14)

Аналогiчнi манiпуляцiї з законом збереження iмпульсу дають

k2(V1 + V2) + k3(V1 + V3) = 0. (16.15)

Отже, маємо перевизначену систему чотирьох рiвнянь щодо двох змiн-
них, звiдки приходимо до висновку, що

V1 + V2 = V1 + V3 = 0, (16.16)

V1 = −V2 = −V3 = V. (16.17)

Отримаймо ще iнтеграли руху. Множимо (16.8) на a∗1, (16.9) — на a∗2:

N1 +N2 = const, N1 +N3 = const . (16.18)

Цi спiввiдношення звуться спiввiдношеннями Менлi-Роу. Їх можна iнтер-
претувати так: взаємодiя вiдбувається як розпад квантiв першої хвилi на
таку ж кiлькiсть квантiв другої та третьої (або ж коалесценцiя квантiв
другої та третьої хвиль у кванти першої).

Еволюцiя системи з трьох хвиль i розпадна нестiйкiсть.
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Розпаднi та нерозпаднi хвилi.
??????
Гравiтацiйно-капiлярнi хвилi в глибокiй водi є розпадними:

ω2 = |k|
(
g +

σ

ρ
k2
)
, (16.19)
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16.2 Квазiлiнiйне наближення
Розгляньмо швидкi поздовжнi коливання електронiв (ленґмюровi хви-
лi). Еволюцiя функцiї розподiлу електронiв описується рiвнянням (14.7),
причому ми обмежимося розглядом одновимiрного випадку. Тодi Фур’є
перетворення цього рiвняння має вигляд

???

Φ =
∑
k

Φk(t) exp(−iωkt+ ikx) (16.20)

Шукаємо лiнiйне спотворення у виглядi

f(1) =
∑
k

fk exp(−iωkt+ ikx) (16.21)

В одновимiрному випадку

(−ωk + ku)fk +
ek

M
Φk
∂f0
∂u

= 0 (16.22)

fk =
ek

M

Φk

ωk − ku
∂f0
∂u

(16.23)

ωkkΦk = −4πe

∫
du fku (16.24)
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Додаток А

Кориснi векторнi тотожностi

У наступних формулах a, b, c, d—довiльнi вектори, α—довiльний ска-
ляр.

Алґебраїчнi тотожностi:

a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b), (А.1)

(a · b)(c · d)− (a · d)(c · b) = (a× d) · (b× c) = (a× c) · (b× d). (А.2)

Диференцiйнi тотожностi:

∇(a · c) = a× (∇× c) + c× (∇× a) + (a · ∇)c+ (c · ∇)a. (А.3)

∇ · (a× c) = c · (∇× a)− a · (∇× c), (А.4)

∇ · (αa) = α∇ · a+ a · ∇α, (А.5)

∇× (a× c) = (c · ∇)a+ a(∇ · c)− (a · ∇)c− c(∇ · a), (А.6)

a× (∇× c) = ∇(a · c)− (a · ∇)c, (А.7)

∇× (αa) = α∇× a− a×∇α, (А.8)

a · (b · ∇)c− b · (a · ∇)c = −a · [b× (∇× c)], (А.9)

(b · ∇)c−∇c · b = −b× (∇× c), (А.10)

«Векторне iнтеґрування частинами»:∫
V

d3x a · ∇α =

∮
∂V

dS · αa−
∫
V

d3x α∇ · a, (А.11)

∫
V

d3x a · ∇ × b =

∮
∂V

dS · (b× a) +

∫
V

d3x b · ∇ × a, (А.12)

де — границя об’єму V .
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Щоб вивести цi формули самому (i, за потреби, iншi подiбнi до них),
можна представити кожний вектор у певнiй декартовий системi коорди-
нат:

a = aiei, (А.13)

де ei, i = 1, 2, 3 — базовi вектори (у цьому додатку ми приймаємо угоду
про автоматичне сумування за будь-яким iндексом, що повторюється).
Далi треба скористатись такими спiввiдношеннями:

a · b = aibi = δikaibk, (А.14)

a× b = eiεijkajbk, (А.15)

εijkεimn = δjmδkn − δjnδkm, (А.16)

де

δjk =

{
1, коли j = k

0, коли j 6= k
(А.17)

— символ Кронекера, εijk — символ Левi-Чивiта, який дорiвнює нулю,
коли серед його iндексiв є рiвнi, i ±1, якщо всi iндекси рiзнi, причому
вiн не змiнюється при циклiчному переставленнi iндексiв i змiнює знак
на протилежний при обмiнi мiсцями будь-якої пари iндексiв, тобто

εijk = εkij = εjki = −εikj = −εkji = −εjik, (А.18)

εijk =


1, коли ijk = 123 або 231 або 312
−1, коли ijk = 132 або 213 або 321
0, коли i = j або j = k або i = k.

(А.19)

Як приклад, виведiмо рiвняння (А.6):

∇× (a× c) = eiεijk∇j(εklmalcm) = (δilδmj − δimδjl)(cm∇jal + al∇jcm)ei

= (cj∇jai + ai∇jcj − ci∇jaj − aj∇jci)ei

= (c · ∇)a+ a(∇ · c)− c(∇ · a)− (a · ∇)c. (А.20)
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Додаток Б

Диференцiювання у
цилiндричних та сферичних
координатах

У наступних формулах a—довiльний вектор, α—довiльний скаляр.
Цилiндричнi координати (r, θ, z):

диверґенцiя

∇ · a =
1

r

∂

∂r
(rar) +

1

r

∂aθ
∂θ

+
∂az
∂z

; (Б.1)

ґрадiєнт

(∇α)r =
∂α

∂r
; (∇α)θ =

1

r

∂α

∂θ
; (∇α)z =

∂α

∂z
; (Б.2)

ротор

(∇× a)r =
1

r

∂az
∂θ
− ∂aθ

∂z
; (Б.3)

(∇× a)θ =
∂ar
∂z
− ∂az

∂r
; (Б.4)

(∇× a)z =
1

r

∂

∂r
(raθ)−

1

r

∂ar
∂θ

; (Б.5)

лапласiан
∇2α =

1

r

∂

∂r

(
r
∂α

∂r

)
+

1

r2
∂2α

∂θ2
+
∂2α

∂z2
. (Б.6)

Сферичнi координати (r, θ, φ):
диверґенцiя

∇ · a =
1

r2
∂

∂r
(r2ar) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θ aθ) +

1

r sin θ

∂aφ
∂φ

; (Б.7)
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ґрадiєнт

(∇α)r =
∂α

∂r
; (∇α)θ =

1

r

∂α

∂θ
; (∇α)φ =

1

r sin θ

∂α

∂φ
; (Б.8)

ротор

(∇× a)r =
1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θ aφ)− 1

r sin θ

∂aθ
∂φ

; (Б.9)

(∇× a)θ =
1

r sin θ

∂ar
∂φ
− 1

r

∂

∂r
(raφ); (Б.10)

(∇× a)φ =
1

r

∂

∂r
(raθ)−

1

r

∂ar
∂θ

; (Б.11)

лапласiан

∇2α =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂α

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂α

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2α

∂φ2
. (Б.12)
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Додаток В

Iнтеґрал енергiї iдеальної МГД

Проведiмо аналiз енергетичного балансу плазми в рамках нелiнеаризова-
них рiвнянь МГД. Якщо скалярно домножити рiвняння (2.3) на v, маємо

ρ
∂

∂t

(
v2

2

)
+ ρv · ∇

(
v2

2

)
=

1

4π
v · [(∇×B)×B]− v · ∇p, (В.1)

де ми скористалися тотожнiстю

(v · ∇)v = v · ∇v2/2− v × (∇× v), (В.2)

яка отримується з (А.3), якщо покласти a = c = v. Домноживши рiвня-
ння неперервностi (2.4) на v2/2, додавши його до рiвняння (В.3) i скори-
ставшись тим, що p/ργ = const, маємо

∂

∂t

(
ρ
v2

2

)
+∇ ·

(
ρ
v2

2
v

)
=

1

4π
v · [(∇×B)×B]−∇ · (pv) + p∇ · v, (В.3)

Два останнi доданки правої частини рiвняння (В.3) ми перетворюємо за
допомогою рiвняння (2.5), попередньо записавши його в виглядi

∂p

∂t
+∇ · (pv) + (γ − 1)p∇ · v = 0, (В.4)

та закону Ома (2.7). Ми отримуємо

∂

∂t

(
ρ
v2

2
+

p

γ − 1

)
+∇ ·

(
ρ
v2

2
v +

γ

γ − 1
pv

)
=

c

4π
E · (∇×B). (В.5)

Нарештi, застосовуючи до правої частини рiвняння (В.5) рiвняння

E · (∇×B) = B · (∇×E)−∇· (E×B) = −1

c
B · ∂B

∂t
−∇· (E×B), (В.6)
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ми приходимо до закону збереження енергiї

∂

∂t

(
ρ
v2

2
+

p

γ − 1
+
B2

8π

)
+∇ ·

(
ρ
v2

2
v +

γ

γ − 1
pv +

c

4π
E ×B

)
= 0. (В.7)

Тут операнд часової похiдної iнтерпретується як густина енергiї, яка
складається з кiнетичної енергiї макроскопiчного руху плазми, тепло-
вої енергiї та енергiї поля. Операнд диверґенцiї є потоком енергiї, який
складається з конвекцiї кiнетичної енергiї, конвекцiї теплової енергiї та
вектора Умова–Пойнтинґа.

Якщо плазму оточує вакуумна область, дле неї таким само чином не-
важко отримати закон збереження, подiбний до рiвняння (В.7), у якому,
як i можна було б очiкувати, вiдсутнi доданки, що стосуються речовини.

Проiнтеґрувавши рiвняння (В.7) по об’єму плазми та вакуума, отри-
муємо

∂

∂t

[∫
Vplas

d3x

(
ρ
v2

2
+

p

γ − 1
+
B2

8π

)
+

∫
Vvac

d3x
B2

8π

]

+

∫
S

d3S ·
(
ρ
v2

2
v +

γ

γ − 1
pv +

c

4π
E ×B

)
= 0. (В.8)

де S —поверхня, що оточує плазму разом з вакуумним прошарком (якщо
вiн є). Якщо ж на цiй поверхнi розташовується iдеально провiдна стiн-
кою, то повна енергiя, зосереджена в плазмi та вакуумному прошарковi,
повинна зберiгатися. Дiйсно, на цiй стiнцi E = 0 i, отже, потоку Умова–
Пойнтинґа немає. Якщо ж зi стiнкою межує плазма, а не вакуум, то
швидкiсть речовини, очевидно, не може мати нормальної компоненти,
тому конвективний потiк енергiї теж дорiвнює нулю.
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Додаток Г

Основи спектральної теорiї
лiнiйних операторiв

Ми будемо вважати, що читач знає, що таке лiнiйний оператор та гiль-
бертiв простiр, принаймнi, в тiй мiрi, в якiй це необхiдно для розумiння
квантової механiки.

???
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Додаток Д

Обернення перетворення
Лапласа

Хай ψ(t) —функцiя часу, яка зростає не швидше нiж певна експонента,
???. Як уже говорилося, перетворення Лапласа є визначеним для <(p) >
γ, де γ —певне дiйсне число (за змiстом ) ???
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Додаток Е

Плазмова дисперсiйна функцiя

Плазмова дисперсiйна функцiя визначається рiвнянням

Z(α) = ???. (Е.1)

???
У граничному випадку α � 1 (найцiкавiшому для нас) можна обра-

хувати Z(α), розвинувши (ξ − α)−1 у степiнний ряд. Ми отримуємо:

1√
π
P
∫ +∞

−∞
dξ

exp(−ξ2)
ξ − α

= − 1√
π

1

α

∫ +∞

−∞
dξ exp(−ξ2)

∞∑
n=0

ξ2n

α2n
, (Е.2)

де було взято до уваги, що доданки з непарними степенями ξ є непарними
i тому не дають внеску в iнтеґрал. Iнтеґрали∫ +∞

−∞
dξ exp(−ξ2)ξ2n =

(2n− 1)!!

2n
√
π, (Е.3)

легко знайти в таблицях. Утiм, їх неважко обчислити самому, диферен-
цiюючи рiвняння ∫ +∞

−∞
dξ exp(−aξ2) =

√
πa−1/2, (Е.4)

за a i покладаючи потiм a = 1. Звiдси ми маємо

Z(α) = − 1

α

(
1 +

1

2α2
+

3

4α4
+ . . .

)
+ i
√
π exp(−α2). (Е.5)
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Додаток Ж

Задачi

Ж.1 Завдання 1
Задача 1 (Лекц. 1) Оцiнiть плазмову частоту та радiус Дебая для
плазмових речовин, параметри яких наведено в Табл. 1.1.

Задача 2 * (Лекц. 2) Розгляньмо такi два визначення вмерзлостi поля
в плинне середовище. (1) Двi точки, з’єднанi силовою лiнiєю, залишаю-
ться такими при русi з середовищем. (2) Потiк поля через довiльний
контур зберiгається при русi контура разом з середовищем. Доведiть
(принаймнi, дайте ескiз доведення), що перше визначення випливає з
другого. Наведiть приклад змiнного магнiтного поля, в якому виконує-
ться перше визначення, але не друге.

Задача 3 (Лекц. 3) Розгляньмо z-пiнч (пiнч без поздовжнього поля)
зi струмом 1 МА (тобто плазмову колону, вздовж якої тече струм),
який утримує дейтерiй з температурою 10 кеВ. Вважаючи, що має
мiсце рiвновага, i не переймаючись тим, що z-пiнч може не бути (на-
вiть не може бути) стiйким, знайдiть, якою є маса дейтерiю в 1 ме-
трi пiнча? Яким був би перерiз колони, що мiстить цей дейтерiй за
нормальних умов?

Задача 4 (Лекц. 3) Концентрацiя однозарядних йонiв має вигляд схо-
динки: ni = n0 при x < 0, ni = 0 при x > 0. Знайти рiвноважнi еле-
ктричне поле та концентрацiю електронiв при x = 0, якщо температу-
ра електронiв дорiвнює T . Знайти також асимптотику електричного
поля, потенцiалу та концентрацiї електронiв при x→ ±∞.

Задача 5 (Лекц. 4) Абсолютно пружна кулька рухається без опору
вздовж горизонтальної площини, вiдбиваючись вiд двох площин, якi по-
вiльно зближуються. Знайти залежнiсть енергiї кульки вiд вiдстанi
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мiж поверхнями двома шляхами: (1) використанням адiабатичного iн-
варiанту

∮
dq p; (2) прямим интеґруванням рiвнянь руху. Вважайте,

що змiна вiдносна вiдстанi мiж площинами, як i вiдносна змiна швид-
кости кульки, за один коливань кульки є малими.

Задача 6 (Лекц. 4) Використавши адiабатичну iнварiантнiсть
∮
dq p,

знайти залежнiсть енергiї, та амплiтуди маятника вiд його довжини,
якщо остання змiнюється повiльно.

Задача 7 (Лекц. 4) Хай iндукцiя магнiтного поля слабко змiнюється
вздовж силових лiнiй, а цi силовi лiнiї є майже прямими (наскiльки
це можливо в неоднорiдному полi). Частинка летить з ненульовими
поперечною та поздовжньою компонентами швидкости (отже, веду-
чий центр лароворового кола рухається вздовж силової лiнiї). Знайдiть
силу, що дiє на ларморове коло вздовж силової лiнiї i прискорює (або спо-
вiльнює) частинку, у дрейфовому наближеннi. З iншого боку, дрейфове
наближення є лише наближенням, i прискорення частинки вздовж си-
лових лiнiй, якщо воно є реальним, можна отримати з рiвняння Лорен-
ца. Зробiть це — знайдiть середню лоренцеву силу, що дiє на частинку
прямим чином, без використання дрейфової теорiї. Узгодьте цi два ре-
зультати мiж собою.

Задача 8 (Лекц. 4) Вважаючи магнiтне поле Землi дипольним, зна-
йдiть (1) частоту малих дрейфових коливань зарядженої частинки
вздовж силової лiнiї поблизу екваторiальної площини; (2) частоту об-
ходу частинки, що коливається поблизу екваторiальної площини, нав-
круги Землi. Обрахуйте цi частоти для типових частинок у внутрi-
шньому радiацiйному поясi (3000 км над поверхнею Землi): (а) електро-
на з енергiєю 300 кеВ; (б) протона з енергiєю 100 МеВ. Вiзьмiть до
уваги, що магнiтне поле на екваторi Землi складає 0,312 Гс.

Задача 9 (Лекц. 4) У магнiтному полi B = Bez утримується плазма
(з нехтовним тиском), зосереджена при x > 0. У неї в нормальному
напрямi влiтає атом, який одразу ж на границi йонизується, утво-
ривши йон зi швидкiстю v, зарядом e та масою M . Вважаючи, що
результатом зiткнень йона з частинками плазми є лише гальмування
з вiдомою частотою ν � ωB (тобто dv/dt = −νv), знайдiть (1) швид-
кiсть та напрям дрейфу ларморового кола в початковий момент; (2)
розташування йона, коли вiн зупиниться.

Задача 10 (Лекц. 5) Використайте критерiй Чирикова, щоб знайти
амплiтуду збурення ε, при якiй з’являється ґлобальний хаос (тобто
хаос, який охоплює обидва резонанси) у гамiльтонiанi (5.25).
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Ж.2 Завдання 2
Задача 11 (Лекц. 6) Знайти час гальмування (тобто втрати енер-
гiї) струменя термоядерних альфа-частинок (E = 3.5 МеВ) у плазмi
з n = 1014 см−3 i T = 10 кеВ (типовi параметри плазми в сучасних
токамаках).

Задача 12 (Лекц. 6) При яких енергiях (E) пучок гарячих йонiв (E �
T , де T — температура плазми), гальмуючись, буде грiти переважно
електрони, а при яких — йони. Вважайте плазму водневою.

Задача 13 (Лекц. 7) Плазма з температурою T0 утримується в ма-
гнiтному полi B0. Магнiтне поле збiльшується до величини B1 (лiнiй-
но) за час ∆t1, причому ω−1Be , ω

−1
Bi � ∆t1 � ν−1e , ν−1i , i витримується

таким впродовж часу ∆t2 � ν−1e , ν−1i (тут ωBe та ωBi —циклотрон-
нi частоти, а νe та νi —частоти зiткнень вiдповiдно електронiв та
йонiв). Пiсля цього магнiтне поле зменшується до початкової величи-
ни i витримується таким впродовж часу ∆t2. Вважаючи, що втрат
енергiї з плазми немає, знайти змiну температури плазми (гiрорела-
ксацiйне нагрiвання).

Задача 14 (Лекц. 7) Як вибрати часи в задачi 13, щоб нагрiвати ви-
бiрково (1) електрони та (2) йони.

Задача 15 (Лекц. 7) Порiвняйте (на рiвнi оцiнки) електропровiднiсть
водневої плазми з термоядерною температурою (∼ 10 кеВ) з електро-
провiднiстю срiбла, вважаючи плазму повнiстю йонiзованою. Як вi-
домо, питомий опiр срiбла за нормальних умов складає ρAg = 1.6 ×
10−8 Ом · м. Вiзмiть для простоти величину кулонiвського логарифму
Λ = 15.

Задача 16 (Лекц. 2 та 7) Пiсля космiчного вибуху виникла невели-
ка хмара з розмiром порядку 0.01 свiтлового року та температурою
105 град, яка мiстить магнiтне поле. Припустивши, що хмара є водне-
вою, а провiднiсть— класичною спiтцеровою (тобто турбулентностi
немає), оцiнiть характерний час, за який магнiтне поле зникне, якщо
хмара не охолоне.

Задача 17 * (Лекц. 7) Вважаючи коефiциєнти дифузiї та теплопро-
вiдностi плазми класичними, знайдiть розмiри реактора, потрiбнi для
виконання критерiю Лоусона neτE ≥ 1.5× 1014 с/см3, де τE —характер-
ний час утримання енергiї. Розгляньте дифузiю, електронну теплопро-
вiднiсть та йонну теплопровiднiсть як можливi канали втрат енергiї.
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Вiзьмiть ne = ni = 1014 см−3, T = 20 кеВ, B = 6 Тл (очiкуванi значення
в проектованих реакторах).

Задача 18 (Лекц. 8) Знайдiть поляризацiю (тобто спiввiдношення мiж
збуреними величинами) ПМХ при cs � vA для граничних випадкiв k‖ �
k⊥ та k‖ � k⊥. Покажiть, що в першому випадку хвиля майже не збу-
рює сумарний тиск плазми та магнiтного поля, а в другому—модуль
B.

Задача 19 (Лекц. 8) Знайдiть швидкiсть та частоту альфвенових
хвиль iз довжиною 100 км (1) у коронi Сонця (густина електронiв
106 см−3, магнiтне поле 5 Гс, вважайте плазму гарячою водневою); (2)
у мантiї Землi (щiльнiсть 4 г/см3, магнiтне поле 1 Гс).1

Задача 20 (Лекц. 9) Залежно вiд частоти радiохвиль, йоносфера мо-
же їх пропускати або вiдбивати. Густина електронiв у йоносферi Зем-
лi складає бiля 106 см−3. Оцiнiть приблизно, починаючи з якої довжини
хвиль стає можливим далеке приймання радiопередач. Порiвняйте з
усталеним визначенням дiапазонiв радiохвиль.

Задача 21 (Лекц. 9) Для дейтерiєвої плазми2 з густиною 1014 см−3 i
температурою 20 кеВ в магнiтному полi 6 Тл знайдiть i порiвняйте
частоту (1) альфвенових хвиль iз поздовжньою довжиною хвилi 10 м;
(2) ШМХ з довжиною хвилi 1 м; (3) ПМХ iз поздовжньою довжиною
хвилi 10 м; (4) ленґмюрових коливань; (5) нижньогiбридних коливань;
(6) верхньогiбридних коливань iз хвильовим вектором, поперечним до
магнiтного поля.

1Альфвеновi хвилi в цих середовищах справдi спостерiгаються.
2Взято типовi параметри термоядерного реактора з магнiтним утриманням пла-

зми.
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Додаток И

Несистематизованi задачi

Задача 22 * Знайдiть дисперсiю верхньогiбридних (тобто швидких еле-
ктронних потенцiальних) коливань при косому поширеннi в холоднiй
плазмi. Поради: ???

Задача 23 Знайдiть дисперсiю нижньогiбридних (тобто йонних по-
тенцiальних) коливань при перпендикулярному поширеннi в холоднiй
плазмi, не використовуючи плазмове наближення. Поради: ???

Задача 24 Знайдiть профiль p(r), який є стiйким до сосисочної не-
стiйкостi. Чи є вiн реалiстичним?
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