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� ���������	
 ���
����
 ��������� ������ ����
� ������� ������
�� �������
�� �
�

����
 
������� �� �������
�� ���	� ����
� ����
�� �� ����� � �����������	 ����������

�� ���
����� ������� ����
� ���� �� ������� ������
�� 
���� ���	���� �����. 
� �������
! ����
 �������
�� ����������
 �������	���
����� �����	
�"�����

����� 
 �� �� 	
����������! �������� ��		�-�����	
�"������ 
	��
�����
 ������
��	���
���� �������
�� 
�������� 
��	����� ����
�� ��
��
#�" �� ����
 �������

�
��  
� ����
! ����
 ��������� ���
��������! ������ ���� � �������	 ��������� ����
��

���� ������
 ������ ���
���������� ������
 �� ���	������
 ����
" α -������
 ���

������
 �
���"����� ���
�� ������) 
 ����-�������������  
$���
 �� ���	
 ����� ���������� ��������	 ������	
������	 ������� �����
! ��

���	����	 ����
� ��� �����
!� � ��	�� ������������ ���� �����
� ���������� � �������

�����
��� ��������� �
����� ��
	������ ���������� �����
�
� ����
���� �� �����
!� %���

����
�� ���������
 ���&�� &� �
��
��"���� �
� ��� ����	��
� �������� � ����	�� ����

����
�������� ������
 ����
���� � ����������	� �������
 
������� ��� 	�����" ����
�

���� �� 	����
�	� ����	��
� ���� � �����	� ��������	�� 
� ����	
! ����
 ����
����� ���������! �� ��	
#���! ������ ���� 
 ������� �
� ����

���� �������
� �� �������� ��!������� '�������� ������ ����
� ������
 ���� �� 	�����

�" �����
 ������� �
����� (����
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����� �� ����	
���
� 
 �	
������ �
����� � ���
�	������� 
� ���
�
�

���� ���
���� �	�������� ���
� �	
����� ���� ��������
��� � ������ �����	
��� ������� ��������� � ��������
� 
 �
��� � ������ �������� �� �� ��������
�� �
��
 ���� � �
������ �������� �	
������� � ����
��� �������� ������� ��
������� �
��
 �� ���������� ����� ��

� τ ���������� �� !��������� � ���

������ ��������������
��� E∆ � ���� ���������� � ����� τ ���������������	 

 ,E w∆ = ≡ ≡ Γ
τ
�

�      (4.1) 

�� 1/w = τ  – ���������
� ������
 �	
������� �
��
� "����� ������ E∆ �	
�

������� �
��
 
���� �������
� ���� ������� /wΓ ≡ = τ� � � #���� ������

�	
������� �
��
 �	������ ������$���� ���
 ���� ��

�� � �� ����������
���
 ����	
����� ���� 
 �	
������
 �
��� �	����
�
��� ���� ������� ����
�����
�� �� ���$��� ������
 ���� ������� �����	��� �� ������
� ��� ��	���


� ����� ���������
� �������� �������� �
�� ���$������� ���������
�� iw  

������ iΓ � ������
 � 
�� ������� ������	 

; .i i
i i

w w≡ Γ ≡ Γ∑ ∑      (4.2) 

#�� ����� �������� �	
������ ( 8����nU S≤ � � ���� ����
 �
������ ���

��������� �������� ������� ������
 � ����
�������
�� ��������������
����� %���� ����� �������� �	
������ �
���� �������
� ����������	� � ������

����
 ���$�����
 �����
 ������
 – ���������
� ������� γΓ . 

�������� ��	
��� �
��
�� ����
�� ���
�� � �����
���� ����������� ���
� ���
���������
������ �� �����
� ������ 	� 	
���

� �
��
�� ���������

��
�� �����
����� � ������� �� �� 	 ����� ��������� ��	���� ���� �� ���������

��
� ��������

���

� ���� 
�	��
� ��������
�� �����
��� � ���� – ��		�-
����	���
���
	, 
� ���
�� ���
� �������
���

� – ��		�-�
����	�� ��	�� 	 ���� 
����- �� ��
��

�
������ �������
���

�� � ���� ������� !���
� ����� ��
� � ��  ���� �����

�����

��
� ����� �

� � �����	
������ ���� ������
�� �
��
�� � Eγ �� ��� ���

	
���" �� ������� ω �� ��� �
� ����� γλ ��������� ����� kγ ): 
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40

2
, , ,

2 1, 24 10
, ( ) .

(���

E p c p k k

c
A

E E

γ γ γ γ γ
γ

γ γ
γ γ

π= ω = = =
λ

π ⋅λ = λ ≅

� �

�

   (4.3) 

#����
�

� �
��
�� ���������

��
�� ����� 	 ��	
��� ��� �
���� ��������

� � ����� ���	 

������� ��� 

������� ����	 
� ���
��� ����

������
���� ���
���������� 
������ 
��� 

��������	
���� 


�
���� �
����

-8 510 �� �� ��
o
A = =

 

������� 

��������� ��	
��� 
�
�	������� ��	
��� 

7500 
3900 

���� �� 
���� �� 

�	
����
�	�����  1000 ���	 �� 
�������
��
��  10 1240 = 1,24 ��� 
γ -������
�������
 

��	������
 �������� 
�������������
 �������
�� 

0,12 
0,01 

105=100 ��� 
106=1 ��� 

 
������ �� ����	
��� �
����� 
	
������������� ����
���� �����-

�������������� �����	
�� ������ � ����� �������	� ������� �� ����� � ����
�
��� �	
������������ ����
�� � ����� ����
 ����� ������
���� ����	�����
�
��������� � 
	
�������������� ����
���� � ������� ����
��� �� ����
�����
�� ������	
�� ��
����� ��	���� ��-�
� 
� �� ����
�� � ��	��� ���������
��
� �
� �� ���
���������� ��! �� � ��
��� �������� ����	
�� 
	
������������
��������� �� �
��	
�� �������� �	���� � �� ��
���� ��-����
� 
	
������������
����
�� � ���� �����	
�� �� 
	
������������� ����������� ��� � ��
����� "���
���� ��� ���� 
	
������������# ��������# �������
�� 
�
���� �� ����	
� ���	��
���� �	
 �������� �
�
������ ���� ���������
�� � �
��	
���� ��
���# �������
��#� $�
�
�� ����	������ 
	
������������� ����
��� � ������ ������� � �����
����� 
���� ��! ���!���� ���	� �� 
�
������ %����� � ���	���� 

200 4,5
(���� �����

2 (MeB) 2 (MeB)
N

N N
N

k k
E E

γ
γ γ

λ λ
= ≡ ≈ = ≡ ≈

π πγ
� �   (4.4) 

&����� �� ��� ����� � ��� ����� 
�
���# � ��	���� ������ �� �
��	
��� ���  

��
�
�� ���!��� ���	� %����� γ� �������� ��	
 
 ��� ��
�
��# ���!��� ����

	� ���	��� N� � ��� ��������� ���!��� ���	� %����� �� ���	��� #� 
�
���# �����

�� ����������
��� '�����	��� �������
 0 4,5��N Rγ= = ≈� � � �
 0R  – ������

���� � ������� ���	�� 50A ≈ � ��������
�� �	� ���	���� � %������ � 
�
�����

�� 1 ���≈ �� 44���≈ �����������  
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�������� �������	�
�����
� 
����	���
���� ��������� �����	�� �������

R 
����������� ����	����	 k Rγ . � 
������ ���� R � �������	 ����

1/3
0 0R r A=  ( 0 1,2r = �	�� 	��	� 

 

0 3 1/3
0 6,1 10 (MeB) .

E R
k R E A

c
γ −

γ γ= = ⋅ ⋅ ⋅
�

   (4.5) 

���� 
���������� ����
����� 0 1k Rγ ⋅ << � ����� 0Rγ� � , �� �������	�
���

��� 
����	���
���� 	���� ���
������ 
 ��

��
����
�	� �����������  � ���
�

����!���� ����� 
����� �� ���� ���������� 	���� �������
�
��� ��� 
�		�-
��������
 	�� ������	� �����	�� �� 
������������ ����
��	� 	��! ��� ��

�������� ��� � � "��	� 
������� �� � ��� ���
���� 
���	���# ���� �� ��
��!��	

�������	�
�����	 ����	 ��� 	�
�� 
����	���
���� ���� 	��� ���� ������ �

�
���� ���������# ���������"�# �������	�
������ ����
 
����	���
��� �����#

	��������������� $����������� 
����	���
���� ������� λ ����
���� 2λ -
������	 � 
��������
���� ���� ���
�� 1λ =  – �������� 
����	���
����� 2λ =  
– �
���������� 
����	���
����� 3λ =  – ���������� 
����	���
����� 4λ =  – 

�������������� 
����	���
���� ����� 

%���������� 	����������� ��	������� 
����	���
���� ����������
� � E ) 
�� 	�
�����
� �� � ����
� &��������� Eλ 
����	���
���� ���	�
���� �	����

��������� ������
� � 	�
����� M λ 
������ ��
���� �	��� ��������� ����	�
� �

��

��
����
�	� ���������� ��� 	�����������
� �������� ��� �����"����

�������	�
�����
� 
����	���
���� !
���� ��������� ' ���
���' ���� 
�����

�
��� ��!� �������� 
��	����� 
�� ���� �������
� 

(������� �����' ������' ���� ���������������� ��
��	 ��������	 ��
��
�
����
�
� 	�	���� �� ��������� �� ��� 
�		�-��������� 	�� �����	� ��������
	�
����� 
����	���
���� 	����� 
������� � ���� �����
���' 	�	��� ���������
���� ' �����������
����� ��
��� ��������� )����� ���������� 
�	�
�����

��� �����"� �������
�� �� ���"�
�� �
����
�� ������ � ��	� i fJ J− , 

,i fM M−   i fπ − π � �� ,  ,  J M π – ����� '�
� �����"�� �� �������� ������ ������

������
��� ����� � ���� 
����	���
���# �
���� *�� �������
��
� ����� 
���
������������� 
�		�-�	���# ��������� 
��������
�
��� �
����
�-	��������
������ �������	�
�����
� 
����	���
����� � "�' �����# ��������� �� �
����	�
�������	�
�����
� ���� � ������� � ����	� ����� 	�����������
� ��������

����
������ �����	 
�����
� ������ � �����	� �����
���	� ��������	� 	��
	���� �� ��������� +��� ����� ������ ����
���� �
����������� ,���� 	����

��������
� �������� ������� λ 
����
���� 	���������� �� 	�� ����
�' 	��

	��� λ �� �������� π� *�� 
�����
� ������ 	����
� ����� � ����
�	� 	�	���

��	� 1,2,3...λ = � -�� "��	� ��� �����
� �������� 	�	���� ������ ����� ����

���� � �������� �������� �� ���� � 
��
�	���� ��� 
����
������ ��� ���������

��	 � E �� ��� 	�
�����	 �� � ��	�������	 �������� ���� �� 	���������	�

*�� ���
 	���������
 
��������
������ ���� � ���	�����
��� �� ' ��� �����

	�����������
� �������� ��������
� �������	�
�����
� ����� ������ ��	�



 
����� �� �����	
���
��
� ���	
��
���
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����	 � 
�
���	��� �������� �	 �	������ �	���	����� �������
��� ����
�

���

�
 ����� � �	��� ��	� � 
������ �������� λ �	���	��� 2λ -�������
������������ 1λ = � �������� 2λ =  – 
�	��������� 3λ =  – �
������� �����

�
 � � ���������� ������������� ���������� � 
������ �������� λ �	 �	������

( 1)λ− �	���	�� �� ���
�������� ���� ����������	��� �	 ����	�	����� ����

����� Eλ � 	 � �	������
1(-1)λ+  – �� �	������ � ����	�	����� �
 M λ � !�	��


����	 � �������� 
������ �������� � 0λ = � ��������� 
������������ 
�	������ ������ ���
����	�������� ���� ���
� �
�������

�	�� ��	���	 ���"��� ��� ������ �	 �	������ ������ ��	���� ��� �
��� ���"��
�	����� �	��	-���� ���� #� ��	���	 "������������ ����
	��� �� �	
���� �"��
������� ������� 
���
���� �� � �	 �	������ � ������� ���� � 
����� � �	���

��
���
� 
���� � ��������������� λ �	� 
������ ������ λ
�

� �� ��� ���� ���

��������	��� ����� ���	�
����� � iJ
�

� �	 
��$����� � fJ
�

� ��	��� ���	 �	�������

����� ��	���� ��
������� ���	�	��� 
����� ��������	 

i fJ J= + λ
�� �

.     (4.6) 

%�"�� ��	����� fJ �	��� �	���	�� ������	��	  

 -i f iJ J Jλ ≤ ≤ + λ .     (4.7) 

& �
��� ������	�� �� �	 �	�	�� ��	���� iJ �	 fJ ������ ����������	����

��'� �	��	-
�	��� � �����������������	 

 -i f i fJ J J J≤ λ ≤ + .    (4.8) 

(���
$�� iM , fM �������� iJ , fJ � 	 �	
�� ����
$�� µ 
������� ������� 
��

���	 λ �����	�� ������ -i fM M = µ � �
	 ������	� �� �	
��� �"�������� ����

�
$�� ������� 
������� �������� 
&	
�� �"�������� �	������ ���	�	�� ��" �	������ iπ ���	�
����� ��	��

��������	�	 ��"��
� �	������ fπ 
��$����� ��	�� � �	������ π 
����	� 

i fπ = π ⋅π.      (4.9) 

&���
� ��� 
������ ����� Eλ � M λ �	��� ��
����	���� ��������	 

 
1

( 1) ,

( 1) .

f

f

i

i

E

M

λ

λ+

λ ⇒ π ⋅π = −

λ ⇒ π ⋅π = −
    (4.10) 

) �	"�� 
�
 ���������  	�	
�������
� ����� ����������� �	 ��	��� ����
"���� �� ����� ��� � ����������	��� �� ������	��� � ������	��� �� �
���� �
����  



 
���� �������
��
�� ��	����	 �����-���	
��
���

� 
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������� ��� 

������� ���	
�� ��� 
����-����
��������� ����
� �������
���
��� 

�
�
�
�
�
�
�
��
�
	
�



 
��

	
�	
�


��
�


�


�
�
�

�
�
�	
�
�
�

 
�
	
�
�
�
�	
�

� 

��� �������	
��		� λ  π 


������ ���	��� 
���	�� ���������� �� 
��	����� ���	�� ����

-

0, 1,..., ;

-

i f

i f i

J J J

J J J

∆ = =

= ± ±λ
λ ≤ ≤ + λ

 

���	�
���	���� 

1E  
��������	
�����

������� 

1 -1 0; ± 1 �	� 

1M  �	
����� 
������� 1 +1 0; ± 1 �� 

2E  
��������	
�����
��	
�������� 

2 +1 0; ± 1; ± 2 �� 

2M  
�	
�����  
��	
�������� 2 -1 0; ± 1; ± 2 �	� 

3E  
��������	
�����
���������� 

3 -1 0; ± 1; ± 2; ± 3 �	� 

3M  �	
����� ���������� 3 +1 0; ± 1; ± 2; ± 3 �� 

 
����� ���� 	� 
���
� �� ������� 0J∆ = 	� ����
����� ���	
� �

0i fJ J= = � �� ����	� � 	
������ ����	��� �
��
�	
� ������ �����
� 0 0→ �

�������	� ������	�	��� ���
��
�� 0E �
�������� ��� �
��	
����� ����

��������� �����
� ���
 �
� �
��	
������� ���� 
	��
 �����
����� �� ������� ��

�
��
������� � 	������		�� ������� �
��
���	��� 0E ���	���  
 �����
��		� ������ �
����
 ��� �����-�������
� �������	������	� 	�

���� 4.1. 
 

 
 

���� ���� ������	� 
�����
����� ������ ��	���
 	�� �����-������	�� 
 



 
����� �� �����	
���
��
� ���	
��
���
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���� ����������	 
�
�����
������� �
�
�����

��� ������	

� ���
��
���� 	�	�������
��
�� �	�	����
 � ����� ���
� 
��
�������
�
��� �	���� ����	
� �� 
��������� ���� � 
����
��� ����� ������

���� 
��������

� ������ ������� � 
�������� ��������� 	�	�������
��
�� 
���

������� �� ������	��������� ����� �	�������
�� ��
���
��� 2 / 1/137e c ≈� . 

 ��
��
���� �	�	���� ���� � �������
��� ���
� { }( ) { }i j jr r iψ ≡� �
� ��
!	
��

{ }( ) { }*
j jf r f rψ ≡

� �
� 	������ "���
� 	�	�����
��� � Eα = � �� ���
��
���

( Mα = � ���� � 	
	����� Eγ = ω� �� ����
�� ���	
��� λ ��� 
������ 

 
[ ]

2 1 2

2
8 ( 1) ˆ( , , ) | ( ) | ,

(2 1)!!
i fw f i

c

λ+

λ µ
π λ + ω α λ µ = Ω α  λ λ +�

   (4.11) 

�	 �
�	��� i � f ��
������ 
����� ���
�
� �� ���	�!��� ���
����� 	
	���� � �	���� ���

�����
�� �
�
��
�� ���	� in �� fn � �� ������	������� �������
�� � ��
!	
��

���
� � ,ii J≡ ,iM  ,iπ  ,iE in ; ,ff J≡  ,fM ,fπ  fE fn ); Eγω = =�  

( )i fE E= − �  – ������� 
������
�
�

�� c  – #
������� �
����� � ������
�� 	�	�

�	
� ˆ| ( ) |f iλµΩ α � ���������
�� ����	�� ������
�� �$%&���� 
����� 

*
1( ) ({ }) ( ) ({ }) ...f j � � �f � � � � � ��λµ λµ〈 Ω α 〉 ≡ ψ ⋅Ω α ψ ⋅∫

��� ��� �� ���
.   (4.12) 

��� ˆ ( )λ µΩ α  – �������� 	�
�����
�
��� ��������� ���� �����
�� ���������

Q̂λ µ �
� �
������
�� 	�
�����
�
�� ��������� Eλ ( �α = ) �� ���������

M̂λ µ �
� 	��
��
�� ��������� M λ  ( �α = )� ����
��
� ��� ���
�� ��	��
�
��

Q̂λ µ �� M̂λµ 	���� ���
�� �� ����� 

 
*

*ˆˆ ( ) ( ) ( , ),

ˆ ˆ( ) ( ( , )),
1

j

j j j j
j

e
N j j j j j

j

E Q e r Y

g
M M l r Y

λ
λµ λµ λµ

λ
λµ λµ λµ

Ω ≡ = λ θ ϕ

Ω ≡ =µ ∇ θ ϕ
λ +

∑

∑
�

   (4.13) 

�� ��	���

� ����
������ �� ������
���	� ���� 
��
�
��� /N e mcµ = �  – ����

�
�� 	��
���
 ��� 	�
�� �
jeg  –  ����� ��
�� �
� ��!���
�
��� ����� 1

jeg =  



 
���� ���������	
 ���
	�������	��� ��������� 
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��� ������	
 �� � ��� ��
����	
� ( )je λ  – ������
��
 ��	���������
� �����

������� ��� �������	
 �λ : 

 

( 1) ( 1) ( 1) ,
( )

1
( )

j

e
A

Ae

e
A

λ λ
λ

λ

  − + − Ζ − −  λ = 
 Ζ − −

��� ������	


��� ��
����	


   (4.14) 


 ���	 � A  ��������� 	 Z ���������� ������
�	 �	��������	 ������ 
����
��
��� ��
�����	��
 �������
��
 ������ � ���� 
	������
 ��� ������� �� ����
�
���� ������ 
	����	� �	� �	�� ������������ ����� ��
�	��� �����
� ������
�
��
 �	���������
 ����� 
	��	�������� 
	� ������ 
	������ ������� ��� �������
��� ���������� �� ����� 

,
2( 1)

 .
2

j

N e
e

Ae
Z e

e
A

 ≈      −λ = = 
 − ≈ −    −

�������

��
�����

   (4.15) 

� 	���� 
������� ����� 
	����	 ����
 	 ��	��� � �	�
�� �� �� ��������

( 2) 1je λ ≥ ≈ ��� ������
���� �	����������� ������ ������	
 ��

( 2) ( ) 0je Z A λλ ≥ ≈ − ≈ ��� ��
����	
�  

!�� 
����
���� ������ 
	����	 �����	��� 
�������� 
���
 ���� "�����
���� ��
�����	�� "� �� �� ������� � 
������ ��������� �������	
� ��	 ����

��
���	 ��������� ���������� 1Q̂ µ � #� � ������"	
��� ��
��	������ ������

������ 
��������� ��������� ���������� ������� �D , 

 � /

1

Z

j
j

D e r
=

= ∑
���

.      (4.16) 

$��
/
jr
���

���������� ������	
 � ������	 "����� ���� 

 /

1

1
,

A

j jj
j

r r R R r
A =

= − = ∑
���

� �� �� �

.    (4.17) 

%	��� �	������
�� �	�

� � �	�
�� ��������� 
���� ��� ���������� ������� 

&'( 

� ( )
1 1 1

 1
p n

p n

Z N A

j j j j
j j j

N Z
D e r e r e r

A A= = =
= − ≡ λ =∑ ∑ ∑

� � �

  (4.18) 

	� �������� ( )1je λ = ��	��� � �	�
���
pjr

�

	
nj

r
�

 – ���������� ������	
 �� ��
��

���	
 � &'(� 
)��
���
 "	��
������ ��
��� 
��
	��	��� γ -�������� 
 �����"� ����

( )w αλ � *� 
������� ����������� ����
����� 
����� �	�

� �� ����	�����



 
����� �� ��������	
����� 
��������
	��� ���� 
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���������� 	�
���� ,  ,  i fM M µ �� �
������ ���������� �� �
���

�� 2 1iJ +  

�������� ��	������� 
���
� � �
�
������ ���	����� �� ������
� iM � �����


���
��

�� γ -�������� � ������� 	�
� ������� �������� 

[ ]
2 1

2

8 ( 1)
( ) ( ), 1/ c,

(2 1)!!
w k Bλ+

γ
π λ +αλ = ⋅ ⋅ αλ

λ λ +�
  (4.19) 

�� k cγ = ω  – �������� 	�
�� ����� ������� ����	��� B ���������
� �
������

���
������� γ -��������: 

 ( )
2

, ,

1 ˆ( ; ) | ( ) | ,
2 1 i f

i f
M Mi

B B J J f i
J λµ

µ
α λ ≡ αλ → = Ω α

+
∑   (4.20) 

�� �������
 �����
� ��	�������� { } { } { }( )j j i i i jr i r J M r= ≡ ψ� � �

 �
�������


���
� { } { } { }( )j j f f f jr f r J M r= ≡ ψ� � �
� �����	���� �������
 ���	
� �����

���� �
� ���	��� 
�
�
� �� �� ������
�� 
ˆ ˆ| ( ) | | ( ) |f f i if i J M J Mλµ λ µΩ α ≡ Ω α .  (4.21) 

 ������ ����
��

�� ( )B α λ ��� ����
��

��
(2 1)���×�� λ+

� ���� �����
� ���

�
�����
� � �������� ��� � !�
�� ������� ����
��

�� �������
� � ������

2( ) ( )B B eαλ = αλ ⋅ � �� e  – ����� �������� � ( )B αλ  – ������� ����
��

�� �

��������
2 2��e λ⋅ � "
� 	�
������ ���	������ ����
���
��� ( )B αλ 
 ( )B αλ  



��� 
�
��
���#���� ( ) 1,44 ( )B Bαλ = ⋅ αλ  ( 21,44 ( )e c c≡ ⋅� � ).  

��������	
 ��� �
���
��� 
��� �	�
�
��
 � ��
������ ������
�� ��������
����	����
	 ������� � ���� � ��������� �����	
� 
������ �
��	�� ��	 	��	 ����	
���� � �����	 ��
 ����	����
	 ���1
� � ���� �
�
��
������ ���
������ 
�	
��������
� ������� ����
	� ���
����� ��� γ -���������� 

 �
 
�	���� ��	��� ������� �������� ����	����
	 γ -������	������
 ���	

����� �������
����
� ������� 
�� !��� ������������� "���������� � �	�� ��-
������ ������
��
� #� γ -�������� ���
� �������
������� �����
�� 
� �!�	

������	 ��	��� �
��� ����$� ���
���� 	 ����
���	 �	����
���	 ���
�� ������	�

�� ��������
��
� ( )pe eλ ≡ , ( ) 0ne λ ≡ � %�� ����� ������
��
� #� ������ ��	

�����
��
 ����� �!�������
 ��
���$� �����
� 	 ��� �������	 � ����
������	�	


� λ ��!	
����	 �����
� ����
����$� 
� �	�����$� �
��	� ���
���	 ��	��	���	

����
� i fl l= + λ � %�–���$�� ���������
��
� #� ��	 	�
�$���� �� ��
�����

��	����� ���!����� ���	����
� ������	� &� ����	���� ����� ����� ��
 �����	
��� ����	����
	 ����
������ �������	�� 



 
���� ���������	
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	�������	��� ��������� 

13 

22
2

0

( ) ( ) ( ) ,
4 f f i in l n l
e

B E dr r R r r R r
∞

λλ = ⋅
π ∫   (4.22) 

�� ( )nlR r – �������
������ ���	����� �������� �����	
�  �
 ��	��� 	�
�$����

� ������ "������� ������
��� #� ���	����	 �����	� ��������	 
��� � �
������
'��	 � ����� ���������
 

30 2 01 const
30

R R
r R drnl= = ⋅∫  

��
 ���	������ ��������� �����	� �
������� 
���� ������ 

 

1

2

03
0

3
( ) ( )nlR r R r

R

 
= Θ −   

,    (4.23) 

	 ������� ����	����
	 Eλ �������	� !��� �	���� 

 

2
2

03
( ) ( ) .

4 3 w
Re

B E B E
λ 

λ = ≡ λ  π λ + 
   (4.24) 

"������� ( )wB Eλ �������� �������
� �� ������� ���	�� �������� ���	

�	����
�� ����
������ �������	� 
� �������
� �������� ����
����� ����	
���	�
� ������	 "�������� �������
����
� 
�� ����� �������
������ �����	

�� �"single particle unite") Eλ �������	��  

 
2

2 2
. . 0

2 1 3
( ) (2 1) ( ) .

4 3
s p wB E B E R eλλ +  λ ≡ λ + λ =  π + λ 

  (4.25) 

%�� ������	������	 � ����
��������

�� 1, 2λ =  
� 
 ������	 "��������

���
� 
��	 ������	 �������
 �
1/3

0 1,2 ��R A= ): 

 

2 2/ 3 2 2

2 4/ 3 2 4

2 2 2 6

( 1) 6,45 10 �� �

( 2) 6 10 �� �

( 3) 6 10 �� �

w

w

w

B E A e

B E A e

B E A e

−

−

−

= ⋅

= ⋅

= ⋅

    (4.26) 

��� ( ) ( )wB E B Eλ = λ ������	�
�� 
������� � ���	��� ��
� ������ �����
�



�����	���		��� 

 

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

2
2

02

2 12
2 21 1

02

2 1 3

32 1 !!

4, 4 1 3
10 , c ,

3 1972 1 !!

w

E
w E k R

E
R

λγ
γ

λ+
γ λ −

λ +  λ = α = + λ λ λ +  

λ +   = ⋅  + λ   λ λ +  

�

  (4.27) 
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��

2

1/137,0388
e

c
α = =

�
 – 
���� ��	��� 
��������	 �����
 ���� 1/3

0 0R r A= ��


�����
� � �� � � �	����� E ckγ γ= = ω� �  – � ��� . 

�	������	�� ��	�� ���	� ���	��� �����	� ������	�
�� ��
����	���	� ���


	��	��� M λ ������
����  ��	� 
�������� !� ���	�� "��
��
#� ( )wB Mλ ���

������ ��
����	���		� 
��'���	� � ( )wB Eλ 

�����	���		��� 

 ( ) ( )
2

0

10 .w wB M B E
mcR

 
λ = λ 

 

�
    (4.28) 

$��� #������ ����
� �� ������ �	����	� � ��
��� ���%��� 	�%����		�� ��	�
���
	� 
�������� �
	��	� ����	����	�
�� ���	 �	��	
��	�
�� ��������	�� 
���

����� ������	�� ������
���	�
�� � ���� ������ ������
�������
� 
�� �	�����
��

�����	����	�� ��	��� �� ���	�
	� ���	��� ������	�
�� � -
���������  

&�����	��� ��	����	��� ��������	�� �� ���	��	�� 
�������� ����
�����
�
���	���� "��
��
#�� ' 
����� ���%��� ������ ������ !� ��������	� 
�������

��
�� M λ �� ( )1E λ + ����� ��	����� 
��	�
�� � ���� ������ ���%�����
�

��	���
	�� ����� �����	 � ������� ���	�� 
� ���	
�� ����	�
��� ��� ��	����	�

�

�����	 ���
��
� ��� 
�
���� � -����
��� ��� 1 3
0 1,2 ��R A= ����	���	 
���

	����� ��� ����	�
�� ��	����	�

� �	��������� �
�
�	���� 

( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )

6

2

2 /3
2

10
,

1 MeB

100
,

1 MeB

w

w

w

w

w E

w M E

w M
A

w E E

γ

−

γ

λ
λ +

λ
λ +

≈

≈
,   (4.29) 

�
 ���� ��
�
����� ��	������ ��� �����	 ���
���� ��� λ .  
 ���	�� �����	� !	 ��	������
� Eλ  �
�
�	��� �� ������	� �����	 �
�
��!�"

��	������
� ( 1)M λ + �
�
�	���� ��� ��
��
��� A 
� 
�
���� Eγ ��	����	�
�

M λ ����	��������� ��	�
�" � �	�������� � ��	������
� ( )1E λ + ����	�����

������  ����	 � 	������� ���	�� ��� �
�
���� 
� ������ ��
� � ��� 
�
���� ����	�

��������� �	����� 1 ��� � ����
��� ����	�
��� ( ) ( )( )1w M w Eλ λ + �	�����

10÷100. ����� � �
���� �������� 
���
���
�
����	 ��	�

�
������ 2E �
�
�
�	�� ���
� ����
 	����	�� ��

�����	�
� � 1M -�
�
�	����� 

#�	������
� γ -�	����� w wγ≡ �������" �
��	� ������	����� 1
2

T ��
��	�

�	 ����� ����	��	 γ -����	���������� 

( )
16

1
1

2

ln 2 0,693 4,57 10
, c

eB
T

w w �

−
−

γ γ γ

⋅= = ≡ ,   (4.30) 
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�
 � wγ γ= �  – ���������� ������ ������ �
��	� ������	����� (4.30) " ���	� ��

���� � �
����
�
� γ -�
�
�	��� �	����

��� �	�	���� �	��
�	�	� �����	�
� ����

��
��� ��
� ����� ��� ��� ��� ������	
� ��
� ����
������ ��������� 
��� Eλ , 
����� (4.30)� � ����������� ����	�� ������� �������
 

 
( )

( )
8 2 1

02
1

2

(MeB)( )1 10
, �

( ) ln 2 0,6932 1 !!

w Ew E
k R

T E

− λγ −
γ

 λ
= ≅  λ  λ +  

,  (4.31) 

��
-3 1/3

0 6 10k R A Eγ γ≅ × ������ � ������  

��� �������� 1 Me�Eγ ≈ 
� ��� 	������� ���� � 100A �  �������� 0k Rγ � ���

���
-2

0 2,8 10k Rγ ≈ ⋅ � ���� ��� ���	
���� ����
�������	
� �� ������� ��������	
�

�������� ����	� ����
��
�	� �
2 -4

0( ) 7,6 10k Rγ ≈ × ������ � ������ ������������ 1
2

T  

�����
��
�	� ��������� �
310 ������ ����	� ����������  � γ -������ ����!�����

���� ��������
�	� � �	������� �� ������� �������������� γ -����
�� � ������


��!������ ���������� ����
�������	
� �� 
���  � 	���	�� � �������� �����!����
��
����� �����
� 
� �����	
�� � 	��� �� ���������� 

 min min, 1 1f i f iJ J J Jλ ≡ λ = − λ ≡ λ + = − + .   (4.32) 

" ������ �������� 	��	
������
�	� 	����������� �	���
� ���� 
���� ������

�������� � ��������� �����	
�� � 	���
 ( 1)E Mλ + λ + ��� ( 1)M Eλ + λ + . 

 
������� �.3 

������� �	
�����
	�
 ������ � ������� �	����
�	 

��� �������	 
����� �
�������
�	� 1/ 2T ��� 

��
����� 1/ 2T ��� ��� 

125A = �


0,1 ���Eγ =  

1E  0,7⋅10 –14 
2

-3 3E A
−

 
2,3⋅10 –13 

2E  0,9⋅10 –8 
4

-5 3E A
−

 
1,4⋅10 –6 

3E  1,9⋅10 –8 -7 -2E A  12,9 

4E  6,4⋅10 4 
8

-9 3E A
−

 
1,7⋅10 8 

5E  2,9⋅10 11 
10

-11 3E A
−

 
2,2⋅10 15 

1M  2,2⋅10 –14 -3E  2⋅10 –11 

2M  3,1⋅10 –8 
2

-5 3E A
−

 
1,2⋅10 – 4 
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3M  6,8⋅10 –2 
4

-3 3E A
−

 
1,1⋅108 

4M  2,1⋅10 5 -9 -2E A  1,3⋅1010 

5M  9,5⋅10 11 
8

-11 3E A
−

 
1,9⋅1017 

 
��� �����	�		� �� ��� = 3600 �� � �� = 8,64.104 

�� � ��� ≈ 3,15.107 �� 

	��
������ �� ����	
� ��
� ��������	�
��� � �
������������	 -i fJ Jλ =  

� ������������ �� �
������ ��������	�
���� �� ��
����� �� ���������
������

���� � ��������	�
��� � -i fJ Jλ = � �
�������� �� ������ ������������

��������	�
��� ���� �
�� ��
����� 
������� �
�������
�
 ��� γ -��������� �
��� �
������������� �������� �
�

�������
�
 ��� �
���
����� ����������� �� ����
���
�� ������ � ������	  
!�
����"
 �
������ � �
��� ��� 0( 1, 2 ���r = . 

#� ���� �
����� ������ �� �
��
��!�� �������� ������� �
�������������� �
��
�
�����
�� �� 4E , 5E , 4M �
 5M � � �
�� ���������� ������
�� � ���
 �
�
�
��� �� ���� � ������ �
�
�����
����� 

$����� !����������! ��������
������� ��������� �
 ������ �����
�������
��� ������  
!����"
 �� ��
���
	�� ��
���
 ���������
 ���
��
�
 ���
� %�
��
�
�
��� ��������� �� �������� ����������� �����
��������� 1E �������
��� ��� ����������
&��
���� �����
���������� ��
�
�� ���� 
 ���������� �
������	  
!����"
� '�!���� ��� ������� �������� 2 3 ���Eγ ≤ ÷ ��
��� ���

����� ����
�
	���� γ -��������� ����
&��
�� �
������� �������� �� �
	��

�
�� � ���
� ������ ��������� (
��&� �
��
�
���� ��
��� ��	�� �� ��� �������
��� �������
� ������� ����� ������� ������
 ���

 0, 1I∆ = ± � �
��� �
�

��������� �
������ ��������� "
������ ���� 1E �������� ����
�
	���� �����
����� ��
�
 ������ �
����
� �� ����� �
���� ������� � I j≡ � � �
������ ��
�


��� ������� γ  -��
��
 ����		���� ���������� �� ���������&���  

( )0, 1 1 1i fl l
j

+∆ = − = −i     (4.33) 

� ���
 �����
����! ������ �
� �
��� ����	�
���� ���
!���&� �
 ������	
1l∆ = � )�� � �����
��������! ����������! ������ �� ���
� �����������
&��
�

��� ��
��� � �
���� ����
�� il j ����� �
��� ��	�� *�����
� ��� ���� � ��������

���� �������� Z � ��!������ N ���&� ��� ��� ��
�� ������ ! ���� � ��������

�
	�� ���
���
 �
������ � 1l∆ ≠ �  ���
� � , 30Z N >  ����-�����
���� ������

������ ���������� �� ����� ��
��� � 1l∆ = � ����! � ��! �� ��������� +
����

��
�� 
 �����! �������� ������ ( )11 2 5h l = ����
&��
��! ������
 �����

( )7 21 4g l = � )�� ����� ���
	��� ��
��� � 1l∆ = ��������� ��
!�� �
�
 ������

� 0 1j j∆ = ∆ =
�� � ,
��� ������ 
 ������ ������� �������� �������� ���



 
���� ���������	
 ���
	�������	��� ��������� 

17 

������	�
��� �
��
-��
���� ������� ������! � 3 ���Eγ ≤ � �� ��
��� ���� � ���

����	 �������	 ��
������ U Eγ≈ �
� �
�� ����
����� $����
 �  
!����"


��������� �� ��������� ��� �
�� ��
����� ���
 �� ��� �� �����
��� �
���� ������
�
�� ���!�
���� ������� �������� � ����� �� ���� �� ��
���
�
���� ��
���

������
 �
 �
������ ������
���  �����������
� ����������������� 1E �����
���� ���������
	����� 
�� ����, �� ��
����� �
�
�����
�� �
 �������
 ��������
��������� � ������	  
!����"
 ������� 
�������� �	�
��
 ����� ��	� ��
�������� � �������� ��������������� ����

�
� 
 ������	�	��	����
 1E �	�	���� ����� ������	���� �����	����
 ��
��
������	���� ���
����� �����
�
 ��
 ��
����� ���
 �	���
���� �
� ��� �	�	�
���
� ����
�����
�� 

 

 
 

���� ���� �������	 
�� ��

� ��������� ��������� ������� ��� �������
�  
��	
����� ��� ���� ���� ����� �
��������
� 

 
!���
�� ����
���������
 	
	�������� ����
���� ����
� �
� ����������� ��

������ ������� �������� �� ���� 4.2
 �	 ���	�	�� ����	��� ( )3 2 3
1/ 2lg T E Aγ  

��
	��� �
� �

�����
 �	�����
� � 1/ 2T (��, Eγ (���)�� "	
����� �	��������� 
����

����� ( )3 2 3
1/ 2lg T E Aγ ����� ��������� �������� �	
�� ��

� �1 ��������. 

���� �������	��
��	� �
� �������� ���������	� ( )B Eλ  �����
 ����������

	� �������� ��� ��		� ��� �������� �������� �
� ���� ����� � �����  

 3 2 3
1

2

lg 14T E Aγ

 
≈ −   

.     (4.34) 

������ � ���� ��� ���
 ��� �������� ��� ��		� ���	���� �� ��������!��

������ "�
 #�� � 	��
 ������� ���������	� ����
 ��� ��������� �� �������

�	��� ���� ������ ���#� ��� � �������� ��������� � ������! ���������� 
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$
�� 	���� �����	�	�� �� ����������	�
 �� ��
�����	 exp( 1) ( 1)w E w E≡ ���

������� Eγ ���������	 �� ��� �
"������ ��� �����"����	 �� ����

! ���������	

��������
5

exp ( 1)w E Eγ≈ ��� 5 ���Eγ ≈ � %��� ��
�����	 ���
����� � 	��� �� �

��� �"
��	� ������� 1E  γ -������� �� �������	�������� � ��� ��
��	����� ������

	�� � �"
���
���� γ -��������! �����	� ��� ��
��	����� �"
���� ��� ��

�� 
&
��	����� �����
��
 �� �������� � ����� 	���� ��!	 �� �������	�����

��� �����	��� �������� 
 �������� 	� ������ ����� ���������	� 2E -���������
��� ��	�������� �	����� � 10 100÷ ����� "�
 #� �� �������	������� �������

��
��� �������� ���������	�� �����-��������� ��� ��	�������� �	����� ����

��� ������	� � ������ 
����
 ����� ����
� ���� ��� 3.7). 

'���

� �
� �������� ���������	� 	���� ��������� ��������	 �� �� ����
 �
���� �����
 �
� �������� ���������	� ������� ����
�� �� �������	��
!	 �� ����

 ��� �
����� ��	�������� �
�
 	� ����� �
� �����	��� �����
��
 ���� ������
	
 � ����	��� ��
��	����� �������� (�����
��� ����

� �
� �������� �������
���	� �
��	������� �����
��
 ���� �������
 2J J+ → �
� �������� �"��	��


 ��� ��
�� �����-������ ���� ��� ���
�� 

 2 2
0

15( 1)( 2)
( 2; 2 ) ,

32 (2 3)(2 5)

J J
B E J J e Q

J J

+ ++ → =
π + +

   (4.35) 

�� 0Q  – �
����� �����
��
 ��� �����	 ���	��� ��� 
���� 

2 2
0 20 0 2

4 3
ˆ( ) ( ) .

5 5
pQ dr r r Y r ZR

e

π= ρ β
π

∫
�

�  

��� ���� � ��	
���� A �
�
����� ����� ���
����� ����� ��
��� �� �	��
��
, 1, 2,...,J K K K= + + � 0K ≠ �
 
��
�
�
� 	
������� � ��
�� ��	
���

��� �
��
�
 ����� �
�
����
� ����� �
����� ��
 ��	� ��
���	
����� 	����
�
���� 1 2J J J J→ − → −i � ��� 	����
�� �� ����
� �	��� �
 
������� 
 �
���

1J J+ → � �
��
 

 
2

2 2
0

15 ( 1 )( 1 )
( 2; 1 ) .

32 ( 1)(2 3)( 2)

K J K J K
B E J J Q e

J J J J

+ − + ++ → =
π + + +

  (4.36) 

��
�������� 	����
�� �� ����� ����� �	��� �
 ��� 
������ 2J J+ → ����
!
�
����� "
����
� 

2 2
0

15 ( 1 )( 1 )( 2 )( 2 )
( 2; 2 ) .

32 ( 1)(2 3)( 2)(2 5)

J K J K J K J K
B E J J Q e

J J J J

+ − + + + − + ++ → =
π + + + +

(4.37) 

#����
 ���"���!����� �
�	
���� �
���� � ��"
��
�
��� ���
� 	���
����
�
 ������� ��
!��� ��
���	
���
�
 �
����� 0Q � �
�� �
 ������� ��
!���

��
����
��� ( 2)B E 	
������
 � �� 
��
!
�����
�
� 
����
�� 

$
������!��� ���
�
� ����	
 �
��
 
����
�� �	������
 ���� 
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( 2; 2 ) ( 1)( 2) (2 1)(2 1)

.
( 2; 2) ( 1) (2 3)(2 5)

B E J J J J J J

B E J J J J J J

+ → + + − += ⋅
→ − − + +

  (4.38) 

%����� �
��
 �
�� ��
!���� ��� ����
 ��� �������� ��
����
����� 

 1 2
( 2;4 2) ( 2;6 4)

1,43;  1,57
( 2;2 0) ( 2;2 0)

B E B E

B E B E

→ →α ≡ = α ≡ =
→ →

.   (4.39) 

&� ��
!���� ������� �
 ���	
������ ���	�������
����� ����!��� ���� �
	���

��
�� �
��� �
�� ��
!����� 152
1 - 1, 41Sm α = , 2 1,63;α =  154

1- 1,51,Gd α =  

2 1,8;α =  176
1 2- 1,44, 1, 41.Yb α = α =   

��� ���� � ��	
���� A ����
 ���� ��� ��
����
���� 2E 	����
��� �
� ������ 

 
2( 2; 1) 2 ( 1)

.
( 2; 2) ( 1)( 1 )( 1 )

B E J J K J

B E J J J J K J K

→ − −=
→ − + − + − −

   (4.40) 

&�� ���
� �
�
� ���
�������� � ���	�������
������ �
����� 
'	������
 ���� �����
 – �����
 �
���
��� ��������� ������ (
���!�
 �
��

� �
�����
� �
�
�� ���������� ���
�
�
 �
����� 	�� γ -	����
�
� ��� ��
�
�

�� ���	
������ �
�
������ ����� 
)������!�� ��
���	
���� 	����
�� ��� ����
������ �
 
��
���� ��
�
��

���
 �
�
� 	����
����� � 	
�������� � 
��
!
�����
���� 
����
��� %������
��
�������� �
��
 �
�
� 
�!������ �
 "
����
� ���
�
� ���
�
� 
�� ��	�� ���
�
����
������� �����
�� "������ �
��
��!�
�
 
������
�
 �
 ���
� ��� 
	��
�
�
�
 ������	
���
�
 �
����� � 	�
��
�� 	
�
������ ��"
��
��� 	
������ ���
�
� #����������� *
 � ������
�� �
������� �
 �
���������� �������� �
�����
������ �������!�� 	����
�� � 2λ ≥ � �� � ��� ����
������� �������� *
 ������
�������� �
 
��� "
�
�� +
��
 Eλ -	����
�� ��� ����
������� ��
�
�� �
�
�
������������ �
��� 	�
���
� ����
�� �
 ��������� "
�
��� 

 1Nλ∆ = ± .     (4.41) 

%�����
 ��
�������� Eλ -	����
�� 2λ ≥ ��� 	�� �� �
���
������ �
��


��
"
�
����� � 
��
���� ��
�
�� ����
!
����� "
����
� 

( )
2 2

2
0 0

2

3 3
; 1 0

4 4 22
B E N N ZeR ZeR

CB C
λ

λ λ
λ λ

ω   λ = → = = =   π π   
��

, (4.42) 

�� �� � � 	� ��� B Cλ λi  – �
�
��� 	
�
���� �
 �
�"������ �
����
���� 

� ��	
��� �������!��� ��
���	
����� 	����
��� "
����� (4.41) �
��
 �
�
	��
�� !���� 
��
!
�����
�� ��
!���� (4.25) � �������  

 ( ) ( )
2

2 2 .
2 2

25
2; 1 0 2

8 s p
Z

B E N N B E
B

⋅= → = =
π ω

�
,   (4.43) 

�� ( ) 2 4
. 02 9 /(20 ).s pB E e R= π  
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,� ���	�������
����� �
��� � �������
2+ω� ������ ��	�
���
�� ��

�� ( )12+

�


�

��
� �����
�� ������
����� ( )2B E ���

 ���

���� �
�
���� ���������� �

�
����� ��������
�� �

���
� �

��

� �
������ �
�
����
 2B � �����
����

����������� ���� �������

���
� �

��

� � 2� �
����  !������
� 2E -�������� �

������ ��	�
���
�� ��

�� 12+
� �
�
�-�
�
�� ���
� ��������
� � 10 ÷ 20 �
���

�����
�
� � ��
��
���
����� ���
���� "��
���

� �����
�� ������
����� 2E -
��������� �!� ��!��
!�
�� ��

�� ����
� ������������ � ����!!� �
���
��
��

��!��

� ������
�� 
 ������ �����!�

� ��

��!��� �� ÷ 50 %. 

��������
��

�������������� ������������ ������������������ ���� ���������� ��������	��������	

 
#
��
���
� �������� � ��!����� ��!�����!�
������ � 
� ���� ��!�����

�
������� γ -��

��� ��!�
� �
�
!����

� ������ 

����!
�� �������� 4,E  

4,M  5E � �
	!� ����� $���� ���� ���� ����	��
� � �	����
��� ��

� �

�
������� 	!������ �� �
����% ��
��
��� ��

�� � ���
��� ���� �

�
� ������	

������ ��� ���
� ��
��
��� ��

� �� ��
� �
� ���� ��!���� �
� ����� ��	
�� γ -����
��� ����!��� ������� �� ��
��
��� ��

� 	��� ���!���� !���

���!� ��!���� γ -��

�
 ������% ��!�����!�
����� $
��� ������������ �	�	

���
�� ��

 

���
��� ������
�� ��

�� ���
 ��������� ��
��
��� ��

�

��� ������� isos – ���
��� ��

����� �
 meros – ��!�� �
���

�� &��
 � ���	

���
�� ��


� ���

�
��� �����!�� mA
Z X � '����� �
 ���� � ��
��
���

��

� �
A
Z X � ��������� ������
� �
��� '�����
�� �	����
�� ��

 

���
	

��� �
��� ����������	
�� ���
��� ���������� 	
����� 	
�	� ����� 	
��
���
� ���� 
 ������ ���������������� � 
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49 0
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1
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2
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m

In J E

In J E T

+
π

−
π

⇒ = =

⇒ = = =
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	������ �����	��������� ��� ������	�


���

	 ����
� ���� 4M � �	����	�
�� �����	� ���� 
���������
�� ��
������

�
���� 	 �� 
���	���� ���	�� 
��	���
���� 	
�	� � 	
����
��� ���
	 ������ ���
�� ���������	�
�� 	 ���	�
� 	
�� ����  

����!� ����
� 	
����	� �	����� "�#�
 ��
���� $�����!	 ����	���

� �����

���� %� 	
����	� 
�  �	��	�
�� ���%�� 	 �	���� �	��!� ���
	 �	�
��
� ����	���


�� 	
����	�� &���� 
��  ���	 ���������
� ������	���� �� 	
���� 
����
	�
236
93 Np , 

%� �� ���	���� ��������	��
�� ���
	�� � �� �� 
 ����� ����� τ ≅ 5000 ���	�� 
'��	 ���������� %� ��� 
�
���� �
���	�� ���� ��
����� ���� ��!� ������

�	
���

�� γ -���
�	�� "�
��  � ��
�������� ������ – �
���	!
� ��
����	��
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���� ����� �	
����
���� �
 ���������� ��������������
 �������� �� �
 �����

������ ���� �����
�� ����� �����
����� �������
� ������
 � ����� �� �����
�

�	�������� ���� ������
���� ������ � ��������
� ������� �	������� ���

����� ������
�  ���� ��� ����
 ��������
��
� ���������� !��
���� �����
� iE  

�	�������� �
��� ���� 
 ��������� ����"��� � 
 ���"���� �����
� ������� 0ε  

��������� � �����
� �	�����
 ���������� �� ������ �����
� �������
���� �����

����
� 
 ����� ���������� 

 0i iEε = − ε .     (4.44) 

��� ������������������ ����
�����
 �����
����� �������
� �� �������� 

����
���� �����������
� �� ���
�����
�������� ��������
� �������
��
����

������ ��������
� �������
� � ������
 ������� �
�
�� #��
 �
�
� �
����
�� �� ���

����� ��������
� � , ,K L M− − − �� 
���� ������� �	������� 
������ �����
����� �������
� ������
 �� ������� �����
������� �����������

��"���� ���� ����� ���
 �� ������
� ����� γ -�����
� �	�������� �����
�� 

������"���� �����������
����� ����� �� ����� 
���� ������� ���� ������
� �

���
� #��� �����
��� �������
� �� ������
� ����� γ -�����
� 
 �����������

�������� !��
���� �������
� ����
 ��	� ���������� ����� �������� �������

�� �	�������� �� ������ "�� ����� �	�������� �
��� �����"�
���� �� 
���
��
��

� wγ ������
� ����� γ -�����
�� ��� 
 ����
��
�� ( )ew i ������� �������
��

���� ��������� � ������ i �	������ ������ 

 1, ( ).e
i

w w w w i−
γτ = = +∑     (4.45) 

$
�������� ����
������� �������
� �� γ -������
� ����� ������
���� ���

��


����� �����
����� ������	
� α : 

 , ( ) /i i e
i

w i wγα ≡ α α =∑ .    (4.46) 

$����
��� �������
� �	
����
���� ����� ����
��
��� ������� �
��� � ����

������
���� ���� ���
�� ���
�������� �
������ �������
� � ����� � ����� 

�����

 � 

 
( )

1/ 2
1/ 2

ln 2
(1 );

(1 )

T
w w T

w

γ

γ= + α ≡ =
+ α

,    (4.47) 

��
( )

1/ 2T γ  – ���
�� ���
�������� �� γ -�������� � 

�� ��� �
��
"������ γ -������ � �������� ������� �������� �� 
��� �� 


���� �����
� 0 0+ +→ 
� ������
� ������ γ -������ ��	��������� ��� �
�

���� �
�	����� �����
��� ������"
 �����
� �������
����� ���������� #��
 ���

������ ������ �� 0E -����������� !"������� �� ��� ��� �� ���� 	��� ����
����� ���%
�

�� �������
�� 

#���
� �����
����� �������
� ������
� �� ���%
�

��� �������
� α ��������

�
� �����
� �� ��������������
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�� &��������� ��� ���� ����� 
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��������
� � K -�	�����
 ���%
�

��� �������
� ���� ������
 ������� ����
� �

������� �����
��� iE 	 �� �� ���
 ���"����� 

 
2 2

3 3

0,5MeB; ( 2) 5,03 10 , ( 1) 3,77 10 ;

1,0 MeB; ( 2) 6,00 10 , ( 1) 6,60 10 .

i

i

E E M

E E M

− −

− −

= α = ⋅ α = ⋅

= α = ⋅ α = ⋅
  (4.48) 

 

$��
� ����� �	��� ���� ���"��� ���%
�

��� �������
� �	� �� �
��������

��� �
���� �	������ ��
 ������
��� �����"���� ��������������
 �����-
�������
�� '���� � ���� ��� �����
�� 	
����� �
� 1 ��� �� ��������� ����

������� 
���� "���� ���
 ���"���� ���%
�

��
� �������
�� (��"���� α � ��

��������
 � %�����
 �
�48	� 
 ������������ ��� ��
� ����� 
���� �����
� E �	������� ���� ��������
 �����
 � �� �
����
��
 �����
�

�
� ���
 ��������� 

 22 1,02 MeBeE m c> = ,    (4.49) 

�� ���
 �������� ������ ������ �������
�� � ����� ���� ����"�
 �	������� �

���������
 ����"������ ������
� ����� ��������� 
 ���������� #���� ������

"���� �������"�� �������� �� �� ������ ������� �
���������� γ -������� ����

���
 �������� 
���� � ��������-���������� ����� ����� �������
� �
�� �� ���
������� � ������ ���������� �	������ � ���� ���� �
�	������� � � ���


	�� ����� �	������� �� 
 �����
��� �������
�� ����� �������
� �
���
��� ������

������
���� ���%
�

���� ������ �������
� πα : 

   / ,w wπ π γα =      (4.50) 

��  w π  – ����
��
��� ������� ��������-����������� ����� $
������ ���� ����

��� �������
� ������
 �
 �	
�������� �����
�� ��"� �� ����
��
���� �� �������� ��

������
410−

πα � � $�������������"�
 �������� �
� �������� ������� � 0iI =  


 0fI =  "���� �
�	��� ���� �� ������� ������ �������
�� &��������� ����� 


0E -�����
� � ���
 16
8O � �����

 6,06 ��� .  

$��"���� �����
� �� ����
������� �����������
���� �������
�� �����"����

�� �������������� ������ ��
 ���"��� �����
�� ��� ������������ ����
������
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 �	������� ����
� ���� �� ���"��� �� ����
� 
 �������
� )� ��
 ������
���

�������� 
�%�����
 ��� ��������� ����� �����
���� ������ �� ����� �� ���

���"��� ���"���� ��������
� �������� 
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� ���������	 
��
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���� ����� � ���� �����

������ 
������� ���� ��� �������� �������� � 
��� ���� ����������� �� 
�����
������� ������ ���������
� ������� ���� ����
������ ���������	
����� ���

�� �����
����� �������� ����������� ���������
�� ����� 
��� ���������
���� ������� ���������� �� ����� ���� Z � ��� � 	�
� ����
�

����� A � !�	 ������ � �������� ����� ������ ��� 
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' 1 2 ...A A
Z nZ

X Y a a a→ + + + + ,    (5.1) 

�� X  – ����������� ����� Y  – ������� ����� ja  – ���� ������	� ��
�
� 
�����

��� �
���� ���� �����-	����� � ����� �����	���
4
2 He �� �	�
 ���� ������
	 ja  

�
��� �
������� � ���
� ���� Y � �
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 ��
 ���
�
��� �
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Y � � ��
 �
���� ���
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�
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���� ��
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����� �
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 1n = �� �� !����
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 ���� � ����
���� ��
���� �� ������� ��
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" �������
�
" ������� ��� ���� �
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�	�������� ���� �
���� ��
���� ��
�
�
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�

�#�$
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�
�� �		
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�� �
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 ����
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���� ��
��

�
 �
�
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��� ������� & ��
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�	�������� �
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�
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�
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�
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�

���� �
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 ����
�	������ ��
� ����
���� �����

��� ����� �	�� ����� ��� ���
 �
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�
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	���	�

�
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�
� ��������� ����
�	����
�
 �
�����  �
�
 
�
��
����� �
�
��������� �	� �
���� � �
��� �
 �� ���� �
����
� 	��
����� 
�
���� ��
��	���

�
�������
 �
�
 �
 ��
�� �
������
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�
���" �
����� Q , 

2

1
[ ]

j

n

X Y a
j

Q m m m c
=

= − − ∑ .   (5.2) 
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)
�� ���� ����
�	����
�
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92Z > ����� ��
����� ����� ���
����
�	� �����
��� "������	 � 100Z >  
��
� ���	����� ���
�������	���. 
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�� �	������ ����������� � ��-$ ��
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239 240 240 241
94 94 94 94,    n Pu Pu n Pu Pu+ → +γ + → +γ  

 241 241
94 95 .ePu Am e−→ + + ν�     (5.5) 

)�����	 ���������� � 99Z = 	 �� *����� � 100Z = 	 ������
� ���	 ���
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��		
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� ������	���� ����
�� �
 ���	��� �
��� �
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 dN Ndt= −λ      (5.6) 
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������ ��	��	�� �
�
��	 �
���
����	�"� ����
�� � 

 0( ) tN t N e−λ= ⋅ ,     (5.7) 

�� 0N  – ��������� �
���
����	�� 
��� � ������	� ����
	�� ���
������ ����	�

�
�� 0t  ( 0 0t = �� $"��	� � ��� �������	� �		
� ��������� �
���
����	�� 
����
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���
� ���	 �����
 �
 �����	�	��
��	�� �
��	��� ��	��	�� �
��	
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���
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 �� ���
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 �� � ��� ����
�	�� ������� ��������� 
���� )�	 ���
�	
�
� �����	� ��������� �
���
����	�� 
��� 	
 ����	� �
�� t � ����� �� ������

	� ���������� �� 	� ����
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�
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��� ���	
�

�
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�
���������� �	��	���	���� ������� �
���
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���������� ��������� 	�
� �� ���
 ������
�� ������������� ���� ��������
�

����	�� ����� 1/ 2 0( ) / 2N T N= � ���������� �� ����� ����� 0 / 2N =  

0 1/ 2exp( )N T= ⋅ −λ � 

 1/ 2
ln 2 0,693

.T = =
λ λ

     (5.8) 

�������
 	�
 ����� τ ���������� �� �����	���� ��������	���� 
���������
���������
 � ��������
�� ( )dw t ����� �� ��� �������� ��������� ��� t �� t dt+ , 

����� ������� 

 
0 0

( ),    ( ) 1tdw t dw t
∞ ∞

τ = =∫ ∫ .    (5.9) 

 	������� �� 
�������
�� ( )dw t ������!�
�� ������
�� ���� ( )dN t � ��� ���	

�������
� � ��������� 	�
� t t dt÷ + � �
������ 
��� ���� �����	���� 
������


	�
 ������ " ����������� ����� ���������� 
�������
�� �����
 

 

0

( )
( ) const ( )

( )

tdN t
dw t dN t e dt

dN t

−λ
∞= ⋅ = = λ ⋅
∫

.   (5.10) 

"���
� ���������� �� 
������
 	�
 ����� �������������� ���� � ��������
������!�
��� 
����
 �������
 

 1/ 2
1/ 2

0

1
1,44 .

ln 2
t T

e tdt T
∞

−λτ = λ = = ≈ ⋅
λ∫    (5.11) 

��������	� ������ �
�����
 ����� ������������� ������� ����� ����� ����	
�� � 
���������� ������� 

1/ 2

1/ 2

ln 2 / 0
0 /

( )
2

t T
t T

N
N t N e−= ⋅ = . 

"����� ������ �� ������
�� ����� ��� �� �� �������
� �� 	�
� � n–����� ������	

�� �� ������ ������������ � 1/ 2t nT= �� ����� ��� ��	������# � 2n
������  

$�� ������� �������� ������������� ��������� ���������
� ����� ��� �����
� �������������� � ������ ���������
�� %���
 
������
 ������
����
��
 ���	
���� �� ������ ��
�������
�� ���
��� ������������� ��������� � ������� ���	
�����# ������������
�� ���� ���� �� �� ��������� ������������ &�� �������	
��� ��
��
����� ������� ����� �������
�� ��� 	�
� ������
�� �������������
���������� �� ���������
� �� ���������� 
������� '��������� ������� ���	

����
���� �������� ���� ���
����� ������� �������
���� ���� ���� � �� 
��	

��� ������� 1λ ���������
� ��	���� ���� ���� 
 �� 
����� ������� 2λ � ���� �


��� 	����� ����������
� 
 ��������� 
�������� ���� ���� �� �������	�� ��	

��
 ���
��������
 ���!�
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 1 2 3→ → . 
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 1 2
1 1 2 2 1 1, .

dN dN
N N N

dt dt
= −λ = −λ + λ    (5.12) 

)� �������� ����� ���
��
 ���
�
 ������
�� ���� � ���������
� �� �������
#� �������� � ������
�� ���� 
 ���������
� �� ������� #� ���
���� ������� ��
����������
� �� ������� ������� ���� ��  	������ ������
�� 
��������� ����
���� � ����������
� ���� �� ������� ������� ���� ���� 

 

 3
2 2.

dN
N

dt
= λ     (5.13) 

'�������� �������� ��� 1( )N t �������
� ������� ������ � ��������� ��������

��� 2 ( )N t ����� ����� ���
�� ������� �����!�# 
������ $����
����� �� � ��	

	������
 ������ 	�
� 0 0t =  ����� 10N �������
���� ����� � ���� ���� 
 � �

�����
 

 1 10 2 3(0) , (0) (0) 0.N N N N= = =    (5.14) 

" ������ ��	�������� ������� ��������� 
�
���� ������ ��� ������
 

 1 1 21
1 10 2 10

2 1

, ( )t t tN N e N N e e−λ −λ −λλ
= = −

λ − λ
.   (5.15) 

" ����������� ������� ������
�� 
��������� ���� ���� � �������� 
 

2 11 2
3 2 2 10

0 2 1 2 1

( ) ( ) (1 )
t

t tN t dt N t N e e−λ −λλ λ′ ′= λ = + −
λ − λ λ − λ∫ .  (5.16) 

"���
� ������ �� 
���� ������� 1λ �� 2λ �
����� ����	���� ��� �����	����


������
 ������������
 ������� '��������� �������� ���� ������ ����������	
�� �������
���� ���� ���	�� ������
 �� ������ ������������ ��	����� ����
 

 (1) (2)
1 21/ 2 1/ 2

1 2

ln 2 ln 2
T T= >> = ⇒ λ << λ

λ λ
.   (5.17) 

��������� �� ���� ����������
� � ��������� 	�
��
(2) (1)

1/ 2 1/ 2T t T� � � (

!�
 
����!�#� �� ����������
� �� ������!�� ������
�� �������
���� ����

�������� ������� 	�
� t ������	�� �� ��������
�� � ������
�� ���� ���� 


����������
�� &�

��� ������ � ������ ��� �������� 	�
�
(1)

1/ 2t T<< ����	���

1 1tλ << � ����� ����� 

 2
1

1 10 2 10
2 1

( ) , ( ) (1 ).tN t N N t N e−λλ
≅ ≅ −

λ − λ
   (5.18) 

�������������� ������ ������� �� ������
�� ������������� ��	����� ���� ���	

�������
� � 	�
�� �� ��� 	�
��
(2)

1/ 2t T> ����������
� �� 
���� �����	����
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 (2) (1)1 1
2 10 11/ 2 1/ 2

2 2

( ) const ( )N t T N N t T
λ λ

>> ≅ = ≅ <<
λ λ

  (5.19) 

��� ��� �������� 	�
�
(2)

1/ 210t T> ⋅ !� 
������������� ���������
� � ��	��
	

�� �� ���� �� "��	�
�� ���� ����
����
� � *����
 

 1 1 2 2N Nλ = λ ,     (5.20) 

� ��� ����� ��������# �������������#� ���������� )� 
������������� ����	��� �� �

��������� 	�
��
(2) (1)

1/ 2 1/ 2T t T� � ������
�� �������� � �����!� 	�
� ��	�����# ��	�	

���� 2 2Nλ �������� ������
�� �������� �������
���# ��	����� 1 1Nλ � � ����� ������

� ����
� ������
�� ��	����� ���� ���� 
 �� ��������
� � 2 / 0dN dt = �� � ����� ���������

����� �� �
��� ������� ������� �������
���� ����� +��� ������ ������������ ��	

�����
����� ���� 
�������� ������� ��� ������ �� ������	
���


 �	����
�� ���
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���� 
�������� ��������� ������	 ������
��.  
������	�� �����	��
��� �����	� 	��� ��	�������
�� ������
 � ��������
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 ��	�� � ��	�
� 

 226 222 4 222 218 4
88 86 2 86 84 2, ,Ra Rn He Rn Po He→ + → +   (5.21) 

 
(1) (2)226 222

88 861/ 2 1/ 2( ) 1600 ,   ( ) 3,8235 .T Ra T Rn= =����� 	
  

� ����� ����	�� ����
�����
 �����
(1) (2)

1/ 2 1/ 2T T>> � ���� 	�
 ����
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(2) (1)
1/ 2 1/ 2T t T� � �����
��� ������� ���
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	�� � �����!
�� ����� �����	�
 %��� ��������
� ���������� 	�����
�

��� ��	�������� �� ��	 �
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99 99 99 99
42 43 43 43

99 99
1/ 2 42 1/ 2 43

; ,

( ) 2,75 ,   ( ) 6,01 .

m m
e

m

Mo Tc e Tc Tc

T Mo ���� � �� ���

−→ + + ν → +γ�

� �

   (5.22) 
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 ������ ������	
������ ��������������

 
���������	 A 
���
������
�
 ���
��� ���������	�� ���	����� 

������ �� � �� 

 
1/ 2

0,693 ,  
N ����

A N
T �

= λ ≡ .    (5.23) 

�� �������	 
	�	�
������ ���	��� ��
��������
� ����������	��� �	���	�
���
���� ������	� ��	�	��� ���� ����	� �����
��������� 
� 	�
�����
� ������	� ������
� �	����� �	���	�
������ ����	�� ������ �������� ����� �������
� ���� ������	 

dN
A N

dt
= λ = − .     (5.24) 
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� �	���	�
������ ����	�	
� � �������� �	�������	�� 1/ 2T ��� ���

���
	������� ����	�� ������
��� �	 ����������	����� �	������  ������ � ���	�

	 ���
�� �	��� � 

 1/ 2
0,693

0 .

t

TdA dN
A A A e

dt dt

−
= λ = −λ ⇒ = ⋅    (5.25) 

!	����	�� � ����������
� �������
� ����� 	�
�����
�� ��	 ����	�	�
���
����������	���� ���
 ���� � �	����� ������������ ����	�� �	
����������
���	� "�� #	�	
��
��������� ����	�� ����	 	�
�����
� �������� ���� 	�
�����
�
� ������� � ����� �� ����	�	�
���� 

i i
i

A N= λ∑ .     (5.26) 

!	 ������� �������	��� 	�
�����
� �����	�
��� 
 ����	� �	 �������� $	�	
������� 	�
�����
� �	���	�
��� ���������� �%�� ��������� �Bq��� �� �������
������ ���� �	�	 � 
��� �	�
�&� �������
����
��� ��	
�� '� �������� ���	- 

	 ���	-#��������� 

61 ��� �� ��= , 91 ��� �� ��= .    (5.27) 
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��� �
���
��� �	���	��� 
���������� 

 
�������� ���� ��	
��� ��	

�
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����� �������� ������
��� ���
	������� � �������� ���� (�� ��� Ci, 
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��� 
 ������
� ��
�������� �
�! ������
� ������
��� � ���� ���� ���
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���
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� �������� "���� �����

���� �
����
��
��� �
� 	

���� ��������� ���������
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10 101 Ki 3,7 10 ��� � �� ���� �� ��

−= ⋅ = ⋅ .   (5.28) 
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40 ��� � ����� 0,1 1 Ki÷ � ������	
�� �
����� �� ������
�������
� ��� ������

����� �	�	���� ����	�	� �����	� 
�������� �������
610 ���  42,7 10 Ki≈ ⋅ � �����

�� ����� � ���	�������� �� �� ��	������� ����	���������� ����� ���� �������

�	
�� ������ 
������ ������	
��
13 127,4 10 ��� � �� ��≈ ⋅ ≈ ⋅ . 
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��� ��	��� �	� ����-����� 	��	������� ������	������� � �����	���
�	 �������	 ����
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� ����	����	 ��������� ���� �� ��
�����	 �� ����
���� 	���	 ���� �����	������� 

!�������� ���� � D ) – �� �����	� �
�

ε � 	��	������� ������	�������� �� ���

��������
� ������ �������� ��
� m �����	����� ��������	  

�D
m

=
ε

.     (5.29) 
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1 ��� ��� ���� �
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= =    (5.30) 
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P
t

= "����    (5.31) 
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q

X
m

=      (5.32) 
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������ �	���	����� ���������	

��� ��
��������� 

�� ������� 	
���
������� ��
� � ����	�� �� �������� ��
� ���	��������� ���
������������� �
� ��������� �� ����� � � 
� ������ ������� ����� 
 ��������


������ 
������ 
��
� � 1 ����� �������� � ��	 �� ���
���� ��
� �������	���


�
����� ��������� � 
�������� ��	
 � � – �	 ��
� �	���	�����
��� ����������
����� ��� �����-�������������� 
 	�	��� � �� ��� 
	!� ��� �
�� �������� 
��

��� ����� ��������� ��� ���
 ����	� "� ����
� �
31�� ������ ������� 
� ������

����� ���� ������� ����� ������� 
����� � ����	�� ������� #$# � 1
10c 
����



 
����� �� ���������	
�� ��
��� ���� 
 	������� �����
�� 
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����
8c=3×10 ���  – �������	
 ���	���� 
���

31�� ����	�� ��� ������
��� ������

�	������	��� – 00 C � 	��� – ��� �� �	� �	�� ��������
31,293 10 �

−⋅ � � ����� �

1
10c ������� �������� ������ �

92,082 10⋅ ����� ���������	��� ����� �
31��  

	����� ����	��� ���� ��� ������������� ���� � ���� ���	��� ���������� �	�������
� ����	�� ���
���	� ���������	��� ������ �� ��������	
�� ���������������	  

 9 12

3

��� ����� ��� �����
1P 2,082 10 =1,61×10

������	�
��� �����	�
�
= ⋅ .   (5.33) 

������� ���	���
 ������
� �� ���������������
 ��
 ��������
 �����
 ����

������������� ������ �������� 34 �� � � ���� ������
 ������
 ������ ������


��������� ������ �� ��������� �� ��������
 � ������������� ����� � ���� �����

���� �����	�����
 �������������
��� 

12 -12 ���
1� ����×10 ×34×1,602×10 87,7

� ����	
���
⇒ =    (5.34) 

�������� 87,7 ����� �������	� ����	�
��
� ������������� ��	�	��������

��������� ����	�

�� �
����� �������� � 	���������� ������ ������� � ���

�����	 � 	������ ����������� ��������	
����� 	�������
	���� ��� �����-
	�������
	���� � �������
 �� 
�� ��� ����� ��	���� 1�
������� .  

�������� ��
��������� ���� �������� 	�� ������������� ������ ������
����

	�������
	����� ���  � 
��		����!���� �� ���
�� � �������� �� 	�� ���� 	�����

���
	����� ��� � 	�� ���� ������ � "�� ��������	
���� � γ -�������	 � ��������� Eγ  

	�� 70 ��
 �� 2 ��
 � �����
�
 �� ��
 	��������
� ���
�� 
��		����!����	 

 
9

�

2×10 (��������
1��

(��
�E
.     (5.35) 

#��� 	
����	����� $� ���������� ��� ������
���� 	�������
	���� ��������

�� ������ 	�� ���� ������������ ��� � 	�� ���� � γ -�������� α - �� β -��
������

���������� %��&������� ���� ������� 	 
������ ����	 ���������� ��� ������ 	���
	�������
	���� 
�����!� ��  ��
 γ -	�������
	�����  ����	����
� ���&�����- 

������� ��� 

���������	
 �����
��� ����������� ����	
���
	� ������ 
��� �������	
��		� k  

γ -������� �	 β -
	����
� 1 

α -
	����
� �	 ������� 10 
������� �������� 3 
����
� �������� 10 
�	�
� ���	 20 



���� ������� ����	�
����	
��� 
�
�����
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��� ��������	 
������
��	 ������������ ������ k � �
� ������������ ������ ���

������������ ���
�� ����� ��� ������ ������ �������������� �� ���� ������ ��

��� ������� �������!�� ����
���� � ���� ������������ �� �� 

������������� �� �� ����������� �������������� H �� �����! ����
����

��� �������� ��
���� ���������	 �� � �� ����������� 
������
��	 ������������ 

 H k D= ⋅  .     (5.36) 

"� ������� ������������	 �� � ���#���� ������ ���� � $� ���������� �� �

1 ���	  ������������ 1k = � %� �������� ��� ������� ������������	 �� � ���

��������� �������������� 
����&� �������������! �� ��������� �������


�� �
������
��# ���������� ���������	 1������
�� � '������ 1
�� – �� ���

������� �� � 
��!-����� ���� ��������������� ��� ������� � ������ ������ ��

����# ����# ������ $� � ��������� �� � � 1 ��� ����������!���� ����������

����� �
� �����-��������������  �������� �� 
�� ���	  

1 
�� ������ � � ��� �k= ⋅  

(�)��� � 
������
��	 ��	 �������� �������������� �
��������# ���� $� ����

�������� ���� ���� ������ �� �� ��� ������� ��������� 
������
��	 �������� *�

��� �����! ��  ��� �� ��#������� ������� $� ���� ������  ���� � ��� ������ ���

������ �� � ������������) ������������! ���������! �����  �)��������� – ����

������ )����
�� ����� ���� ��� �� � �������������� �������� � ��
�� ���� 

������� ��� 

�������� ��	 �
� �
��
��������� �� ���
�� 

��������	
���� 
���  
�� �� ���������� 

��������� ��� 

�	�
��
�� ��������������� ������	�����
�� ���
��
���


��������� �� ���� ������� 

0,1�������  

����� �� ����	�
��� 
� ��
�����
� ����������� 	���
� ����

��������	� �	������ �� ����	�
��� 
� ������� 
400-500 ���  

����� �� 	��������	������ 	 ��
����� ������	� ������������ �� 10000 ���  
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���� �����������	

 
����� α -���	
�� 	�
��
� � �
���
�������� 	����������� ���� � ��
�����

���� ��
�� � α -�
������� � 

 4 4
2 2 , 0A A

Z ZX Y He Q Q−
− α α→ + + >     (5.37) 

�� �����
�� Qα ��
�
�� ������� α -���	
��� 2( )cX YQ m m mα α= − − . 

��������� �
�
���������
�� α -���	
��� �� � ����-����� ������ �
���
����

����� 	������� � ����	����� �
���
������� ����� 	������ �� �
	�����	
�� �

������� �
������� �� ��
��
����  

������� ��	������ �

�������� α -���	
�� �  

1.  
�
� ������ ����
��
 ������ α -�
���
������� ����� ��
��
 �
����
 �

���� �
� �
��� 83Z > � !���-��� ���� � ���� ��

��� ���	
�
����� � ��
�����

α -�
������� � ���� �
��" ���	
� �� ��
"����� �� 
��� ����� �� 	�������� �

������ ��	
�� ���	
�� ��� �

�"�������"� #�" $
��� �� �	���
���" α -
���	
� �
� ����� � �
%��� ���
� ��	
��
� �� �
���� �����%���� �������� &�"��

��� ������� ������� α -�
������ �������� 28 Me� � ����� 7 Me� �
 ���
���

#��� α -���	
� ���
 ���� ����������� ��%
���� ����� ��
� 	����
 �������

������� ���
��
 � ���� ��
�������� ������ ��% 7 Me� .  ����� �������
�� ��

�	���
���" α -���	
� ��%
���" �
� ����
���� �
%��� ����� � ���� 	����


������� ������� 7 ���B ≤ � ���������	 
� ���
����
������ �������� �����


����� ��	 �����
� 
��	
�� ����
����� �� ������ �����
	 
��	
�� ������� ����

������ 7 Me� ������
�� � ������
 190A ≥ �  �
�� 
 ��� ���
����
�
���

������� ��� ���� ������� 
���!�
��� �����
" 
��	
�� �
� � �� Z 
 ���� 
���

����	 7 MeBB < ��!���
 � � 
���# �������#� 

2. $��
��� ���
���
���� α -�������# 	��� ��!��� � ��!� ������# ��!�#�

�
�
73 10−⋅ � ��	

212
82 Pb ��

171,4 10⋅ ���
� ��	
204
82 Pb � %�� �����
" α -��������

����������� � ������ ��
���# 
��������#� � ���� 4 9 Me�÷ ��	 ��!��# 	���

( 210A ≥ � �� 1 4,5Me�÷ ��	 �
��� �����# 	��� 
 140 210A≤ ≤ � &���!�
���

���
��� ���
���
���� �
� �����
" α -�������� ���������	 ���
������ 
������

'������ – (������� 	�
� ��!�� 
������� � ����	�
� 

 1/ 2lg ,
D

T C
Eα

= − +      (5.38) 

�� ,� �  – ���������� 	�
 ��������� �� 
���!��� �
� �����
"� )�	 	��� 

 
��	�

���� 
 
�������� 60 100Z = ÷ ��������� ,� � �����!��� ��!�� ������ � ���

��	�
  

 
2 /328,9 1,61 , 1,61C Z D Z= + ⋅ = ,    (5.39) 



 
���� �����-���	�
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	��� ��������� � �	�
�� ���	����
 � 10lg(...) log (...)≡ � 
 �����
	 ���
������	 �

Me� � � ���
�� ���
���
���� � ����#� * ������� �����������	 ������������

��������� � �	�
�� 
������	 �������� 
 �	�
�� ����� 
�
������ �

ln10 2,3026= ��

�� +������� 
���� '������ – (������� 	��� ��� �
������� �

�

 ��� ��� ����	� ��
��
�������	 �
! ���
���� ���
���
���� �� ���������

���!���� L ����
�� α -�������� � ��

� 1/ 2ln lnT a b L= − � $�� 
����
 �����


����� � ����
 �	�
�� ���#����� 
���!�
��� ���!��� ����
�� L �
� �����
" α -
��������� 

&�
��� 

 
������ '������ – (������ �	�
�� ���
�� ���
���
���� ���������
�
����� 
���!��� �
� �����
" α -��������� (��������� 
�������	 �����
" �� 
 % 
��!� �������� �� 
�
������	 ���
��� ���
���
���� � 
� ��

�� � 
�������	

�����
" �� 
� � ��!� 
�
���� 1/ 2T �� 2 3÷ ���	����  

$����� α -��
���� � ���� ��������� �������� 
 ���� ��������� ���� ���

��!������ )
����� ��
��	���� ����
� 
���!����
 ������
�����" �����
"

( )V r α -�������� �
� �
�����
 r �
� ������ 	��� ����� 	�
��  

 
 

���� ���� �����	
��
�� �����
� α -��������� Eα  – �����
� α -���������  

R  – ���
�� ���� 
 

����� ���	 �
 
	����� Z �	 α -�	
����� ��� ���� �������
��� ���� ��������

���	���� ���� 

 2
0

2( 2)
( ) ,

Z
V r e r R

r

−= > .    (5.40) 

�
������� ���	 ����� �����
���� ������ 
��� ������	��� � �������	���	
������� �������	� � ������� �	�������� ���	 ���� ���� 	����
����	�	 ������

������ �����  	 ���� ���	 �������	� 
��	� 
���� �	�
�����  

 
1

2 3
0 1

0 3
0

2( 2) 2( 2)
( ) 1,44 2,4( 2) (Me���

Z Z
V V R e Z A

R
r A

−− −≡ = = −�   (5.41) 
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�������� ��	
	���� 
�
� ���	�������� �
��� 
���� ����� ����� ����� ������
������� �	�� 
�
� ����� ������������ ��
��
� ������ 
���� ����� ������� ��
��
���� �����	� ��������
��� � �	�� ���
������  �
���	
������ �
���

( 092, 238, 1,2��Z A r= = = 	� �����
 

 0 35 MeB.V ≈     (5.42) 

!�	 α -�������� 
������������� 
������ ��"�
	�� � �
�
��� 
�	
 �����

	�	
���� #� �	 �	
	��#���� 10 MeB � ���� �
� ����� � ������� �������� ����

������ �	 ������ ���� ����"����
 � ������	����� ��	
	���� 
�
� � ��
��� α -

����� �	 ������� ��� 

������ �
� �����
 �������� 	�	���� �
� ����� 
� � α -��������� � ���	 ��

 ������� ����������	�� ���� ����� ������� �
�����	��
 ����	������
	 α -
�������� ��
��� ��
��
� 

 

���� ����������� ����	
 α ������
�


� ����������
 ���	�� ������

��� ������	

� ���
��
���� �������	

� �����
�� ������ ������ ������
	�

�� ������ ��� ��� �����
�� 
 ���� ��
����
��� ��������
��� ������� ����
� � 
�� 
����� 0V � �� �	�	
���� 	
	���� �����
�� E ����� ���	� ��� �����
�� ����

������� ��

�

��  �	��
�	�� 

 
2 2

2
( )

2

d
V x E

m dx

Ψ− + Ψ = Ψ�
,    (5.43) 

��	 
 �������� 
� � �� � ��� 
����� 

 

2

2 2

2

02 2

2

2 2

2
1. 0,

2
2. ( ) 0,

2
3. 0.

d m
E

dx

d m
E V

dx

d m
E

dx

Ψ + Ψ =

Ψ + − Ψ =

Ψ + Ψ =

�

�

�

    (5.44) 

!
	�	�� ���
��	

� 

 02 2

2 2
, ( ), ,

m m
k E V E

k

χ= χ = − η =
� �

   (5.45) 

���� ���
����� ��

�
�  �	��
�	�� �����	 � 
����
��
�� �������� ����� 
�����
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1 1 1

2 2 2

3 3 3

1. , 0,

2. , 0 ,

3. , .

ikx ikx

x x

ikx ikx

A e B e x

A e B e x a

A e B e a x

−

−χ χ

−

Ψ = + − ∞ < <

Ψ = + ≤ ≤

Ψ = + < < ∞

   (5.46) 

 
 

���� ���� ������	
��� 
������� 

�
� ���������� ����������� ������ 
 

��� �����	
���� �
������ 
����������
� ���������
� ��������� �����
� ���

������� ������ ���� ��������� �����	��� �� �
� ��
�� ���� � ��������� ����

���� j
�

������� ����	� 
������	� 

( ) ( )
2 2

Im( ) ,

x

x

i i d d
j e

m m dx dx
d

e
m dx

∗ ∗ ∗ ∗

∗

= Ψ∇Ψ − Ψ ∇Ψ ≡ Ψ Ψ − Ψ Ψ ⋅ =

= − Ψ Ψ ⋅

� �� ��� � �

� �

  (5.47) 

�
 xe�  – �����
��� �
	��� ������ ���� X � ��� 
������	 � ���������� ���	����

��
( ) exp( )ikx±ϕ = ± ����� 

 
( )

( ) ( )Im[ ] ,x
d

j e
m dx

± ∗
± ± ϕ= − ϕ = ±υ

�����
� �     (5.48) 

�
 / /p m k mυ = = �  – ����	���� 
�����	�� �� ���� ������� ������  � ����


�����	� ��������! ���	���! � ������� ����	�� ����� ����
���  � ���� �����

����� � 0υ ≠ �� � ���	 � ��	����	� 
	����
��� ����	�� ����� �����
�� �������	 ��

����� " ���
� 	�����
��� ����� 1Ψ �� 3Ψ ��
#� ���
���
������ ��	�� 
����� 

1) ( )
10

ikxA e+ϕ ≡ � ����!
�! ����
!� �	� ���������� ���� 
�����	� ����� ���

#������ � x = −∞ �� #������ �� ���

���� ����	�  

 2
0 0 10 , | | ;xj j e j A= = υ

�
�      (5.49) 
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2) ( )
1

ikx
r B e− −ϕ ≡  – ���#��� ������ �	� ���������� ���� 
������	 ���#���� ���

#������ � ����	�� 

 2
1, | | ;xr rrj j e j B= − = υ

�
�      (5.50) 

3) ( )
3

ikx
d A e+ϕ ≡ � ��������! ���	���! 
������	�  � ������� #����� � �����

!���� ��� #������ � ����	��  
2

3, | | ;xd ddj j e j A= = υ
�

�      (5.51) 

4) 3
ikxB e−
���������� ������ �	� ��
 ��� �
�	��

������ �� #������ � ����	�� 

 2
inf inf 3inf , | |xj j e j B= − = υ

�
� .    (5.52) 

$� ������� ����
� ����	 infj ���������� ����	� ����� 

 3 0B = .     (5.53) 

%������	� 1 2 3, ,Ψ Ψ Ψ � 
�������� ������ ��������� ���	��� � ���� ��!��

������������ ������ �
�
�
������� ���	��� �� �� �������� �� �
��� #������

������ ���������� ��#�� � ��
	�� 0x = � x a= ����� 	�
�� 

 
1 2 2 3

' ' ' '
1 2 2 3

(0) (0), ( ) ( );

(0) (0), ( ) ( ).

a a

a a

Ψ = Ψ Ψ = Ψ

Ψ = Ψ Ψ = Ψ
    (5.54) 

�

' ( ) ( ) /j jz d x dxΨ = Ψ ������� ��� x z= � &� ����� �������� ��������� ��

����
� ��������  

 1 1 2 2

1 1 2 2

,

( ),

A B A B

A B i B A

+ = +
 − = − η −

    (5.55) 

�� 

 
2 2 3

2 2 3

,

.

a a ika

a a ika

A e B e A e

i
A e B e A e

−χ χ

−χ χ

 + =



− = − η

    (5.56) 

'����� ���� �� ������! ������� �	�	��� ��
������ 

 2 3 2 3
1 1

(1 ) ; (1 ) .
2 2

ika a ika ai i
A e e A B e e Aχ −χ= − = +

η η
   (5.57) 

(���������� �� ������ � ����
�� ������� �	�		�� ��������� �� ����������
�
�� 

 
1 3

1 3

1
[ ( ) ] ,

2

1
( )( ) .

2

ika

ika

i
A e ch a sh a A

i
B e sh a A

= χ + η − χ
η

= − η + χ
η

   (5.58) 
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$����� ������  � 	��� ����� ����!
� ������ ��#�� ��� 1 0A ≠ � 	�
��������

3A �� 1B ��	��� �
 ������!!�� ���!� )�	���	� �
��
��� 3A �����
�� �������

����� �������
��� 
�����	� ����� #������� �� ����� 3 0A ≠ ����
���  � � ���

����� 	�������� �
����	� ������ ����� ����������� ������ 
�����	�� �	� �������

�� #������ � #���-�	�� ��
�� �������� ����� #������� 
��������� 	
�������
� �����

� 
� ����������� ���
���� ����� ������ �����
����

���
��� ���������
�
 R �����

� 
� ���������
�
 D ����������� ��� ��������
�

�������� ���������	�
 ���
�		� ����	�
��
� 

����
����� �������
��� ���������� ���

����
���� �������� ���
��� ��
��� rj � �����
�	 ����� �� ���
��� ��
��� 0j �  �

������ 

 

2
1

0 1

rj B
R

j A
≡ = .    (5.59) 

���������	�
 ����������� D �����������
� 

����
����� ��� ���������
�
 ����
�����
� ������� �������� ����������
�� �������
��� ���������� ������
��� �������

���
�� ��
���� 0,dj j � ������� � ���	��� ������ 
� �����
� �� ����� 

 

2
3

0 1

dj A
D

j A
≡ = .    (5.60) 

!���
 ���������
� D ���
� �����
� 
�� �����	 ���������	 �����������	� 

������� P ����������
� ��
�
�� �� ���������� 	
�������
�
( ) 2 2

3| ( ) | | ( ) |d a a+ϕ ≡ ψ  

���	
� ���
���� ����� ������� �� ��
��������
�
( ) 2
0| (0) |+ϕ ����� �������  � ���

��� �� ������ 

 

22
3

( )
0 0

( ) ( )
.

(0) (0)
d a a

P +
ϕ ψ

≡ =
ϕ ϕ

    (5.61) 

" �������� ���� ���
���� �����
��� ������ � �����
�� � 
� �� �� �������	
 � 
��
 �����	�
 � ���������� � �������� ���������	�� �����������	� � P � � ������

���	� � D � ������� ������	
�� 

 2
3 1| / |P D A A= = .    (5.62) 

�� ������������
 ����	� ����� 
2

2 2 21

3

2
1 2 21 1

3 3

1 1
( ) ,

4

1
4 /(( ) ),

A
D ch a sh a

A

B A
R D sh a

A A

−

−

= = χ + η − χ
η

 
= = η + χ   η 

   (5.63) 

�����
��
2 2 1ch a sh aχ − χ = ,  
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2 21 1
1/(1 ), , ( ) .

4
D R D sh a= + α = α α ≡ η + χ

η
   (5.64) 

������  � ���������	� R Di �������
���	
 �������������� 1R D+ = � ���

�������!�� ����� �����!���� ���
���	� ���	����� ��� ������	
 ������� "������
���	� ���
��!���� ���	���� � ��
��� ��������	���� ����	���� 
#����
�� ���������	 0D ≠ � 	� ������ ���!�� ���� �������� ������!�� ���

"��� ����	� 	� ������� $�� � ���
��!���� ���	���� � ���������  � ����� ��
����	� �������� ����� ������� � �������	
�� 	����
��� ����	��� %�" ����	
������	� ����������" 
���
����� ����	����	��� ���	����� 
& ��������������� �����!���� 0→� ����	���� � ������� ������
 ��� ���

����
 ��������� �������	
�� ��������	
 

 02

2
( ) 1

m
a a V Eχ ≡ − >>

�

.    (5.65) 

'��� exp( ) 1aχ >> , exp( ) / 2sh a aχ χ� � ����� ��� D ���� ��	
�� 	� �����

��� ������� 

 0 0 0
2

exp( 2 ) exp 2 ( )D P D a D m V E a
 ≡ = − χ ≡ − − 
 �

,   (5.66) 

�� 
2

0 2
0 0

4
16 1 .

1

E E
D

V V

   η= ≡ −   
+ η   

 

����� ���

� �����������" ���� �� ������" E ��!�� ������� 0 0( )V E V< , 

�� ��� 0E V= �����	�� ��������	��
 ����� ���
��� (��� 0E V= � 	��	� 0η = , 

	� �� �����
��� ������� ���
�� ����!���� 

 21
1 1 ( ) 1

4
D ka = + <  

.    (5.67) 

)������������� ���

� �������	
�� �������� ������� #��������  � "���
������	
 	����
���� ����	� ���� ����	��� ���� � 	�
 �������
� ���� ��������

��	 D �� ��!� ����"� 	��	�� ���� �������� �������� 02 2 ( ) /a m U E aχ ≡ − �  

�� ��!� ������� *����� � ���

� "��������	
 ����������� ������� ���� ���
�

������� � ���	����
 ������ ����� � ��� ����
��� �� ��������� ������ 0→�  
���������	 ��������	� ������� ������ �� ����� �� � ����������
� 
+������ ���

� ��� ���������	� ���
��!���� �������	���� ������� ��!��

������
��	� �� ������� ������� ( )V x �����
��� ����� ����� ����� ,�� �
���

�������� ��� �� ����!��� ������ ( )V x � �� �������	���� � ������� 1x∆ � . 

& ��������������� �����!���� ��� ��!���� i -�� �������	���� � ��������	���
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������
* *,i ix x x+ ∆ ���������	 ���
��!���� ������������	��

'
iD ��!�� ������

������	� ������� ���

� � ������ ���!�����
'
iD : 

 ' ' *2
exp 2 [ ( ) ]i i iD D m V x E x

 = − − ∆ 
 �

.    (5.68) 

 

 
 

���� ���� �������	
��
 �
����
 ��������� ���	� ��
	������	� �������
�
	� 
� ���������	 ������ ��
������ 
� ���������� 
���������� D ������ ���	���


�������� �������� ������� ������������ 
���������� ��	 ���� ������������

���	���� i
i

D D′≅ ∏ � ���� 
�������� ���
������ � ������� ��	 
������ �����


������ D ��������	�
2

exp 2 ( )i i
i

D x mV x E
 − − 
 

∑� �
�

� � 
���	 ������ ���
�


������ ���� � 
�������� ���
������ �� �������� ����� 

 
2

1

0
2

exp 2 [ ( ) ]
x

x

D P D m V x E dx
  ≡ = − − 
  

∫
�

,   (5.69) 

�� ���������� 1x �
������ ���	��� ��	 �������� �� ������� ��������� �� 2x  

������� ���	���� ������	���	 � ����� 

 1 2( ) ( )V x V x E= = .     (5.70) 

 ��������� x1 , x2 ����������	 ������� �������� � ��������	
 �����
���
���� �
�������� ���� ���	����� �� �
������� ��������� ��� ���	���� ���
��

��� 
��� � ��
��	�� 1 2( ), ( )E V x V x> � �����
� �����	 ����� �	����	� � ���

����
��� ���� ���	���� � ������
�������� ���
������� 
�����	�����
 �������� �����	 � ���
�	� ����� ������	� ����� �
� ������� �

�	� ������
����	� ���������� ���
 ��� !������ ������
����	
 ���������� ���

�
 �� ���	����� � ��	���� �����	�� l ������� 	
�� "" �����

��� ������ ����

����� 	
�� �����

��� ��������� #��������� 	����� � ����� �� � � �������

����������� ����� �
� � ����	����� ��	�����

��� ������ � ( )lV r � ���
���



 
��	�	 �� 
	���	
������ ����	� ���� � �������� �	�����
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���� ��	�����

��" � ( )V r 	 � ������	����" �
2 2( 1) 2l l mr+� 	 �������� $���� ����

���� �	 ����������� ���������� ��	�����
� ( )V r ��
���	
 ��� ��	����� ���

���	� l ���� ���	���� 	� � ������
�������� ���
������ �� ���
�� ���
�����

��� �����	 �� ������� ����������� ��	�����
� �� ����	����� ��	�����
� 

 2

1

( )
0 ;

2
( ) 2 [ ( ) ],

lG E
l

r

l l
r

P D P D e

G E dr m V r E

−= ≡ =

= −∫
�

   (5.71) 

�� 0D  – ����� ����	��	�� � 

 
2

2

( 1)
( ) ( )

2
l

l l
V r V r

mr

+= + �
     (5.72) 

– ����	���� ��	�����

�� ������� � ����������� ������	����" ������" �����

%���� ( )lG E ������ 	
�� ��
	���
�� �	���	� &�	��������� � ���
�	 �������

 	
�� �� ���	������ ��
��	� ���
 �� � �������� 	���� ������	� 1r , 2r �
� ��	��

����
�� � ���������� ���������� �������� �������	
�� � ���� 

1 2( ) ( )l lV r V r E= = .     (5.73) 

!
� ��	�����
�� � ���
��� �������� ��
����� 1r ������ ����	���� ����	���� 	

�������� ��������	� ���
 ��� � 2r  – "" ������� �������� 	 ���������  

!
� ����������� �	�
�" ������� λ � '�  ��
������ �������� ����������

��� ������
��� ���� τ ��		� �������	������ ���� ����� �����		 � ������� ���

����� ���������	
 ������� � ������� ����� ��������� �������	� ������
��

���	
 ���
 �� lP �� �������� ����  ����	��� ���������	� wα �	������� α -

���	���� ��������� ���� � ���	�	� ν "" ��	����
 �� �	������ ����� ( ��

�����

���
������ ������	
� '� 1wα ≅ � � ���	�	� ��	����
 ������	
� �� ��
������

�������� �� ���� 02Rα ατ = υ � ��� ���� α -���	���� �������	� αυ �������	


����	��
� '� ������� �����	�� ����� 
) ����������� ���
�	 	� ���
�	 	� �
� ��	�����
�� '� ���������� ��

���� ���� ����� �
� �	�
�" ������� ������ ���
���� 

 (0) (0)
0

0

exp{ }, ,
2

l ll lG D
R
αυ

λ = λ − λ =     (5.74) 

�� �������� *����� lG �� ���
��� 
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( )
2

0

1/ 2
1/ 2

2

2 2

2

8
( ) ,

2( 2) ( 1)
( ) ,

2

r

l l
R

l

m
G V r E dr

Z e l l
V r

r m r

α
α

α

 = −  

− += +

∫
�

�

   (5.75) 

� 2r  ����
����� �������� 

 2( )lV r Eα= ,     (5.76) 

Eα � mα  – ������� 	� ���� α -���	����� ���� α -����	
�� �	�
��� � 
�����	�

�����	� ����
���� ��
2

2 2( ) 2( 2) /lV r Z e r Eα≡ − = 
 �����
	� ������ ���
�
��� 

 
2

0

1/ 21/ 2 2
2

0 22
2

8 1 1 2( 2)
, .

r

l
R

m E r Z e
G dr r

r r E
α α

=
α

  − = − =     
∫

�

 (5.77) 

������� 
��� ��


� ( )1/ 2
2x r r= � ����� 

 
0

1
1/ 2 2

0 2(2 ) 4 1 ,
x

G m E r x dxα α= −∫  0 0 2 .x R r=    (5.78) 

�	��
���	 

�������

�� �
����	�� 

0

1/ 2 2 1
0 2

1
(2 ) 4 [ 1 arccos ] |

2 xG m E r x x xα α= − − , 

��� 

 

1/ 2 1/ 21/ 22 2 2
2 0 0 0

0 2 2
2 2 2

16( 2)
arccos

Z e m r R R R
G

r r r
α

     −  = − −             �

.  (5.79) 

��	 �
���
�� α -����	
�� �
��
� ��
�	� ����

������� �������
2

0 02( 2) /V Z e R Eα≡ − >> � ������ �
����
�
� �� �����	 ��	 2 0r R>> � �	��� �

�������
	� �� ��� ������������ 

 

1/ 21/ 2 2
0 0 0

2
2 2 2

arccos
2

R R R

r r r

    π − − ≈         
,   (5.80) 


 ���� ���� 

 
2

0
4 ( 2)Z e

G
α

π −=
υ�

.     (5.81) 

���������	 ����
	� ���	����� �	��� ��� �����! ������� ��	 �	����
 α -
����	
�� � 
�����	� ���
����
	� ����
��� 
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2lg 4 ( 2)2
(0) (0)
0 0

4 ( 2)
exp 10

e Z e
Z e

α

π −−
υ

α

 π −λ = λ − = λ υ 
�

�
.  (5.82) 

"� ��
��
�
���

� � 
� �� 

��� �� ����
 ��#���� – $������� ���	��
	#
��� �����! �������� %
#�
�� �
��� �����	&����

� �����	 
 �������

� ��
��
�



���

� ����	� 1/ 2ln 2 /Tλ = � ����� ����
 ��#���� – $������ � ��	��#
��� �	


����
 �����	� � ����� 

 1/ 2lg
D

T C
Eα

= − + ,     (5.83) 

�� ���
�� 
��
�������� ���	�������� � ����
���� �
���
� – � '��� � 

0 0(0)
0

ln 2
lg lg(0,72 ) lgC D Rα= − = υ −

λ
, 

 
1/ 2

2
2

(lg )4 ( 2) 1,73 (1 2 / )
2

m
D e Z e Z Zα = π − ≈ −  �

.   (5.84) 

(���� �)

	�� ���	� ���
����
��� ����
�� 
� ���
	�

��� α -����	
���

��	 0l ≠ �����
	� ������ lG �����	 �� 
� ���	���	 � �	����
 

2

0

1/ 2 1/ 2
2

2 2

8
1

r

l
R

m E r
G dr

r r
α α α   = − +     

∫
�

,   (5.85) 

��
2 ( 1) /(2 )l l m Eα αα = +� . 

%�� �� �	� ���� 
 ��	 
� �� � ���	�	� �
���

�� l ����
��
2/ rα ����

�
��
� ��
�	�� 

 ����
 ���� (��
 � �
�

�������
��� �	���
 �� 
� �	��
��	

���� ���������

� 

1/ 21/ 2 -1
2 2 2

2 2
-1 -1 1 -1

r r r

r r rr r

 α α      + = + ≈            
 

 
1/ 2 1/ 2

2 2
2

1
-1 1

2

r r

r rr

−α   ≈ + −      
.    (5.86) 

*�
��	 �
����	�� �	��� ��� �����
	�� ������ lG ��	 �	����
 α -����	
�	 �

�
��


	� �
� 
��� ���
����
	� ����
���� 

 0l lG G G= + ∆ ,     (5.87) 

�� 

 

1/ 2 1/ 22
2

2
02

2 ( 1)
1l

rl l
G

m E Rrα α

   +∆ = −       

�
.   (5.88) 
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+��	�����	 0G 
 lG∆ �� &�������	 �����	 
 �����	 ��� ���� � 92Z = 


234A =  �� ��� 0,5���Eα = � ������ 0 1 216,6; 0,14; 0,21G G G≈ ∆ ≈ ∆ ≈ . 

������ �	
 ��
��
�
� ��������� l 
��
�
�� lG∆ ���� � ��	��� ����
	������

�	����� �� �	�������� ����
��� ������� ��	�� ���������� �����

���� ��	���

	� ��	�� 
�
����
�-��������� ���	�� α -	������� ��� �	����� ���� �� �������
� �	�����

��	����� ��
��� 
�� ���������� �����	
��������
� ���
��  ������
 ���������� � 

��	���
 !����	� – "������ ���	
� ����#
�� 
�� 	������ ��	� 0R � �� 


�����

��	����
 ����
	������ α -����
��� ��� ���	��
� ����� 

�������� 	����	�


���	� $
� ������� ��	
���� ���� ��	���� �������� 	������
 ���	� 

 1/3
0 0 0, 1,57 0,015 ��R r A r= = ± .   (5.89) 

% ����
� ���	 

������� α -����
��
 � 	���
�
 ���������
 �����
���& ����
	��&� ' ����� 

����� ������� �	� ����� ��	����	� α -�����	�
� (� �	
����� �
����� ��� �� �� 	
�� ��
 ��
����� ���	��& �� ������

����� α -����
���� ��� ��
��

	������ �	
 	������ ���	
212Bi . 

������� ��6 

�������� ������� �� �����	
���	��� α -
�	�
��� ��
 ������� ����
212Bi  

���������� 
	
���
�- 
��	���� 

Eα ���  �������� 
������
	����� ��� 

α0 

α1 

α2 

α3 

α4 

α5 

α6 

α7 

6,090 
6,050 
5,764 
5,621 
5,601 
5,480 
5,341 
5,298 

27,2 
70,0 
1,7 
0,1 
1,0 
0,01 
0,001 
0,0001 

 

��������� ����	 
����� �

��
�
	 α -����

� ��� 
	�� ���� � ����� �	����

�� 
���� �

��
�
� ����

� ���������� α -
������� � �
��
����� ����
�����
��
� �� 
����	 � ���������� ��� � � �������	� �
����� ������ ��
� �� �������
�	� �
���� ��
����	
� � ������	� �
��� �� �
��	��� �� 
������ �	�
���������
�� γ -����
��� �����
	��� �� �
	 
��
������� �����
���
� α -
������ ��������

���� 

��� ���� �
�������
	 ����� ���
������ ������� ��
����� �����
� �
��
���
�� ���� ����	 ������	� �
���� ��
�
	������� � ����
����� ���
 ������
���
�����
����  

 ���
	��� �
	�� ��������
� ��
���� �����
������ ��� ���
��� Eα ��� α -

��
������ ��� ������	�	 �
����	 ��
��-��
�	� ���
 � !����� ���
� ��������
�
��� � ������� ������� – ����	
�� ���
 α -�������� ����������� ���	�
����
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��� �������� ���
	�� ���
��	����� �
� α -�����	�
� � �������� ����� 
 �
��

���������� ������� ����	-������ ���� ����
������ �� �-� �	����� ������

��� �
� � ������� α -�����	�
� �
� 	��	����� ������� ����	-������ �����
�	�� ���
 �����	�� ��	��	 ��������� ���	�	�������  
��	����� ���
	�� ���

�
��	����� ���� �
� ���	�	���	�	 α -�����	�� �	 �
��	�
��	! �������	! ��
��
����� "	 ��#���� ���	�	� ������� – ����	
�� ������#���� �
������ ���	

������������) �
������� $�� %���	� �����������# ��������� ��	�
��	��


���	�	 ���� α -�	����� � �	�
�����
 � ��	�
��
��� α -�����	�� �
� 	��	�����
������� ����	-������ ���� ��� 	����	��� �����
�� �	������ 

 

 
���� ���� ����� �	
��	�
� α -��
�	
� ���� 212Bi  

 
� �������	
�� 

���� α -������	 ����	�������� �� α -���
���� ��
 ���	�
�

� ����� ��������� �
 �
 
��� ��
 ���������
� wα 	
���
��� α -���
���� � ����

����� �������	
� 
����� �� ��������� ����
���� ����
����
������� 

�����

 � ���������
� ������ ���
��
� ��� 
!
�
	 ���"������ �	������ 	 ����� #���

�
��� α -������ ����	��"
��� ������ $���$
� ���� α -���
���� 	
�����
���
�� �	������� ���� � �
 �� �
����
��� �	������� � �
�$��	 ������	 α -������
������"
��� ����������	� 	 ��	���	 – 
�����������	. 

 

���� ����������������	

 
%���� β -������	 �������
� 	 ����
�����	 ������� ����� �� �������
� ��

����� ���� �����	 �� ������� ��� �
���� �������
� �	������� &� 
���� ����
���

���
��
� �������������� ����� 
�
�
���� e−
� ��
��
�
���� eν �� ����
�
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���� e+
� �
�
���� eν � ��� � ���������� ����� ������ �� 
�
�
����� �
�����

�������� ��������� K -��������� � ��������������� �
�
���� eν : 

 

1

1

1

: ,

: ,

: .

A A
eZ Z

A A
Z Z e

A A
Z Z e

X Y e

X Y e

K X e Y

− −
+

+ +
−

−
−

β → + + ν

β → + + ν

+ → + ν

     (5.90) 

'���� �� α -������ " ����
��� ����
��	�������� β -������ " ����
� �
�
�

����� ��	
��$����	������� � ����	��"
��� ��������� β -�
�

���
�� ���
���
�	������� � ���
 ����
��� 

 

1
2

: , 10,24 ���

: ,

: .

e

e

e

n p e T

p n e

K p e n

− −

+ +

−

β → + + ν =

β → + + ν

+ → + ν

    (5.91) 

����-�����	 
��
���� �������� 
����� ������������ �� 	����	��� ���� �
������ ������� β -�����	 
��
���� ������� ���������� ������� ����������

�������	 ��� 
�� ���� 
�	��
����� 
����	��� �	��
 �� β -�����
����
 � 
��
��
��� ���������
 �� ���������
 ����� ���
�	��
 ������� ���������� �������� �
������������ ��������� 

 
,

.

e

e

n p e

p n e

−

+

ν + → +

ν + → +
     (5.92) 

 ������ ���������� ���������	 �������� �� ������������ ��!�
 	���
�����
�� ���
�������	 ��� 
��� ����� ���� ����"����
���
 

# ������ 	� β -�����	� 
�	�����
�� ���� ������� ��	������
��� �����
��

���
 ������� �	��	 
 ���� ������� ������	��
 � ������	 ��� ��
����	 � ����

�$���
 ���� $�������	 ��� ����
�!�
�� ��������	 ( , , ,e ee e− +ν ν �	 �����

����� $������� �
�	 ����
�
 
������
 – ������	 �������
  ���� ������ �����
������
�	�� �� ����!" �
�" ����
� $����	 ��� ���� ����	 ����!"�
�� �� �	����!�

1Z∆ = ± 
 %����$���	 &� ������� ��!�
 ���� ��� � ����� �����������!�
��

	����� ������
�� �
����
�� $�����	 &� ����
�"�
�� �������	� 
���
�� 
��� �������	� �	����� �����	����� ������!�
	 &� 
 ���� �������� ���
����


�������
 ����� ���
����
 �� ����$������� �������"�
��
 
'� ������ ���������� ������� 
�����"	 &� ������� ������$�� ������� �������


��� β -�����	�� ��	�"�
�� ������ 
������� �������!$�	 &� �������� ��"

���
�
� ���� � �����!$� ������"! 
�		�$� �	���� 
2

, max ( , ) ( 1, 1) ( , ) ( 1, 1),e �� ��e
T T M Z N M Z N m c M Z N M Z N− −β ≡ = − + − − = − + −
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�� 
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, max

2 2( , ) ( 1, 1) ( , ) ( 1, 1) 2 ,

e

e �� �� �

T T

M Z N M Z N m c M Z N M Z N m c

+ +β ≡ =

= − − + − = − − + −
 

, max

2( , ) ( 1, 1) ( , ) ( 1, 1).

e

e �� ��

T T

M Z N M Z N m c M Z N M Z N

ε ν≡ =

= − − + + = − − +
          (5.93) 

��� ( , )
��

M Z N  – ������	 
��
�� ����� ��
�	 ���������	 �������� ������� ���	�
�

���
������ ������ �����
2( , ) ( , )�� �

M Z N M Z N Zm c≡ + � �� ( , ) ( , )M Z N M Z A=  
– ����� ������	 
��
�� 	��� �������� ���
� 	��� � ������	� ��������� 
�������� β -������ � ����������� ��������� 
��� ���������� 
������ 
���	

����� ������� ���� � ���	� !�������� ������� ,T T+ −β β � ��
�� � ��

������� ��	

������� 
���������� ������	��� ����������� ��	 ���
������ � ����������� "�

��������� ��� β -�������� ��������� "� � �����
� ��������� ��� ���	 ��
� ���	

����� ��

������� ������	
, maxe

T ± ���� ����
	 �� ������� 
��
�� ��������� 

#�����	� "� �����	���
	 � ������ �
�� β -������� ��������
	 � ��
���  �	

��
�� ������ �����
���� ��� 20��� ��� ������� ������
3
1H �� 13, 4��� ���

������� ������� ����
12
5 B , 

3 3
1 2 1/ 2

12 12 2
5 6 1/ 2

20 ���� ���� ������

13, 4 ���� ��� �� 	�

e

e

H He e T

B C e T

−

− −

→ + + ν + ≈

→ + + ν + ≈ ⋅
 

$����
� β -������� ���������� 
���
�� ���������� � ���� ������ ����

��
��� ����������� %����
���� 	���
10
4 Be ������ ���
�������� −β -������� �

�������� ������������
6

1/ 2 2,5 10T ≈ ⋅ ��
��� ������������
� � 
�������� 	���

10
5 B � &���

13
7 N ������ ������������ ������� � 1/ 2 10T � ��� ������������
� �


�������� 	���
13
6C � &���

37
18 Ar � ���������� ���
���� ������� ������
� � K -

���������	�� ������������
	 � 	���
37
17Cl ����	��� ������� ������������

1/ 2 35T � ����� '�	
� 	��� ������ ��������� ��
���
�� ����� β -������������ 

'�	
�� ��
 ��� ������� �� � ���� ��� β -������������ � 
��� −β -�������
	
�� �����	���
	 	
 �����
 ����
 

 1
A A
Z ZX Y e−

+→ +      (5.94) 

� �������
	 ���
�� β -��������� ( ���� �� '��)����
 ���
���� "� ���
������ 	
�

���������
	 ��� β -�������� ����� ����������� ������������ 
��
��� �����

������ �������� � ���������� 
���������� ������	�� eT � ��������� ��� � ��

,maxeT � *� � �������� �� ���������
�� ������	�� 
���� ������� �
����� 
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������ ���	� 
�
��

������ ��
�
��� 
��
� �������
� 
�
�
����� /e edN dT � ��

����
��
� � ������� ���� 
� ��

���� 
�
���� 1edT � � 	
��� ��� eT �� e eT dT+ , 

������
�� �� ���� ���� ��������	� ����
����
�	� ���� β -��
�
���  ���� �
�
�
�

�����
�� �������
� 	����	�	� 
� 	����	������ 
�
����� ����� ���� ��
�
� ������ 
���� 
!��������
� β -��
�
�� 
� ������� ������� �� �����	� 	�� �
���	� ���

β -������� �
��� ������� ��� ������
�� "���� ���	
� ����

�� ��� ������
���

� ���	� ������� �
#
������� ���
���� � ���
 	���� �	������ ���������
	���� 
� �����	 ��
� ��� ����
� ����	 � 
�
�
����	� $�	
 � 
���# ��
�����
����
� ��������
��� ������ ��
�
�
��� 
�
���� # 	�	
�
� �������
� �����
!������� ��
�
� �����
��� �
���� 	�

��������� ����  �����

��	� 
� ��	

�
�
�������� ��	����� 
�
���� 	�� 
�
�
����	� 
� �
 ����� ���
����� 	��

�
 �����
�
� �� �
�
�
������ ��
�
�� β -���
����� %������
������ �������

������
��� ����
� ������ ������ 
��� ��  

 
���� ���� ������ 	�
�� ������������� β -	
����� 

 

1
A A
Z Z eX Y e−

+→ + + ν  

� ��������	
�
−β -�
����
�� ����
����� �������	�� ��
����� ��������	
� ���

����������. 
���	�� � ���� �� � �
�
�� �� ������ �����
��� ��
���� �����
��� ����������
�

���
���	 ����

� �����
������� ��
��
 �
 ������� �����������
 

 e p n e+ν + → + ,    (5.95) 

���� ����

�����	
 � �
��� �
������� �������
� 
�
� �����
 !
��� 
������ /e edN dT ������
��� β -�
������ "������
� #


��� � �
����
� �
��
$ ���	�

�� 0N �
������ ���� � ��
����

�� / edw dT ���	



�� ������
�� � 
�������� �������� ���� �$� 

 0
e

e e

dN dw
N

dT dT
= .     (5.96) 
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�������� / edw dT ���������	
� ��
�����
�% ( , ) / pdw p k dpd dkΩ
� ��

�������

���	�
��� 
 ������
�
��� � ���������� � ����
����� ��� p �� p dp+ �� ���

k
�
�� k dk+

� �
� ������� ���������� 	��� pdΩ ������� ���	�
���� � �����  

( )
,

e eT T
e e

dw dw p dp
p p

dT dp dT
′ ′= ≡ ,    (5.97) 

( , )
( ) p

p

dw p k
dw p d dk

dpd dk
= Ω

Ω
∫

��
�

� .    (5.98) 

������	� ���
���� 
����
����� ( , )dw p k
�

�

������� ���	�
��� 
 ������
�
���

� ����������� �������� �	�� ��������� � ������� dp
�
� dk

�
� ���
�� ��	� 
���

��
����� ���� ��������� ����
�� ��	
���  �� 
�������� ����-
������ �	 �
��
��� ��
����� ��	���� � ������ ��
������� ����� � ����
 � ���
����!������

�������� ��������	 ����	�" ��������"� #����� � ��	�! ����
�
������! ����-

������ � 	�
����!���� ���
��! ���
��� �� ����	�! ���������! �� ���������

��� WV �� 
����
����� ( , )dw p k
�

�

������� ���	�
��� 
 ������
�
��� � ������

	�� 	���
��� ���
������ �������� | |Wf V i< > ��
����� ��$ �����	����

( | i > � � 	������� � |f< � ������� �� 	���	����
3 3/(2 ) /(2 )dp dkβ∆Γ = π ⋅ π

��
� � ���

$����� 	������� ������ �������� � ���������� � ����
����� dp
�
� dk

�
:  

2
max( , ) (2 / ) | | | | ( )W edw p k f V i T T c k β= π < > δ − − ∆Γ ≡

��
�  

 2 2
max( )e p kD T T c k p dpd k dkd≡ δ − − Ω Ω     (5.99) 

� ���� 

 2
max

( , )
( )c

p

dw p k
Dp T T ck

dpd dk
= δ − −

Ω

��

� .   (5.100) 

%�� � � �
�		�
2 6(2 / ) | | | | /(2 )WD f V i= π < > π� � ; kdΩ  – ������� ����������

	��� ������� ��
�
���� �� ��������! �����������" δ -&��	��" max( )eT T c kδ − −  

�
���������� ��	�� ���
�$���� ���
��"� max eT T c k= + � �� ���$������� '�

���� ���	�! ������
�
��� ��
���!� ���!� 

#������� �������"
eTp′ � &�
���� �
�	�� ���	� ��
����� �� 
�����������	���

�������������� ��$ 	��������! ���
���! ���	�
��� �� 
��� ���������� 

2 2 2 2
e e eT c p m c m c= + − . 

#���	� �����
2 2 2( 2 ) /e e ep T T m c c= + �� 
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2 2( ) /( )
eT e ep T m c c p′ = + .     (5.101) 

(
��������� '� �������� D ������ ���� ���������� �� �
�	�� � �
����� ����� 

2 2
max

( )
( )p k e

dw p
Dp d d T T ck k dk

dp
= Ω Ω δ − −∫ . 

)�
����!���� ������������� δ -&��	��"� ��	������ � ����� ��
��� �����
��

����� �� ��������� k : 
2 2 3

max max( ) ( )e �
T T ck k dk T T �δ − − = −∫ . 

#�������� �������������� ��� β -���	�
� � �����	� ��
�
��� � �������! ����!� 

2 2
0 max( ) ( )( )e

e e e e
e

dN
N T N B c p T m c T T

dT
≡ ≡ + − = 

 = 2 2 2
0 max( 2 )( )( )e e e e e eN B T T m c T m c T T+ + − ,   (5.102) 

��
2 416 /B D c= π � � �����	� ������� �����
���� "� ���	�
 ��	�$ ��� ������

(5.10��� *� &�
���� ������ ��
�'������ � �
������� �����	�� ��$� ����� ��
��$� ����	�� ���
��
 ������� β -�������	� %�	 � ��
�����������	��� ������

$���� ����� ���
��
 ������� �
2

e eT m c� � ��
������ 

 2 2
max( ) ( ) , 0,5����e e e e eN T T T T T m c− =� �    (5.103) 

� � ���������	�
������
��� �
���
� �
2

e eT m c� � ����� 

 2 2 2
max( ) ( ) ,e e e e eN T T T T T m c−� � .   (5.104) 

� �������� ������� – �����	� ��
��� D 
 � ���� � B ������
�	 ����
�
� �

��
��� ����
����� �� �����������	 ��	 
��������
��� ���	 ��� 	���� �� β -
����
�
�� ����	 �� �
����� � 	���� ��� ���
� ����� ��������
 �
���
� 
 �

���
!�� B ��	
� ���
!�� � ( , )eZ TΦ �
 	
� �
������ ��� 
��������
��� ���	 � 	���

���
�������	� "����
 �������� β -����
��
 ����
������ � ���
������� �� �������

	�
 eT � �
���
� �
����� ���
�����
�� ������
��� � �������� ����� ���
��

����
���� ����� �����
 � �
��	��� 

 2 2 2
0 max( ) ( 2 )( )( ) ( , )e

e e e e e e e e
e

dN
N T N B T T m c T m c T T Z T

dT
≡ ≡ + + − Φ ,  (5.105) 

�� / ( , )e� � � �= Φ θ  – 
����!����
 #� �����
�� ��� ����
���
 	���� $
���� ���
�

��������
��� ���	 ����� �!��
�
 ��

� �
���� ��
 ���
�������� ������� 
����
�����
� ��������	 ���
����� � 	���� � ���������� ��
�	����	 � ���� ������ ����
� 
�
 ������� ���
�����
 #� �
������ %�
 ���
�������� ������� �����


 
�������
��
� ��������	 ���
����� � 	���� � ��� ������������ � ��
�
���� ���� ���� "���

� ���������� 
��������
�� ���������
−β -���
��
 �����������	
 � +β -���
��
 �����

������	 ����
�
��
 �
��

� �������
 	
 !� � ��
����� �� �
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���� 5.6. ����� �	�
����
�
�
 �
�� ���� �� β -������� ��� ���
��� ��������  

�	���
�� ����� ����
����� ���
�������� ���	���� ����������
�
 ���� � 0Z =  
 

 
� ��������	
����
��� ���������
 ( , ) 2 /(1 exp( 2 ))eZ T x xΦ = π − − π � ��

2 /f ex Z e= ± υ� � ���
 ������ 	
��������� �� ���
����
	� � ��
���� – �� ������

���
	� eυ  – �	��

��� β -������
� �� 	
�����
 	
� ����� fZ  – ������� �����

���
������ �����  
�������� � � ������� ������� ����� ��	
��	�
� �� ��������
��� �	��	

�	

	�
�� 
������ ���������� ���� ����� �������
 ��� �	������ ��� �����	
� ����	��	

��� 
��	�� �� ��� ���� ��� ������
��
 β -��
�
	�
 � 	����
	�� �����	�
�� ���
	

�
	
 � ��� �	����� eT �
	
��� �	�
����� ������	
� ���
�
��
��� 
����
� ���	

������ �� �
���
��
��� 
�������
 �����  ���!��� �
����� �����	�
�� � ���

eT 
������ constB ≈ � � ��	����� � ����-����� �������� � �� �� � ��
 ������� ��	

��	��� 	�����	��  ������� �
����� constB ≈ �
!� ��
 β -������� ����	���

	�����	� � ��� ���
� ���������	� ��
 ��
� 	� ���	""��
� 
��	
 	����	�� �

����� # �	!
� 

������� ��	���� ( )� � �e= � � ���� � ����� β -
������ ����

���	�" ��� ���� � ���	
� ���������� 
�������
 
��	��� 
$���� 
������� �������	��� 	� �

� ���� ���	�
�" ��

����
� �������" �����
�

���� ������� � 1Φ = � constB � �� ����	� � �������� �������� ��
 ���
� �	������ 
�����

���������	
�
1/ 2
eT � � ��
 ���
�
� �	������

2
max( )eT T− � %������� �����
� �	
��� 	�

���	
��� � ��� ���

��� ��
 �	����� ��
��
�	� max 3eT T≈ . 

������� �
����� ������� � constB ≈ 	��
��"��
� �	
�	��
���� &��� β -

������ ��� �	!� ������ �� ���� 	��
��"�� 
��	�	
�
��� #���
��		� 
������ ���

�������	��� 
����
�� ��� ���
� 
�������
 ����� 
'�
 ������		� ������
 ������� ��
��
����
�� �� ��

 
����" �	�
	����
	�

mν � 	����
	� mν �����	""�� 	��"� &��
 	����
	� ��	�
	����
	�� ���� ���� �

����	���� ��� 
��	��	� ��
� 
����"� �� ����� �������	��� β -
������ 
������ ���	

	
��
� � ����
�� ���

����	��� �	���		� � maxT � ��	��
�	�� �	����� ����-��
�
	�
�
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(�� ��
 0m mν ν= = ��
�� ����
 
������ 	� ���� ���� � maxeT T→ ���	!����
�

�� 	��� �� ��������� � ��
 	�	������� ��
� �� ��
�� ������
�� � �� ��
� ��
�

 ���

����
� ����� ��

� ��
�� )��� ����� ���

����	� �	����� ���� � ��	!�" �� �	����"


����" 	����
	�� *� �
���
��
�� �������"��
� �
� ����!�� �
� ����!� �	���		�

mν � %�����	� �
���
 ����
 
������ ����
�� maxT � ������� ��
 β -������� ��
��"

�������
��� � ����� ���
��� ��
���
��	�� 0m =ν . 

 

 
 

���� ���� ����� ���	
�� �� ��
� ���� � maxeT T→ � ������� 

���������� ���� ���
���� 

 
����� ������� �����	
� ��
��	��� ���	� β -������� λ � ��� ����� ������

������������ β -�������� � �����	���� ������ �������� ����	��� �����	�

�	
 ���	�� ������� λ � ����� ����������� ������� � ������� 
���� ��� ���	
� 

 
max

max
01/ 2 0 0

ln 2 1 1
( ) ( , )

T

e edN N T dT Bf T Z
T N N

λ = = = =∫ ∫ ,  (5.106) 

�� max( , )f T Z  – ��
�� ��	����� �	� ������ ������
 maxT � Z . 

� �	������	
������������ ������� �
2

max 0,5 Me�eT m c>> = �� ���

( , ) 1eZ TΦ = � ����������� �����	� � �����
� �� �����������
 ������ 

 
1

5 2 2 5
max max max

0

1
( , ) (1 )

30
f T Z T dx x x T= − =∫ .    (5.107) 

���� ��	� ����� ����������� ������� � ������� 
��� ����������
 �	
 �����
���! �������� �� ��!���� �	����� ��������� � ����������
 �������� 	��
��
��. 
"��������#���
 ������� �������	 �� ��� 	
��� β -�
�
��
� ���� ��
�
� ����


������� �� ���������� ��
�
������� ������� β -����
��
	 ��� �� ����	����� ���

������� �� ��
� �
����	 �
 ��
 α -�������� ����� ���
�� ����
�
 �
���������
��
� ����
	���� ����������� � lg f ����� �	� ��� 0 100Z< < � ���

0,1  �� maxT< <  10  �!� �"�#�
�������	 $	�%������	 $	� �����	 ��� 8): 



 
����� �� ������	
����
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max maxlg 4,0 lg 0,78 0,02 0,005 ( 1) lgf ff T Z Z T−β = + + ⋅ − − , 

 2
max maxlg 4,0 lg 0,79 0,007 0,009 ( 1) (lg( / 3))f ff T Z Z T+β = + − ⋅ − +  (5.108) 

&����� � �������	 �
�� �����
' ������ ������������ 1/ 2T 	 �� ��	�� ���'�
 '

�������� 
��(������� B  

1/ 2

ln 2
B

fT
= .     (5.109) 

)�
���

 ���
�
�� B ���������� ��� ���� �� ���� ����� ���
� ������ ����



���
 �� ������	 �� ���
�
�� 1/ 2fT � � ����
���
��

�� ��
��� ���
��� !��



�
�� 1/ 2fT ���
������� �������� �������� ������������ � �� �������� �����


����� � ��	�� �������� �����
��� *��� β -������������ ���� ����
��' 
���



(�
���� �� ���������
 1/ 2ln( )fT . ��������	 � �

� 1/ 2ln( ) 5fT ≈ ���
�����

��������� ������������ &� ��

� β -����������� ������������ ����
� ����

������ ���� ��� �� ������
 ����
 �������� ������ ���� ���
 �������
� ���
�


������
� �
���� ��
����	 �� ������ β -�������	 ��� �� ������
 ��������������
����� ��
���� �������� ������������ �������� ��������	 � �

�

1/ 2ln( ) 2,5 3,0fT ≈ ÷ 	 ���
����� ��������������� +�
 ��

� ��������� �����


�
' 
����
' ������ ����
��
	 �� �
�������	 �������� ����	 � ����
���� ����	
�
 ����
��	 �� ����������� 

!�����
�� ��
�	 	 �� ��������� �������
 
���
(�
���� � �� ��������� ��

����� ����� ��������	 �� �
�������� $�'���	 ���
���� �� ���
��'��
�� � ����



�
��
 � ��������
�
 ������
 1/ 2s = � ���� ����
' ���� S ���
 ee− + ν  

( ee+ + ν � ��	� ���
 ��� ��������
 � � �� ,
�� 0S = �����
 e−
� eν  ( , ee+ ν ) 

���
�����������	 �� ������� ���
������� ���������	��� *�

�	 ����

���	 �

������ �������� ��'����� �� ��
���� ,
�� 1S = �����
 e−
� eν  ( , ee+ ν � ����


�������	 �� ������� ���
������� ��������� "����� – *������� *�
� 
���
(�


���� � ��	�
��� ��
 ����������� ����
� ������� �� 
����
� ��������� +��

�
�� ������� ��� (��������

� ��������� ���
������� � �
�����
  

 0, i fJ∆ = π = π ,    (5.110) 

����� ��
 ��

� ��������� ����
 � �������� ������ ���� �� ����������� +���


�� ������� ��� ��������� "����� – *������ ����� �
����
 

0, 1, i fJ∆ = ± π = π     (5.111) 

� ���� �
���
��	 
��� ��
 ����
� 0 0− -���������	 
��
 ����
 ������ �����
�����
' 
�������� ���� ���������� ����� ! ���������� �
���
� �������
 "����� –
 *������ ������ ����������� - ��������������� �������	 ������� ���������	 ��

��
 ��������
� ��������� ���������
' ������ ����
��
	 �� �
�������	 �����


��� ���� ' ���� �������� �� ����������� 
.���� ����
�� ������� �� 
����
�
 ��������
 ��� (��������

� ���������

�� ��������� "����� – *������ ���������� ����
� �
��� ����
�� ����������
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*�
 � �������
������
��� ����
	���� ��� ����-������� � �
������ ���
�����
��������� (��������
��� �
�� ��������'�� ������������ ��������� −τ ��
��

�� ���� ��
����� ��'�������� ' �����	���� ���������� ������
 W FV V −≡ τ� , 

� ��� �������� "����� – *������ ��������� ��
�	 ����	
�� ��� 
����������
�������� ����
�� +���� ασ ��
�� �� 1.6): W GTV V α −≡ σ τ�  . 

+�

����� �
����� �������� "����� – *������ � ������ ������� �����
 
6 6
4 3 eHe Li e−→ + + ν .    (5.112) 

/������	 �������� � ����� ������� �� ����������	 � 1J∆ = 	 ��
���

 ����


����
6 6
4 3,He Li ����� ���������� � �� �� +�
����	����� �������� ������� �� ��


������
� ��������	������ �
�	 �� '��� ���(�
 #���� ��
�� �
	�� �������� �
������ ������� 
+������
 �� ���������
 1/ 2ln( ) 9fT ≥ ���
������� ������������ ���������� 

�� ��������
 �������
 ����
� �����
��
 1/ 2ln( ) 9fT ≈  – �������� 1/ 2ln( ) 15fT ≈  – 
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 ���� ������ �������
�
 
�
��
��� 
�
���
�� ��
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1/ 4 2 1/ 4 2 1/ 22

1
( )

( 2 ) ( )( )

e ee
e

e e e e e ee e

dN dTdN
F T

dT T T m c T m cc p T m c
= ≡

+ ++
.  (5.113) 
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�	�� ���	
��� ���		�� ������� � �
 � ������� �
��
�
�
�
 �
���� � �
����

��� ���� ���#�� �
������ ( )eF T  ���	
� ���� �� ��� ������� ���� �� ����

������ ��� maxeT T= :  

 max( ) ( )e eF T T T−� .    (5.114) 
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������� � �
���
�
��� (���
����
 �
 �����
	������
& #
�	��� (
���
�
�� ��� 	��� �� ���
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�
����	 �
����
	 ����
�� Z � 
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�
�� �� �����
� �������������� �������
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��
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��� � �
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�� � 	
�� ����������� ��
� �������
���� �����
� – ������ �� �	�	
 ���
����
 ���
��	�����
	 (proton drip-line). 

 �������� ����
���� ���� ��������!�� �������� " �����
+β -!�������� �

��� �������" ���#�� ���������	 ���������� ������� �������� �����������
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���������	�� ��� K-������������  ������ ���#��� ����� ����������"���	 ���

����������!�� ������������� ��������
����	� �� ������" ����	 ���������	

���������� �
��"� � ����� ������� ����� �������� �� K-������#�� 
%���#�� Kf � �� �����!�" ����������� K-���������	� � �
���#
 !��� K KB fλ = ⋅  

�
��� ���
���������� ��!������ ��&������
 ��
����
 
� ���
���� � ����� 

maxlg 2,0 lg 5,6 3,5 lg( 1)K ff T Z= − + − ,   (5.115) 

��� �� maxT < ��� '�( � ��� ������� ���!���	� fZ ������� ��!������ �� #�"
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 a X b Y+ → + � ��� ( , )X a b Y ,    (6.1) 
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,

... .
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a X Y b

Z b c

+


+
+ → +
 + +


.     (6.2) 
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����� �
� ��
��
��� ������� ���� ���
���
( , pα � �� ���
� �0� &����%���� 	�	��� 

4 14 17
2 7 8He N p O+ → +  ��� 14 17( , )N p Oα . 

&��
��� � ,nα � �������� �� ���
��

� ��!
���� �-��.����
� 	����� 

4 9 12
2 4 6He Be n C+ → +  ��� 9 12( , )Be n Cα . 

��� ��	�������� �����

�� ���
��� � ,nα ): 4 27 30
2 13 15He Al n P+ → + � 
��
�

27 30( , )Al n Pα � ���� ������ ���
��
� ����� �
����� ������

����	
� �/� 
� '�

1����-)���� 	����� � 	���� ����
������� %�	%��� � 
�����! 

( )30 30 2,5 ��15 14 1/ 2P Si e Te
+→ + + ν � . 

 
���� ������ ���	�
���� � �
�	��� 	�������

 
������ ����	�
 � ����
���
� �������� ��
	���� � �
��� �� � ����-���� ��������

��
	��� �
�� �
���� ����������� ���� �
��� �
�� ���
������� ��� ��
������ ���
�
�� ����������� �� 
 �
������� ����	�� �
��
���� ���
���� ����������� �

�
�� 
�
�����
�
 ������������ � ����
� �������
� ��� ���� ��
��������� ������
��� �	�	
�  
 
� ����
������ ��������� ������
��� �������� ��	
��
 ����� �
���
�� ���������� ���� 	�������� ������ ��������� �����	 ���������� ���� �
����� ������� �����
����� �� ������ ������� �� ����	������� �� ����� �����
���� � ����
 �������
 ����� ��������� ��������� ���� ���	���� ��
�� ������
����� ������	�� 	 ������	 ������ � ��� ����	������� � ����������� ������ � ��
����� ������
 ��������� !� ���������� "�� ����� ������
 ������� ������ � ������
��� �	������ ��
	�� �	�� ���������� �� ��� ������	 �	����� ��� ���� 
��� �����

��� ��� ������!	���� ������� ������	 � 7 8 ���÷� 	 ��
��� ������� 

#��������������� ������
���� ������� �������� �������� !� � 	��� ���
������	 �������� �����	����� �����
���� ������������ �� ���������� ��������
������ � ���� ���������� �	����� ������ ����	���� ������ ���������� �	������
������� ���������� ��������� ����� �����
���� ������������ �����	 �����
���� !� ����������
 ����� �	��-����� ��������� �����	 ��� ����������� ���

���	 �������� �����	� ��������� ��� ������ ( , )X a b Y  

a X b YZ Z Z Z+ = + ,    (6.3) 

�� qZ  – ������
 ����������
� ����� ���� ���	 q  ( , , ,q a b X Y= � � ��������

�����	 �������� ���������� ��� ��������� 1eZ = − � $� �����	 �����
���� ������ ���
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�������� ������ !� � �������� ( , )p n ����������
 ����� ���� ������� �� �������	 

1
A A
Z ZX p n Y++ → + , � � �������� ( , )n p  – ������� ����%	������ �� �������� 

&�������
 ����� �	������ �������� 
� � �������� –1 ���  � �������������
��� ���������� �� '������ ��������
 ����� �������� �	��� (�� ��������� ��
���
�� �������	 �� )�*� 	�������� �����	������� ������������ � ������� �������� ��
�����
	����� 
 ����� �����
���� ���������� �����	 ��� ������� ������
 �����
���� !� �	����� ��������� �	������ �� ����������� �����
���� ������������

�����	 ���� ���� – �������� ������ Z � �� ���������� �����	 B ���� ���� �

�������� � ��������� 3< )�* – �������� ����� A � �������� ����� ���������

��������	 ����	 ������ � (�� �������� 
� )�* ��
���� �����
���� �	����-

�����	������� ��� ,nucl nuclN N� � + ����	 ������	 ������������ �� ��������� �	��

������ � ������� ��������� �	������ �� ����-�	������	 ( )nucl nuclN N− � . 

(�� ��� ���
������ ������ ������ ����� �����%��� ��	���� �� ������	��� 
������	�� �� �������� �	
� ����
 ����� �����	 ������������� ������ �������� �
,�
�� ���
���� !� � ������� ������ �������� �������� 	�������� �������	
������	 
 ���	 �����	����� ������ �����
���� ������ � ���	���	� ������	 �������
��� �	�	� �������� �� ��%�� �������� ��� � ����������� �	�	 ��� ���� ������� ����
����� �� ����	������ �����%��� ������  

* ������� �������� ��
	�� ����� 	����� ���� � ������ ������� � ���������
������	� ���� ��� �����	
� 	� �
����� 
������ �� � �� ��	�� �������� 
��	�� ������
�

�����
� �
 ���
	 ���
���		� �	�
��� � ���
	�� 
������� 	�
����	
 �

���
������ � �
�����		�� ��	�
�����	
�
 ��������	��� �
����
� ���	� ��� ������

	
��  ��
������ ���
	 ���
���		� �	�
��� ��� ��	�
	
� 
������ ( , )X a b Y � ���

����� 	�
����������!�
�
 
��� �����	
� ��" ������� 
* * * *
a X b YT E E T E Eα β+ + = + + ,    (6.4) 

�� Tα  – ���� ��	����	�� �	�
��� ���
 a �� X �
 ����	�		� ��
��
 ���� �	�
���

�
�	� 
������ ���
	
� ���"�
����� � Tβ  – ���� ��	����	�� �	�
��� ���
 b �� Y  

����� ����	�		��
* * * *, , ,a X b YE E E E  – �
�	� �	�
��� �����	
� � ���	� ��
�
� � �����

	
�� �
* *,a XE E � �� �����	
�� �

* *,b YE E � ��	����� #�� ��
� ����
A
Z R �	�
���

*
RE  

� ���	� ��
�
� " ���
� �	�
��� ������		� ��
� RU �� �	�
���
2( , )M A Z c � �


����
����" �
�
 ���� ��
�
�� 
* 2 2 2( , ) , ( , ) ( ( )) ,R R p n RE U M A Z c M A Z c m Z m A Z c B= + = + − −   (6.5) 

�� RB  – �	�
��� ��	���� ��
� R� � RU  – �
�
 �	�
��� ������		�� �
 ���
��
��"�!�

�� ��� �	�
��� 
�	
�	
�
 ���	�� $��
 ��

 R  – 	���
	� �
 � 	�
����������!�
��
������� �	�
��� ������		� �� ��	���� �

��	���! 	���� 0,R RB U= =  ,R p n= . 

%
��� �	�
��� ��	���� � ���
	� ���
���		� �	�
��� 
���
���	� ���	
� ��
���
��
� � ������ ���
 � ���
	�� 
�������� ��������� ���
	 ���
���		� �	�
���
��
�������! � ���!& �

��
�� �������� &���
� �����		� �	�
��� �������		�

,aC bCS S �����	
� ,a b ��� �������	
�
� ��
� C a X b Y= + = + � ��� �� ���
	�
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���
���		� ��
�
		
�
 ��
���� �
� �	�
���� 3Tα < '�( ������"�!�� � 
�	��
�

�
� ���!�
��� 	���
	�� ��� ���!-��
�
 ��	��� 

������ )	�
��� �������		� ������
	
� a � b ��� ������	
�
 ��
� � ���	�����!�� ����� ��	
�� 

,

,
aC C a X

bC C b Y

S B B B

S B B B

= − −
 = − −

     (6.6) 

�� CB  – �	�
��� ��	���� 	���
	�� � ������	
�� ��
� C �

C a XA A A= + b YA A≡ + 	���
	��� � ��
��
� C a XZ Z Z= + b YZ Z≡ + � )	�
���

,aC bCS S ����
 
�������� �� ��������� ��� �����	
�� *��� 
������		� ����

�

���	� � ��
�� ��	���! �����
 ������! �	�
��� �������		� 	���
	�� � ������
�
	�� ��� ���
� � �
�����		�� �

��� �
���� �
�
� ���
	 ���
���		� �	�
��� �
���
�
�	� ��
������� � ������� 

aC a X bC b YT S U U T S U Uα β+ + + = + + + ,   (6.7) 

��
 

T T Qβ α αβ= + ,     (6.8) 

�� ������	� 

( ) ( ),a X b Y aC bCQ Q U U U U Q S Sαβ = + + − + = − ,  (6.9) 

���	���" 
��	��� ��	����	�� �	�
��� 
��� �����	
� � �����	
�� �� ����	
��
��	���� � 	�����"�!�� 	�	
���� ������
 α � β , ��
 �	���
�� 	�	���� �����

�
�
�� ������
 α  � β . +� ������	� ���
� ��
����
���" ��
����� �	�
��� � �
�
����
�
�
 ��	��� α � ��	����� ��	�� β . 

$��
 �	���		� �	�
��� Tα ����� �
 ��	����	� �	�
��� Tβ ��	��� β � ��� 
��

�����	� �� �
�
�� ������"�!�� ���	"�	
�� �
 ��	 " ���
����� , ���
�� �������


������ � ����	�� ��	��
� α � �����	�� – β 	��
������ $��
 0Tβ > � �
 ���

	�� 
������ β " ����
���� � 
������ �α , β � �
������  
( �����
���	���� ��������� 	�������� �����	�� � ��

-��&�	! ��
�������! �

��
�� 
�	
�	�� ���	�� 0a XU U= = � ����� ����	�� ��	�� �
�	���"�
 �� 0α . 

-���
 �����
���	���

�� �������! ��	����!	� ��	����	� �	�
���
0

Tα �����	�� a , 

�
 	�
����	� ��� ��	��	�		� 
������ ( , )X a b Y � 	������	
 ��� ��
����
�����

�����	
�
 ��	���� �� ���� ������" �����	�� b � *��� ��	����!	� �	�
��� ����
���
��" ��	���� �
�� �����	��� �
 ������"� � ��	���� ��

 ��
�������! � 
�	
�	��

���	�� 0b YU U= = � %
�	����
 ����� ��	�� �� 0β � )	�
��� ��	���� 0α � 0β  

0 0 aC bC b Y a XQ Q S S B B B Bα β ≡ = − ≡ + − − = 

 2[ ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ]a a X X b b Y YM A Z M A Z M A Z M A Z c= − − − ,  (6.10) 
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�
 " 
��	���� ��� �����	
� 	� �
����� � � ��	�� 
������� 	�����"�!�� 	�	
����

��
 �	���
�� 	�	���� �����
�
�� 
������ ( , )X a b Y � ����	
 � �
�
� �
	� ���

�	���" ��������!	� ��	����	� �	�
��� �
0 bYT Tβ ≡ �� ��� �
���! ���� �����	���

�
 ������"� � ��	���� ��

�  

0 0bYT T T Qβ α≡ = + ,     (6.11) 

��
0

Tα  – ��	����	� �	�
��� ����	
�
 ��	���� �
�� �����	�� a � ��

 X ��
����

����! � ��
�� 
�	
�	�� ���	��� 
.������ ( , )X a b Y �
����� ��&� �
� �
���	�� ����
	�� ��	����	�� �	�
��� �

�����	
�� ��	��� 0Tβ > � ��
 ����	
 � �
���� ��&� � �������� �
�� �	�
��� ����

��	��� �
 	�����"� ��
�����" �	���		� Q− : 

T Qα > − .     (6.12) 

.������ 	�����"�!�� 	����	
������� ���
 0Q > �� 	����	
������ �
�

0Q < � (���
���	
 �
 �
���� ��"�
� �
 ���
��
���	� 
������ ���
� ���������!��

�� 	��!
�
� ��	����	
� �	�
��� � �
����
�
�� ��	���� � �	�
��
���	� 
������ ���
��! �

�� � �
����� ��&� �
� 

 | |T Qα > .     (6.13) 

%
��	� 

����		� – �

��� � 	��!
�
� �	�
��"� 
������ � �
�� ������ ����
����"�!�� �
� ����	�		� �����	
�� 

)	�
��� Q ����
 ��
���! �
 �
�	���	! 
������� ���������� 	��
������ 
��

����� ( , )X a b Y � �������� 

a X b Y Q+ → + + . 

%
�����
� ���
��
���	
� 
������ " 
������ ������ ��
� ����

	��
3
2( , )d d n H : 

2 2 3
1 1 2 ���H H n He d d n t Q+ → + + → + + ,  (6.14) 

� ���� ����	�� �
�����
����� � �
	���� �����
���� ����	�� ��������� �������

( 3,266Q = ����� �� ������ ����	�� �
�����
����� � ������� ��
��� �������� �

��
����
4
2( , )d t n He : 

2 3 4
1 1 2 ���H H n He d t n Q+ → + + → +α+ ,  (6.15) 

�� 17,6Q = ����  � ������
�� ���� ����	�� �����
 ����
���� !�
��� �� ����

���
 ����������� �� ������� �
����� ��	�
" ��������� � �
���
�����
���� ���
��������� ������� ��������� � �����
" �#�����" ����������  � ���
���
 ���
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��� �	�	
���
�
 �	��
���
� $� �
���� �����������
" ������� ����#��� � �����
��� �
������	� ������ ��#�
" ���� ��� ���
 ���������	 � ���
" �������" ����	��
�
������� ��	�� ~ 200 ��� �� ����� 
%���� �����#���� �������� ��� ������� ( , )X a b Y ��� �
	���
 

a X C b YP P P P P+ ≡ = +
� � � � �

,    (6.16) 

�� aP
�

, bP
�

 – �������
 ����
����  � ������
�� � �
����
�� ����������	 XP
�

, YP
�

 – 

�������
 �����
�����	� � ��������	� ����	 CP
�

 – ����
� ������� ����
���� 
&�
 ������#���� ��������� ���" ����
��� ��� ���� ����
��� ���
���
����

����� �
������
 �����
���
 �����������
 ��
����� L �� � ���� ���� � ����
�
��� �� ��������� ����"��� �����
��� ����-������ X �� � ���� ��"������  ���
���	 �� �
�����
 ������ ������� ��
����� C �� � ���� ����"��
� � ������
�
����� ������� ����
����  � ������"�
����� '"����
��� �����#���� �������
��������� ���" ����
��� � ����
" �
�����" �������� �� �
�� ��
� 

 

 
�� 

��

 
 

���� ���� �����	��
 ������
� a �� X : �� L -����	��� �� C -����	��� 

,L C
j jυ υ  – �����
��� �������� j � L - �� C -����	��� 
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����� ���	�
���� �
������ 
�� ������ ������ � ��������	 
�
�
�� �������

���� �� ������
���� � L -
�
�
�� � ��� ��������� ��
�� �����
�� 

 0XP =
�

,      (6.17) 

� � C -
�
�
��� 

 0C a XP P P= + =
� � �

.     (6.18) 

������ � ����	� �� ������� ��
�
�
��� ������
�� ��� �������� ���
����� �

�
�
�� �
���� ��
���� ��
����� � �������� ������ �������
� ����
���� ����
����	
 ��
�� ���
����� ���� ����������
� � ������
��� �������� � ������� ��

�����
�� ��
 � ������
��� 
����������� ������
��� b YP P= −
� �

. 

� �
�
������
�
����� ������
��� ���
����� 
�
���� Tα �� Tβ ���� ��
������

�� ������� � ����� ��
�
�
��� 
�
���� ����� ������ ���
�� ���	��� ����� ������ 

 
2 2

2 2
a X

C
a X

P P
T E

m mα α= + = ε + , 
2 2

2 2
b Y

C
b Y

P P
T E

m mβ β= + = ε + ,   (6.19) 

�
 ,α βε ε  – 
�
���� �����
���� ���� � ������� α , β ; CE  – 
�
���� ���� �
���� ��
� 

22 2

, ,
2 2 2

C
C

pp P
E

M
βα

α β
α β

ε = ε = =
µ µ

�
�

�

, a X b YM m m m m= + = + .  (6.20) 

 �� pα
�

, pβ
�

�� αµ , βµ  – �����
�� ������
� �� ��
�
�� ��
� ��
����� � �������

α , β : 

X a a X

a X

m P m P
p

m mα
−

=
+

� �

�

, Y b b Y

b Y

m P m P
p

m mβ
−

=
+

� �

�

, 

a X

a X

m m

m mαµ =
+

, b Y

b Y

m m

m mβµ =
+

.    (6.21) 

� 
�
�
�� �
���� ��
 0CE = �� 
��������!
�� ������ ��"��� �� ���
�����


�
���� � ���������� ������ �����"��
� � ���
������ 
�
���"� �����
���� ���� �
������ ������
 ���������� � ��������� 

2
1

2
aX

a X
a X

mm
T P P

M m mα α
 

= ε ≡ −   

� �

.   (6.22) 

����
� ������"��� �� 
�
���� �����
���� ���� �������� � ���
������ 
�
���"�
LEα = 2 / 2a aP m

�

2( ) / 2L
a aP m≡
�

��
������ �� ������"� � �����������	 
�
�
��

��������� ����
� 
��������!
����� 

 LX

a X

m
E

m mα αε =
+

.     (6.23) 
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#��������� ���
����� 
�
���� ��
������ �� ������"� � �����������	 
�
�
��
���������� ��������� � ���� �
����� 
��" 
�
��
����� ��������� ������"��
�

��
���� 
	����� ( L
�����

E �� $��������� �� ������� ������ �� ������ 
�
���� ������


����
������� �
����� �������" ����� � 
����
�������  

L a X
�����

X

m m
E Q

m

+
= .     (6.24) 

%��� �
 ����������� ������!�� 
���
�� 
������ ��
������ �� ��!���������


�� �� ������� �
�
���� ��� L -
�
�
�� �� C -
�
�
�� ���������� ���� �� ����

��������
� � ���
����	 �
������� &��� 
�
�
�� �
���� ��
 ����"��
� � �����
�������	 
�
�
�� ��������� �� !�����
��� 

L L L
C a X a X a a

a X a X a X a X

P P P P P m V

m m m m m m m m
V + +

≡ = ≡ =
+ + + +

� � � � � �

�

, 

�� ��������	 �� 
�
�
���
��� ��� ���
����� Lθ � �����������	 
�
�
�� �������

��������"��
� ��� ���� ���
������� θ � 
�
�
�� �
���� ��
 � Lθ > θ � �� �������

�	
�
�
��
 
�
���� �� �������� ����� �������� ����������
��
 ��� ������ θ  
�� Lθ ��
 �
����� ( , )X a b Y : 

 
sin

tg
cosL

θθ =
θ+γ

, 

1

2
a b

X Y

m m

m m Q
α

α

 εγ =  ε + 
   (6.25) 

�	� 

 
2

cos
cos

1 2 cos
L

θ+γθ =
+ γ θ+γ

.     (6.26) 

��� �������� �����
��� �������� 0Q = � /a Xm mγ = . 

�� ����������
��
 ������ ��������� �� ��� 1γ < ��� �����
��
 Lθ � ��	���������

����
�� ��������� ��������� ������� ��� 	 �� π� ���� � ���� � ���
����� ������� �

��� θ � ��� 1γ > ��� �����
��
 Lθ ������ �
���� �� / 2π � ��� 1γ = �
� ��� �����



��
 ������ � � ���� �
����� ��� ��� �����
��
 � ����
�� �
���� ���� 2.Lθ = θ  

��� �������� �����
��
 ��� �������� ��������� ���� ��������� � �������
����
�� ������ ������ ��
 ��
�
��� ����� ���
������ 
�
���� ���������� �� � ε �

���� �����
��
 � C -����
��� 

 

,

,
2

2 ,

1
.

2

a X

a X

a X

L

L
a

m m m

m m m

m m

E

α

α

= =

 µ = =
 +

θ = θ

 ε =


    (6.27) 
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!����� 	������ �� ������ �������� ������ 
�
����
LE ������� � ��	�����


���� ����
�� � ���� 
�
����" �� � �������� �
���� ��
����� � �
��� 
�
���� – 
���
����� 
�
���
 �� � �
���� ���� 

# 
�
��� �
����
 ����� ���� ��������� �� �������� ��	����� �
��
 ��

���� 
���-���
��� $ ����� �������� �
��� ��
���� 	��
 ����
 �	������
 � ������


����" 
���-���
��� ���� 
�
���
 ���������� �� � αε 	��
 ���� �������
����

��� 
�
���� ������"��� �������� � ��	��������� ����
��� 	����� ���
 	��������

� ���� �����
��
� ������� ������ � ������� ����
� � ������ ����� 

 

,

,

,

.

X a

a

L

L
a

m m

m

E

α

α

>>
 µ ≅
 θ ≅ θ
 ε ≅

     (6.28) 

%�	�� ����� �������� �� �� ����� X am m>> ����
�� �
���� ��� � ��	���


����� ����
�� �	���"���
� 
!����� �	
�
�
��
 
�
���� �� �������� �������"�� ��� ����� ���
������

������� �����	�� ��� 
��" ������"�� ���������� ����
�� 
�
���� �� ����� ���


����� �������� ��	� ����������� � ����� �	�
�
��
 �� �� �
������� 
�� �����


��"���
 �������� �	
�
�
��
� &����
�
�� ���
������� �	�
�
��
� �� ����


"�� � ��	��������� ����
�� ��������� ��
 	������� �
������ ���� ��� ��������

�
�
	���"�� � ���� ������� ����� � !����� � �������� �	
�
�
��
 
�
����

������ �� �������� ������� ������ ������  

 L L L
a b YE Q E E+ = + , LEα = 2 / 2a aP m

�

, a b YP P P= +
� � �

,   (6.29) 

�
 ��
 �����
��
 ������ ����
�� �
� ��� ���
�� L � ������
��
 ��������� �
��	��������� ����
�� ���������� �� ������ �	
�
�
��
 ��������� ���������� 

( )22 2 2 2 cosY a b a b a b LP P P P P P P= − = + − θ =
� � � � �

 

2 2 4 cosL L L L
a a b b a b a b Lm E m E m m E E= + − θ , 

��	�� 

2 / 2 2 cos
L L

a b a bL L La b
Y Y Y a b L

Y Y Y

m m E Em m
E P m E E

m m m
= = + − θ

�

 . 

����
 ����������� ����� ������ � ����� �	
�
�
��
 
�
���� ������ ��� �����
���
 ����������
��
  

2
1 1 cosL L L Lb a

b a a b a b L
Y Y Y

m m
Q E E m m E E

m m m

   
= + − − − θ   
   

,  (6.30) 


�
 �������� ������� ����
��
 
�
���� �� ����� �������� �������� � ��	�����


���� ����
�� ��������� ��
 �
����� ( , )X a b Y � '�������� ����� ��
 ������� 

����
�� 
�
���� �� ���� 
LEα �� Lθ : 
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{2
cos

( )

L
L a b a
b L

b Y

m m E
E

m m
= θ ±

+
 

}2
2cos ( )[( ) ] /( )L L

L b Y Y a a Y a b am m m m E m Q m m E± θ + + − + . 

���� � ����		
� ��
���
 �
���� ����	�� �
� ��
�	�� �����	�� ��� ��

��

	�� 	���� �� ��
�� ��
�	�� ����� �	�� ���� 
 ������	� ���� Lθ ���� 	����

���� ��
� �	���	� �
� � �� π� ���� � �
���� ����	�� �
� ��
�	�� �
����	��� ��

�	���		� ���� Lθ ������	� ������� ����
�� ���
� �
� � �� max
Lθ � ��� ���� ���



	� � �
��	��� �  ���� ������� �
� ��	��� ���
 Lθ ������	�
L
bE ���� ����

��� ��� �	���		�� ��� ���	���� 

!����	
��� �	�
�
" ���
�����" �����	��
L
bE �
� ���� Lθ ��� ������ �
�����

�	� ���������		�� ���� �� �������� ��
������� ���
����
 �����	�� 

�	��
�	�
�
�� ����
��������� �����
����
 �����	�� � ��	�� 
 ��� ����� �	���	�
	�� �	�
�
"� #� �������	� $�
��� ��������������� 	��
������ � ��	�
���
��

	���
�	
�� �� ����
��������� 
��� 
"
3
2( , )d d n H , 4

2( , )d t n He  ((6.14), (6.15)) 

��� ��
���		� �����
� ��	��	�
�����	�� 	���
�	
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�	�� �	�
�
�� 
 
���� ��������� 	�
�
��� 
��
����� � 
������

 
%
���
�	�� ��
����
������� 
	��	���	���
 ���
	�" 
��� 
" � ������	�� ���

	���������� ���������� 	�
�
��
�� ��� ������	��
 �	�	�
�� �������
 �����

���� � ������	��� ��� �������
��� ���

� ��
 �
���������� �� ���	��� ����� �

�
�	�
� �� ��� ���������
��
 ����
��� ��������� �� ���	�
 ���� �	������ �

�	���	����� �	������ �������
 � ����������� �� ���
������ 
 ����
���� ��

���	��� ����� � �	��!	�	������ " �������� �
����� �� � ��
� ��	���� �	���
�

��� ���
� ������� ����
���� ���	 ���
����� �	
����
� �� ��������� �� ������

��� ����
 �	
����
�� �� �	�	����� ����
�  ���� #������� �	 ������	���

�������������� 
$ ��
�����
��� �������� 	���	���	��� � ����
��	��� �	���

 ���������

�� ��!�� �� �� �	��	 ���� ���������� ������ �������� 
 ���������� ������
�

��������� �� ���
������ %�	������� ���� ������
� ������	�� �� ���� ���� &�

�	������ �
�	��� ��� ����������� � �������� ����� �� ����� ������	����
�

����� �������� ����� 	� '������� 	 �� � �
����������� ��������� � �	���
�

1 2 3 4+ → + � �����
��� ��� � �
�	�
 ���
����� �������� 
� ���
������� �
���

�
��� �������� ����� 
 �� �
�����
 r � ��� ��������� �
����	�� �
� ����������� 

�� ������� ��������� �
�	�
� �� ������ �	�	����� ������� �
 ��	��� �����

���
 � ( ���	� ���
������� �
���
��� �������� N∆ � �� ��������� �� ��� t∆  

�	�	� 	�	�	�� ���	���
 dS � �	��
��	��� ����� 	�	�	���� ���
����!� ����

dΩ � �
� ���� ����� �� ���	�����
2dS r d= Ω . 
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dS=r2dΩ

2
����� ����	
��

���
�����

������

����	�
�

3

1

r

θ dΩ

ϕ

dN j d dtα= σ Ω

 
 

���� ���� �����	�
�� �
�������� ����������	� �����
��� 
��	��
� � ����	������ 

��	��
� 	��� � � ������������ �
 ����	��
� 
��	���� ��� ���� ���
�
 ����� 
�� ���� ����-������� � ���
 � �����	 ���	��� ���	�� ��� � ���
��	
��� ��� ��	!�� 

 
� ��������	
 �	�
����
 �����	� ������	�� ��� ���	���� ���
����
 �����	��

N∆ / t∆ � �� ���������
 �� � � ����� �����
	� dS � � ���� ���������
 ���

���	�� ������� ������		� ( , )
d

d

σσ θ ϕ =
Ω

, �� �����	�� ���	���		� ���
�����

������	�
 �����	�� ��� ��������
 ��� ������ θ �� ϕ � ����
 �� ��
	�!� ����

dΩ � �� �������
� �� ������ �� � ��	� ����	�� ����� ���	��	� �����
	�

���
����
 ��	� �����	�� �������!� ������ "��	����� ���
����
 �����	��� ��

����� �� � ����2
����� ����	�� �����������	 
��
���
������� �� ��� 
�����

����� jα � ���� ���������� 
��
���������� ( , )σ θ ϕ ��� ��������� N∆ / t∆ ����
�

���� �� �������� � ��
�
�� ���� � ������� ���������� ���� dΩ �
�� ��
� �
��

�� 
������� dS � �� ����
��� 
����� 
�����
 ����
��� jα � � �
�����������

�
� �����
��
� 
�������� ��������� �!� ������	 ������ ���� ���
��� ���
���

��� ��������� ��	
����� 
	������): 

/ ( , )N t j dα∆ ∆ = σ θ ϕ ⋅ ⋅ Ω .     (6.31) 

"������
 ���
�
�
 jα �� /N t∆ ∆ ����� ����������� [ ] 2 1
�� �j − −

α = ⋅ ��

[ ] 1/ �N t −∆ ∆ = � �� �
�����������
� �����
��
� 
������ ( , )σ θ ϕ ��� �������

����� 
����� #��� ���� �� ���
�
�� � ������
 ���������� ���������� $����

������ �
�������������� 
������� ��� ����� θ �� ϕ ���
������� ������� ����

�������� %�����
� ��� θ �������� ���������	 
�������� 
���� ���
����� ���
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��� ���������� &������� ��� ( , )σ θ ϕ �� �������
� ����� ���
������� ������	�

����� ���������� ��������� ��������� �������	�� 

( , )
d

d d
d

σσ = σ θ ϕ Ω ≡ Ω
Ω∫ ∫ .   (6.32) 
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��
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������ ��� 
����� ���
��� �����
�������� ' ���

��� ���� ����� ���������
 �� 
���� 
���� �� ������� 
�
������	 �� 
�����


�
������ � ��� � ������������� 
�
����
�� �� ������	� 
$������� �����
��
 
�������� ��� ����
 ������� ������ (�����! ���
�
�


σ ����� ����
�
 ���
� �
���� %�

���
��� �� ���� � ������ ������� R �

������� ������
 ��������
 ����
��� ��!����� ����� �� ���� ������� %�

���
�

�� ����� �� ����� 
�
������ ����
��
 � ���� 
�
����� �� ������	 ������	�

���� ����� ��������
� �� �����
��
� 
������ ������	 !��� ����������
 
����


�
�������� 
������� ����� 

2
����

Rσ ≡ σ = π .     (6.33) 

)�����
 ����
 ���� � 10A ≅ �� 
������� ���
�
�
 ����������
131 �� ��
−= ��� � ������ 	

12200 10�� ��A −≅ − = ��� 
��
�� 	 ������� ������

������ �� �
���� ��������� ������	� ������ ���� ���������� ��������
24 26 210 10 ��− −− �  ��� � �
����! ��	��� �� ��	��� ������������ �������� 	�

�
����� ����������� ������	�� ���!����� ���������� �
����� – ����� 
24 2 2

3 27 2 2

6 30 2 4 2

1� ����� �� �� ����� �

1�� ���	����� �� � �� �� ����� �

1�
� ���
������ �� � �� �� �� �� �

−

− −

− − −

= ≡ =

= = = =

= = = =

 

"�������������! �� �����������! ������	� ��	������ 	������� ��
 ������#

��������� �� �������� $����������! ������	 �� ������� ������# αε ��
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���
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����
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� ������ ����	� �� ����
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������ ���	
��
�
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������� �����
� �
� �
�� ��
��� ���

������ ���
����� 
1, �w j −

α= σ ⋅ .     (6.34) 

���	����� �� 
�
�������
 	������� σ 
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L
L

L

d d
d d

d d

σ σΩ = Ω
Ω Ω

,     (6.35) 

��� 	 ��������
��� 	�����
 

 
( , ) ( , )

sin sinL L L
L L L

L

d d
d d d d

d d

σ θ ϕ σ θ ϕ⋅ θ ⋅ θ ⋅ ϕ = ⋅ θ⋅ θ ⋅ ϕ
Ω Ω

,   (6.36) 

�� ( , )
d

d

σ ≡ σ θ ϕ
Ω

 – ��!�����
������ �����
� � C -���
��
 � �������� 
 ������


������ ��
��� ,θ ϕ �  �!�����
���� 	���� ���	��� ��������� ��
		
���#����

�
� sin cosL L Ld dθ ⋅ θ ≡ − θ 
 sin cosd dθ⋅ θ≡ − θ� $
��� 	����	���� �
	���



Lϕ = ϕ �
������� � ���
�� ��
		
���#���� �
� �����
���� ����
���� �������


���
� ���
��
 
� 	 ���
��
 ���
�� 
����
�� 

( )
3

2 21 2 cos
( , ) ( , )

1 cos
L L L

+ γ + γ θ
σ θ ϕ = σ θ ϕ

+ γ θ
.  (6.37) 
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� ���������� ����
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� �����
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�
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������ �����
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	 ��� ���	� ������� ��������
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� t i
i
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� � ��
� �����	�� 	������
� 	��
���
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����
���� 
 ��	��� �����
� �����
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t i el r
i

σ ≡ σ = σ + σ∑ .    (6.38) 
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w

j
α→β

αβ
α

σ = .     (6.39) 
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���� ����
���� � �����
 β �� ������
 ��	����


2dS r d= Ω �� 	������ 	
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���� 	
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��� R �����

 ������� 	������
�� 
��
� 
2

( , )
dN j j r d

d dS
j j j
β β β

αβ
α α α

Ω
σ θ ϕ ⋅ Ω = = = , r R>> .  (6.40) 
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�������� ���	� �!�������
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�	�� ���� m� �� �����
 �� � ����	��� ��
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( ) ( ),
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∂ρ
+ =

∂
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�

�

,    (6.41) 

�� / / /x y zdivj j x j y j z≡ ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂
�

 – �������� �������	��#� 

( ) ( ) 2
, ,r t r tρ = ψ� �

    (6.42) 
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���� r
�

� ����	
 ���� t ; 

( ),r tψ �
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 �� �������	�
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2

i
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m
= ψ∇ ψ −ψ ∇ ψ

� ��
,    (6.43) 
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∂ ∂ ∂ − = = ρ = ψ ψ −ψ ψ ∂ ∂ ∂ 
∫ ∫

�� �
�  (6.44) 
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( ) ( ) ( )V r V r R r≡ θ −� �
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� � � �
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��	�� 	�������	�# ��� ��	��� ������		�� �� ��� ������	�� �����	�� ��� ������

������ �"����	�� ���!�%	�� ������� � ����� 

( , )
ikr

out
e

f
r

ψ = θ ϕ ,     (6.50) 



 
����� �� �������	 
�����
	�����	 ������� �����	� 

76 

�� ( , )f θ ϕ  – ��������� ���!�%	�� ������ ��� 	���������� �
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 ����	
��	���
�	��� �������� ������ ��������� �	
�������
� ��
��� 

22
2 1 2

2
4

1
| ( ) |

2 sin
2

b
Z Z ed

f
d

 σ = θ =   θΩ µυ 
.  . (6.80) 

�� ����	
� �������� ���������� � ����	
�� ���������� �
� �������	
��������� ��������
� ����
���	 ��� �	
� ������ ���
���� � �
��
���� ����

�� �� !��� �
��� ������ �
� �������	 ���
���� � ������	 �����������	 ���



�����	 �
� �
��
������	 "� ��� � ����
�	 � ��� ����	��� ���������� ���

�����

�������� 

�� ���	 ���
��	�
 ��������� ( )f θ 	 � ## ���	
�	 ��
� �
������

������� ���������	 ��

������� �������
�� $�����
��	 "� ����	
� ������ ��

����
�� ���
�# %
���� � 	 �����
��� ����  � � ��
���
�� �� ����	 "� ���	
�

���
	 ��� �	

 ���
���� �� �������
 ��������# �� �
��
���# ���
�
	 �����������  
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���� ����� ����	�
��
� ��

� � ����	� ����	�����

�����	 ����
 ����	����

���� �����	
�� ���
� � 
���� �
���������
 ����

��
� ��� �������� �����

��
�� �� ������ �
������
 ���� � 
��������� ���� ���� �� 
 ���� �������� � ����

���� �� �
����
����� �
���� �������
� �������� �������� ����
�����
 �����

������ � 	���� ������� ������� ����� ������ ����������� � ����
�
 ������

����	
 ��� ������ ���	
������ ������ �� �
����
���
 �� ������� �������


���
�������� �������� �������� !������� ���	
�����" ������� �������� ����

�	
 �
������ ���� ��������� 
�� ��� ����
� ������ ����
� � 

0
( ) (2 1) ( ) (cos )ik r l

l lk
l

r e l i j kr P
∞

=
ϕ = = + θ∑

� �

�

�

,   (6.81) 

�� l  – ������ �
������
 ����� θ  – ��� �
� ��������� k
�

�� r
�

, ( )lP x  – ���
����

#�������� � ( )lj kr  – �����
��
 �������
 ����	
 $��c��
� 
�
 ���� ��������
 �

��� �� %��������� ��� �� �� ������� �
�����
� �������� ����	

 $�����
 ����

�����
 �� �������� ������� � ����	  

sin( / 2)
( ) ,     ,l

kr l
j kr kr l

kr

− π≅ >>  

������������ �������
 �
���� ����� ������ � ����
�
  

 (0)1

1
( ) ( ) (2 1) ( ) (cos )l

llk
l

r kr l i r P
∞−

=
ϕ + χ θ∑�

�

� ,   (6.82) 

��  

{ }(0) ( / 2) ( / 2)( ) sin( / 2)
2

i kr l i kr l
l

i
r kr l e e− − π − πχ = − π = − .  (6.83) 

!�
��� � ���������
�� ���
������� ���������� ������� ������� ���
����� ��

�
�
��� �����" ������� � �
������ ������ �
���� �
����
��� ����
���� �
� 	�����

��������� ����
�� � ���&�" ������� – ��
���� ����
�� '���� ����� ���	
�����

����
 �������� �
���� �� ������� �
�����
� �
� 	����� � ���������	
�� ����
��� 

�
� 	����� �� ��
��� �� 	����� ��������� ������ ��������� ���	�		� 
����	
���

������� �� ������ ������		� �����	�� � ������	��� ����	������ ����� ���	� ����	

�� � ��
���� ������������ ��������	�� ����� ��
���� ���
��� � ����� 

 1

0
( ) ( ) (2 1) ( ) (cos )l

l l
l

r kr l i r P
∞−

=
ψ = + χ θ∑ .    (6.84) 

 ������� ����	��� !���	��� lP ��������"	� ������	�� ��	����� 0 ( ) :lY θ  

0
4

(cos ) ( )
2 1

l lP Y
l

πθ = θ
+

� � ��	���� 0 ( )lY θ � ����	�# ��	����# ��������� ������
�

����	�� ����� �� 
���� �� �������� ��	���� ( )l rχ ������ �������	�" ��� �����	�� �
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���	� � �������	�� ������� ����	��� l � $��������� �� ��� ������ ��	���� ���
�� �
������	�" ������� ������	�� 	��%���	� ��������������� ������� ������		� �  

*
1 1 2 2(cos ) ( , ) ( , )

l

l lm lm
m l

P Y Y
=−

θ = θ ϕ θ ϕ∑ ,    (6.85) 

�� θ  – ��� ��� 	��������� �������� k
�

� r
�

� �� �����������#���� ������

1 1,θ ϕ �� 2 2,θ ϕ . 

&� �����	� ��� ������� ������	�� ���	�� � �������	�� �������� �	��
�"� ���
������		� �����	�� �	��
�� � �����	�# � ���� ���� ������	� 	�������	� �	���		��
���� ������� �� �������� ��	���� ������ ������		� 	������� 	�������	���
�������� '��������� � ���	�		� 
����	
��� ������ �� ������	�� ������� ������	
	�� ��� 
��� � �����������#�� ������� ���
��� ��������� �������	� ���	�		�

����	
���� 

2
2

2 2 2

( 1) 2 ( )
( ) ( )l l

d l l V r
k r r

dr r

 + µ− + χ = χ 
  �

,   (6.86) 

����� ��������	�� �������	� ��	���� ( )l rχ .  

(�� ��	��	��	�
� �%�����		� ��	���� ( )l rχ � �� ���������� ������ ������		

	�� ��	� ��� ��������	��� ��������	�� 
��	��	�� ������� '�-������ ���	�
�������� ��	���� ( )rψ ��� %��� ���	��		�# ��� 0r = � ���� �������	� ��	�	

��� ����		� ��������	��� 
��	��	�" ����� 
 (0) 0lχ = .    (6.87) 

)� ���� ����� ���	� �������� 	�%����	�" ����� ��� �������	�� ��	���� %���

��	��� ���������� (�"�	�� ���� 0r → � ����	���� ( )V r  ���	##���� 	� ����	

�� 	�� 1/ r � �� � ��" �%����� �� ����� ���
�� ���	�		� ���
�� ���������� � �����  
2

2 2

( 1)
( ) 0l

d l l
r

dr r

 +− χ = 
 

.   (6.88) 

) 	��
� ��������� �� ��� 0r →  
1( ) ~ .l

l r r +χ     (6.89) 

(��
� 
��	��	� ����� ���	� �������� � 	�����	�� �������	�� $ ������ ���	
���		� ��������� ���	�		� ���
�� ��#�� %��� �����		��� ��� 	��� � %���-���"
����� �������� � ������� �� 	� ������� ������	�� ��� ��	��� ��	� � ���������	
���# ���%��	�� �� �%��	�� ������ $�������� � ������� ����� �
��	� � ������ ��
(6.60) ���	#� ������ ���%��	� ����#� ��� 	� �%��	�� *��� � ����������	�" �%	
����� �������	� ��	���� ( )l rχ ������ ��
���  

{ }( / 2) ( / 2)( )
2

sin( / 2) ( ) (1 ) ,     .
2

i kr l i kr l
l l

l ikr
l

i
r e S e

i
kr l i S e kr l

− − π − πχ = − =

= − π + − − >>
 (6.90) 
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+�������	� lS � �� ���	���� � ������� ���	� ��������� ������ �� ���%�
������

��� ��	���� �������� ��� �	��
�� ���	��	�
� ���� � 	���������� �
���
���
��

�����
��� �����	
 ����
�

� �� �������	�� ��%�����	�� ����	��� l �� '��	
������#�� ������ � ���
�� �� �����������#�� ���
��� ���
�� � �����

0
( ) [ ] ikr

kf re−θ = ψ−ϕ � ��� ������	�
 ��
������ ����
 ��
�����
�	 ψ 
����� 


������� 
�����
�� �������������� ��� ������	�
 ��
������ 	 �
����� ��
����	


� ���������
�
 ��
���
	  

0
( ) (2 1)(1 ) (cos )

2
l l

l

i
f l S P

k

∞

=
θ = + − θ∑ .  (6.91) 

���
� �
���� ��
�
�
	��
 �������� ������ 
� 	��� ������� ����
� � �������

������� ���������� ��
������ �	����� �� �� ������ �������� � 	��� ������ �����
�

������� �������	� ����� 
����
 ����
��� �������
 ����
�� ��
������ lS � ���

����
����� �

����� ������	�	 ��
�������  �����
��� !� ��
������ 	 ����
��

��-�
����
����	 ���������� �� 
����
�� ��� �

�	�������� �	���  

"������
 ����
�� ��
������ ����� �����
 	 �
�����
2  li

lS e δ= � # �
����	

�������� ���������	 ���
�
�
 lδ � �����
�
 (�
�� �� ���) � ��

������� �����

���� ��	���� �$� ������ 
�����

�� %� ���
� 	��� ����� 
2 2 1 1 2 sinl l l l li i i i i

lS e e e ieδ δ δ − δ δ= = + − = + δ .  (6.92) 

&������
 ��������������� �	����� ��� 	������ ���	����	 � ������
����

�	������� �� ����
�� ��
������ ������ � ��
��� 
�	�
 
�
�
��� ��� ��$�� �����

��
������ &���
����� �

������ ��

 ��
������ ���	�� �����
 �$� � ��������

�� [ ]0,π �$� [ ]/ 2, / 2−π π � '��� �
 ���
��	����� ����������  

 [0, ] .lδ ∈ π      (6.93) 

&������
 ��� ��
������ ������ ( 0)θ = �������
 (������� ����������

��
�
��� �� 
 ������ �
��
��� �����
� 
�
�
�� ��� 	����� ����
��� ������	�


��
������ ������ (0)f �� �����
�
 ����
���
 ��������� ����
�� ��
������	  

0

1
Im (0) (2 1)(1 Re )

2 l
l

f l S
k

∞

=
= + −∑ .   (6.94) 

%� ��������� ������ �� ������ �
�����������
� ������
 ��	����� ��
������ ������

��
 �
������� 
 �����
� ����������� ����� 
��
���
 ����
 ��

 ��
������	  

2| ( ) |
d

f
d

σ = θ =
Ω

 

2
,

1
(2 1)(2 1) (cos ) (cos )sin sin cos( )l l l l l l

l l
l l P P

k
′ ′ ′

′
′= + + θ θ δ δ δ −δ∑ .  (6.95) 
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)��
 0 ( ) 1lP x= = � �� 
 ������ �
���� !� � ��
������ $��	�� 	����� �����
 s -��
��

( 0)l = � ���� �
�����������
� ������
 �� 
������
�� ��� �	�� ��
������� ��$��

� �
������
� � �������� 
2

0
2

sind

d k

δσ =
Ω

.    (6.96) 

*�!� � ��
������ $��	�� 	����� ��
�� 
 ���������� 
��������
 l � �� 
����� 

������ �
�����������
� ������
 ��
������ 
����
�� ��� ������������� ��
�� 


��
�
�
 
��������
 l � +���
����� ��!� � ��
������ $��	�� 	����� s - � p -

��
��� !� ������������ 0l = � �� ��  

2 2 2
0 0 1 0 1 12

1
sin 6sin sin cos( ) cos 9sin cos

d

d k

σ  = δ + δ δ δ −δ θ+ δ θ Ω
.  (6.97) 

 
���� !� 
� ����	������ ������������� s - �� p -��
��� ��$�� ���


0 1cos ( ) 0δ − δ = � ��� ����� �
������ ��
������ ������ � ��
�� !��� �	�� � �
��

���� ������ ���� � ������������� ��
�� ��

���
�� �� ���	����� ����� �
�������  
*�!� ��
������ ��������

	����� �����
��� ��������� �������
� ��� �	��

��
 ��
������� �� �������	��
 �
�����������
� ������
 ��
������ �� �	�����

�	�� θ � ����� 
� ��������� ������ �$�
��
�
 ��

 ��
������� ���� �$��$��

������
��������
� ���
� ��

������� ������� �
������ ��
�
��	 
�����

�. 
,�����	��
 �
��
 ������ ��� �
�������������� ������
	 
� �	���
 θ �

������	��
 	���	 ��������������� ��������� (��������  

4
(cos ) (cos )

2 1l l llP P d
l

′ ′
πθ θ Ω = δ
+∫ , 

���
����� �
��
 ��� ������������� ������
	 ��	����� ��
������ 	 �
����� �	�

�
 ���������
� ������
�� lσ 
 ��������
�

 
�������� l : 

0
l

l

∞

=
σ = σ∑ ,     (6.98) 

��  

2 2
2 2

4
(2 1)sin (2 1) |1 |l l ll l S

k k

π πσ = + δ = + − .   (6.99) 

-����
� 2 1l + 	 ������ � ����
��
���� ����� l ����������� ��
��� ��� �

���

��� ��������� ������� !� ��
��
������� �������
� �������
� �
���� m ��$��������

�� �	�	� % ������ �
��
���� !� ����
������ ����
�� 
������� ������������ �����

��
	 ��	����� ��
������ ����������� ��
 1lS = − � ��������  

max 2

4
( ) (2 1)l l

k

πσ = + .    (6.100) 
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%� ���
� 
������ k ���$�� � �������� �� ���
�
�� ���� 
����� �����
!	�

���
 ����������	�� 
	���		� 
�����
�
2R

����
σ = π ����� �������� ����	� 


����	� � ����
� ������ �� ���	� �����	� ��
������ ��
���		� �
����� �����	�� 

( )( ) 2

0 0

1 1
Im (0) 2 1 1 Re (2 1)sin

2
l l

l l
f l S l

k k

∞ ∞

= =
= + − = + δ∑ ∑ . (6.101) 

�����	���� �� 
	���		� 
 ����
��� ������� ������ ������� �� �	�������	��


�����
 � 
��
�����	�� ���	�� �����	� ��
������ ��
���		�  

( )( )2

4 2
Im (0) 2 1 1 Re l

l
f l S

k k

π πσ = = + −∑ .  (6.102) 

�� �
�����	���		� 	�
�������� �������� ���	�
��. 
���������		� ������ 
�������	�� ����� �������� 
���	� � ��
�� ��  ���

���� �
������!� �� ��
	������ 
���	�����	� �	����� ( )V r � ����� ����� ������

��! R ���� �
������ ������ 	�" 1/ r �� # �� ��� ��
�� � � ��
���		� �����	� 

������� ������ ���� � � �	��		�  ��� ���� 
�������	�� ������ $���	�� 	� �����	 �


 ��������	�� ����	��� l 
 �� � ��
�������	��� ��	��� ��� �����	����� ����

�����������		� 
 
���	�����	�� �	������ ( )lV r = 2 2( 1) /(2 )l l r+ µ� � � � � 
���


	�����	�� ���'���� ��� �����	 �� �� ��������� 	� ������	� r � �  ��
� �����	��

��� ���	� ������ �� �����	 � ��"� 
��������� ���� � �������� �� !!  �	����	�

�	�����
2 2 / 2kε = µ� 
�������� �	����� ���'��� ( )lV r � %��� 	������� ������


	�� �� �����	 � ���� �������� 	� ������	�� r � �� 
�������	���� 	����	����� 
2 2 2

2

( 1)

2 2

k l l

r

+ε = ≥
µ µ

� �
,   (6.103) 

� ���� 	� ������	�� 

2 2( 1) /r l l k≥ + 2b≡ � ���� � ������ �� ������	�  

( 1)l l
b

k

+
=     (6.104) 

��"	� ���"��� ������		� 	���������� 
���"�		� �����	� 
  �	����	�� �	��


����
2 2 / 2kε = µ� � ��������	�� ����	��� l � &� ������	�� r b< ��� �����	�


����� ���'�� � ������	���� 
	���� �����	 � 
 �	������ ε �� ��������	�� ����


	��� l ��"� �����  
' �� ������ ��! ����	��� 
���	����� R ��	��� 
� ��� � 
	���		�

( 1) /m m mb l l k= + � �� �����	 � 
 ��������	��� ����	���� ml l≥ ���"� 	�


����
����� � ������� ��! 
���	����� � 	� ������ ������ � ��
���		�� %� ��

��	��� � ��
���		� ������ ������ 
�����"	� 
�������	� ����� 
 l � ��


�������	���� 	����	����  

b R≤ ��� ( 1)l l kR+ ≤ .   (6.105)  
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� ������� 	�
��
��� ���
��	� ����
��
 b � �������	 �����
� � ����������

�
�
������ 

����	� � 	������ �������� L 	 ����� �
�
���� b � �����
���

�
�������� ��������� ��
�	����� �
�
�
�� 

����	� �� �����
 �������
��

��
�������  �����	 ��

���� 	������� ������� L 

����	�	 !� ������������

���
����� � ���������� �
�
������ b 	 �������� L bp kb= = � � �����

/b L k≡ � �
 ����

������ ������ � 	�
������ ���
��	�� ( 1)L l l= +� 	 � ����

����
��
 b � ������� � ���������� �
�
������	 
 �������������� �����
�

���


�	 !� � ���	����� ������ �

��� ���� 

����	� � ����������� �
�
����

�
�� ������� �
 �
���� ���

 

L l
b R

k k
= ≅ ≤
�

.     (6.106) 

"�� ��

����� 0 ( 0)l b= = ���	����� �
���
����� ����������� 
�� �
�
�

���	 
 ��� 1l ≥  – ��������������� � �����
� ������
�	 !� ��� ���	������ ���

������� 

�����	 � 1kR << 	 ����� � �������� ����� 1/ k R≡� � 	 � ���������

������ �

��� ����	� s -����� � 0l = � � ���� ��������� ��� ���� � ���� #
�


��������� 0δ � $ ����� ���
�	�	 ������ � ������ �
 ������	 ��#������
����� ���

����� � ���������� � �
� ������  

 0
2

1
4

d

d k

σσ = ≤
πΩ

,     (6.107) 

��
2 2

0 04 sin / kσ = π δ  – ������
����� ������� ��������� ��� s -������ 

 

���� ��������� ��	��
���
���� ����������

��� ��	����� ���	���� � �����	� ���������

 
��������� �� � 	
�� ������

�� �
���
�� ��� �
����� ���
��
��� ���� ε � ��

���
� � ������� �
���
��
�� ������� ������

� ���� �
����
��
�� �

exp(2 ) 1S il l≡ δ = − � ����� ��� / 2lδ = π � �
�� �
������� � �������
� 

���
�

����� ����������	� �������
� �� !� ���� ����


�� � �
����"� rE 	
�


������

� lδ ��
��
� �
������ ��� �
������ �
"��  

 
1

( )
( ) ( ) , 2 .

2 2 / 2
r r

l lr
l r r

rE E

d dE
E �

d � �

−

ε= ε=

δ δ− επ π  δ ε ≅ + ε − = − ≡  ε ε 
  (6.108) 

�������� r� ��	����
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�
�	� ���� 
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���� ���
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��� ���� 	������� r� ������� �� 
�	����� ��	������  �
����� ���� ����� ��

��	���� � � ����� 
�	������ ��
���  

( ) / 2
tg tg ctg

2 / 2 / 2 ( )
r r r

l
r r r

E E �

� � �

   − ε − επδ = − = ≈    − ε   
.  (6.109) 

!����  

/ 2
( ) arctg r

l r
r

�
E

E

 
δ ε =  −ε 

�  

� 

 
2

2
2 2

1- tg 2tg
 ( ) cos 2 sin 2

1 tg 1 tg
li l l

l r l l
l l

S E e i iδ δ δ
ε = = δ + δ = + =

+ δ + δ
�  

 
1 tg / 2

1 tg / 2
l r r

l r r

i E i �

i E i �

+ δ − ε +
= =

− δ − ε −
 = 1

/ 2
r

r r

i�

E i�
+

− ε −
.   (6.110) 

� ����	
� � ������� ����"�# tg lδ �������
� �� �
� 	���� ���
��# � 
�	��������

������� ��� Erε < �� Erε > ��	� 
�	������ 	����
���� �� π� $����� ����

�
� ���
���%� ��� �% 
�	��������� 	������� ��	� lδ ���	��� �� ����� �� �
�

���
���%� ���� �% 
�	��������� 	������� ���� ����
 	������� π� & 
�	������

��	� ��
����
 / 2π .  
'����������� ��
�	 ����1	� � ��
���� ������ ��
���
�� ��� ��
�
�	� �
��

����� 
�	������ ��
���� 

2

2 2 2
(2 1)

( ) ( / 4)
r

l
r r

�
l

k E �

πσ = +
ε − +

.   (6.111) 

(�� ��
�	 ��	���
���� �����
�� �����	 – ������	 � ��	����
 ��
�
�	


�	������ �������� � �
��������� �	���������� 
�	������� 
)�	������� �������� � �
�"�� �
������ 
�	������ �������� 	 ��
�� ��� �����

��� ��	������ %�
����
 ����� �� ��������� �
� �
�%������� �������� ��
�	

������� �	�
����# 	 ���
��
�� ���	���� �� 
�	�������#� *�� "���� ������
�� 	��

����� ��� ���� 
�������� %������� ����"�� ( , )l r tχ � ���������� �� 	�������� ���

���� 
������� +
������
� ���
	�� � ���"����
���� ����� 	 ���
��
� ε = ω� ��
��

( , )l r tχ  = ( )l rχ exp( )i t− ω � $��� 	����� 	 ����	� 	������ ��� ���� 
�������� %���

����� ����"�� � ������������� ������� 	���� �	�
����# ��
 ������� 

( / 2) ( / 2)( , ) [ ]i t i kr l i kr l
l lr t e e S e− ω − − π − πχ −� ,   (6.112) 

�� exp( 2 )l lS i= δ  – ������	 �
��
	��	� 
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�����
	 ���
����
� �������� ������ ��� �
���� � ��	�
�� 
�������
 �����
�

∆ε � �
�� �
���	���
 �����
��� ������ �
 � ������
���
�� ����
� ������� �

������� ��	�
�
 �����
�
 �
����
�� �����
� ∆ε �
����� �������
�
 �������	

2 2
0 0 / 2kε = µ� �  ���� ����
���� ( )A k �����
� ����
� ������� � �����
��� �����

lψ � !����
�� ����	�� ��
����� � �
��
���� �
� ���	 � ������ �������	� A �

������� ����� �
� 0 / 2k k−∆ �
 0 / 2k k+ ∆ � �
��
	 

 
0

0

2

0
2

( , ; ) ( , )
k k

l l
k k

r t k A r t dk
+∆

−∆
ψ = χ∫ .    (6.113) 

"
�
��	��
 ����
���� ��
��
� � �
��
��
� ����� � �����
�
�� �����


�����
�� "
������
 0k kξ = − �� �
�������
 ����
�� ω = ε � 
 !��� �
��
	��	

lδ � �	� #���
�� �
����� 0k � ����
 

0

2
0

0 0 0

(0) (0)0
0

( )
,

2

( ) ( )
( ) ,l l

l l l

d kk

dk

d k d
k

dk d ε= ω

ω
ω = ω + ξ = ω + υ ξ

µ
δ δ ε

δ δ + ξ = δ + υ ⋅ξ
ε

�

�
�

� �

  (6.114) 

�� 
(0)2

0 0 0 0 0/ 2 , ( ), /llk k kω = µ δ =δ υ = µ� �  . 

"
������	��� ������� � ������� � �����
� ����
���
 	���� ����� ��	 ����

��
�
�
 ������ lψ : 

(0)
0 0 02( / 2) ( / 2)( , ) ( , ) lii t i k r l i k r l

l in oute B r t e B r t e eδ− ω − − π − π ψ = −  
. (6.115) 

$���
���� ��
��
� ����
 inB � �
 �
��
�
��� �
���
�� ����� 
 �
��
��
� ����


outB � �
 ��
��
������	 �����
�
��� ����� ����	� 

0

0

sin[( ) / 2]
( , ) 2 ,in

r t k
B r t A

r t

+ υ ∆
=

+ υ
 

 0

0

sin[( ') / 2]
( , ) 2

'
out

r t k
B r t A

r t

− υ ∆
=

− υ
, ' dt t= − τ ,   (6.116) 

�� dτ 0( )d≡τ ε = ε �  

1

0

ln2
( ) 2l l l l

d l
d d dS d S

i S i
dk d d d

−δ δ
τ ε = + = + ≡− ≡ −

υ ε ε ε
� � �  . (6.117) 
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%� ��� ����������	�
 ������ �� �
������� ��������
 �	 ���
�� �� �����

��
����� ��������
(0)exp(2 )liδ � ��
������ ������ ��	 � �� ����������� �� ���

rτ ��������
���� 
���	��� � ��������� outB ��
������ ����� � ���������� 


���
��� ������ ����� ��������
���� 
���	��� ��������� ��
������ ����� outB  

����� � ��� � 0 0 ( )dr t t′= υ = υ − τ � � 
� ����������� �
������� – � ��� � 0r t= υ . 

!���� ��
������ ����
���� ���	� 
��������
�� �� ��� dτ � ������� �
������� �

 	� ��� ��
�����
�� ����� ����	�
	� ����������	��� ������� ��� ��
���	���

���� 
������� ��
�����
�� �����
�� �������. 
"��������� �� 
� ����������� �
������� ��������
��� ��� 0τ �	�	�������

��������� �� ������
�� 
 	�	����# 0ε � ���������� ������� ��	�� ������� R , 

������#�  

0
1

0 0(2 ) /R k − υτ = + ,    (6.118) 

�	 �������
1

0k −
� ���� � �������# 
�	�	��� ����� �	 $����� ��������� �������� ��

����
��� ������������  
%����� 
 ����	
�� ������� ��� 	�	����� ���

��� �� �	
��������� 
���	���

( rEε � �� ����� ����� ����
 ��� ���� 
�������� 

 
2 2

( )    
( ) ( / 2)

r
d

r r

�

E �

τ ε =
ε− +

�
.   (6.119) 

%� ��
���	���� ����
� �	�	��
 lσ � ������ ����� ����������� ( )rP wε �  

��
���� ����	�� ���� + ������#�� �������� 
 	�	����# ε ���� �	
��������

	�	����� &������#���
 ����
�� ������� ����� ���� ������� ��� ( )rP ε �
 ����

�������� ����� ���������� ( )rP ε �� ����� #� 

2 2

( / 2 )
( )    

( ) ( / 2)
r

r
r r

�
P

E �

π
ε =

ε− +
.  . (6.120) 

%����� ��������� ��� �	�	��
��� ���� rτ �	�	������� ����	�� � ����� �	�


������ �F.T.Smith, 1960) 

 
0

( ) ( )    r r d
r

P d
�

∞
τ ≡ ε τ ε ε =∫

�
.   (6.121) 

&��� ��� rτ 
����� ���
���� ��� ��� �	�	������� �������� ���� ���� 
�

����������� �
������� 0rτ τ� � �� ����	�� ������ ��� �	 ��
������
�� � ����

�������
��� �� ���� �	�	����� � ���
���� ��������� ����� 
 ����� ����� rτ . 
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����� ���������� �� ��������

��	 ������� ��������� �� ��
������� ���� 	��
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��� ��������� ��
������ ������� � 
��������	 �������� ������� ���
 
 �������	
 ����
�� � ����
�
���� �������� �	�������� ������� ��������� �� �������
������ � �� � ������

����� ��������� ������� �� ���������� �
�
� !� ���������� �� �	������� ������

�������� �����
 �������� 
 ��
���	
 ����
�� �� �� �� ���
������ ��������
��������� "��
����� �� 	����� ������
���� ���
�� 	���� ��������� �������
�� ��
��� ���������� ��� � ���
������ �������� �� ������ �� 
����� ��������
�� �������� ����

 ����
���� ��� ������� #���
���	� ����$ ������� %
� �������

�� ���� �������� �� ������
�	� �� ������	� �

��������$ ��������
 ���������

��	� ����� � 	���	� ������
���-��	�������$ ����� ��������� �&���� ���

������� ��
����� ����
�� R � #���
���	� ���	�������
 ��������
 ���
�����

&
������ ��� ���������� l -�� ������
���$ ���
� � r R>> � 
 ����� ��������� 
1) 
 ������
 ��������� ��	�� ������ ���������� 
2) ����� ��������� ���	����� � ������
 ���������� �
� �������� ������


��� ��
���� ��������� 
3) 
 ������
 ��������� ����������� ���	�� ����� �� ���	
 �������� �����

����� ����������� $ ���
��������� 
� �����	
 ������
 �������� �
������� ��
��� $ �� ���
���� &
����� �

�
����� ���
�� ( ) exp( )k r ik rϕ =�

�� �
� ���������� �� ������ – ������ �� 	
���
�
���

����	 ���	
� 
	��� ����� 

{ }

1
(0)2

0
0

1
0 , 0

0 0

4
( ) (2 1) ( )

2 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( );

ik r l
llk

l

l
l l l l k l

l l

r e l i Y
kr

l i J kr O kr Y r Y
k

∞

=

∞ ∞+

= =

πϕ = = + χ θ =

π= + − θ ≡ ϕ θ

∑

∑ ∑

�

�

�

�

  (7.1) 
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( / 2)

( )
i kr l

l
e

J kr
r

− − π
= , 

( / 2)

( )
i kr l

l
e

O kr
r

− π
= .    (7.2) 

������� ( )lJ kr ��������	� �	

���	�	 �� ���	�
�
� � ������
�� k� 
	 ��


���
�� l� ������ �	���
	 � ���	
�� �������	
	 
� 
� � � ����� ������� !�"



��	 �	��	���	 ��

��	 ��
��� �	

����	 �� ��������	� ��" ����� ��������  

,

( )
, 2

Im
r l

in
r l l lj j J J

m r r
∗ ∂ υ ≡ = = − ∂ 

�
.    (7.3) 

#�	� ����
 ��	��� �	 
�	 �� �	

���� ���	�
�
� � ���
�������� �	������ ���

���
�	 ���	� /k mυ = �  – $�����

� �	

����� ������� lO � ��� ����� ������ 
	

���
�� �	

����	�� ������
� � ���	
�� �������	
 � ��

���� ��
���� 

, , 2
Imout

r l r l l lj j O O
m r r

∗ ∂ υ ≡ = = ∂ 
�

.    (7.4) 
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������ �	 ��	���� '��	���	 ������
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�

�� �	

���� 
����� �������� ���	� 

( )

* 2

( ) ( ) ( ) ( )
, , , .2

0

Im

2 1
,

r r k k

out in
r l r l l r l r

l l

N j dS r d
m r

l
N N n n

k

∞+ −

=

∂ ≡ = ϕ ϕ Ω = ∂ 
+   = − ≡ π −    

∫ ∫

∑ ∑

�

    (7.5) 

��
( )
,
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r ln 
	
( )
,
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r ln  – ��
��� ������� �	

����	 �� �����
� �� 
���� �	���
	 r 

����� �� �������� 
	 ������
� � ���� 

( ) ( ) 2 * 2
, , Im 4in in

l lr l r ln j r dS J J r
m r

∂ ≡ − = − π ∂ 
∫

�
, 

( ) ( ) 2 * 2
, , Im 4out out

l lr l r ln j r dS O O r
m r

∂ ≡ = π ∂ 
∫

�
.   (7.6) 

&��

	������ �
���	 �
��� � �
��� �	���� 

, ,4 , 4in out
r l r ln n= πυ = πυ .    (7.7) 
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0rN = .     (7.8) 

#	��	����	 �� � �����" ��
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��� ��������
� �������
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�� ��
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�
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�
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�
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	� ����� ���������� � ������
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��� �� �	���	 ��� �������
������ ����� � �	����� �	�� ��� 
��� ������

� 
� 
� ���	���	 � �	�����	 

2
, ,4 , 4 ,in out

r l r l ln n S= πυ = πυ     (7.9) 

�� 

2
1lS = ��� 1lS = .    (7.10) 
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�" ��	�� ������
������ ��
� ��� ��
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	��
 lS � ��
�� ����
� � ���
� � ����� � ��	
����	�
�� �����

��� r R>> ��	����� ��
�#�� ������ ��� 
��� ������

� ���	
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{ }1
0 , 0

0 1
( ) 2 1 ( ) ( ) ( ) ( ) .l

l l l l k l lk
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r l i J kr S O kr Y Y
k

∞ ∞+

= =

πψ = + − θ = ψ θ∑ ∑�

�
  (7.11) 
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����	��� ��	�����" ��
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� � �����
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%�������� ��� 
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��� � ���� �
�������
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�������� ���
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( )

,r ln +
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�� ���#����
�� ��	�� lδψ , 
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1

(1 ) ( ),

2 1 ,

l l k l k l l l

l
l

a S O kr

a l i
k

+

δψ ≡ ψ −ϕ = −

π≡ +
   (7.12) 

�� ������ ����	
�� � �������� ��	��
( )
,
in

r ln = 4πυ � �������	  

( ) * 2 2
, Im | | |1 | 4l l l lr ln dS a S

m r
+ ∂ ≡ δψ δψ = ⋅ − ⋅ πυ ∂ 

∫
�

, 

�� 
��
� �	��� ��� ���#����
��� �
�������
��� �������� ��� 
��� ������

� lσ : 

( ) 2( )
2

2 1 1l
lel l S

k

πσ = + − .     (7.13) 
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�������
	� ������� ��� 
��� ������

� �����
��	 

( ) 2( )
2

2 1 1l
el lel

l l
l S

k

πσ = σ = + −∑ ∑ .   (7.14) 
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��������� 	� 
��
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������ 
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( )r
lσ �������� ����������
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, ,l r l r lN N N+ −δ ≡ − � 	� ��������� � 
����� �� 
����� 
�������

�������� �
( )
, 4in

r ln = πυ . ������ � ����� � ����� 

( )2( ) ( ) ( )
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(2 1) (2 1)
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l lr l r l r l
l l

N n n S n
k k

π + π + δ ≡ − = −  ,  (7.15) 

���� 

2( )
2

(2 1)(1 )l
r ll S

k

πσ = + − .    (7.16) 
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2

0
(2 1)(1 )l

r r l
l l

l S
k

∞

=

πσ = σ = + −∑ ∑ .    (7.17) 

!��
�
�	  
2

1l lT S= − ,      (7.18) 
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 �	�
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�����
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 �� ���������
�
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� 
	 ���	�� �	�
��� "� ������� ��	���� �������� ����� ��"� 1lS = , 
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�
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� ������� �������� ���������
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elσ �	���
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����� ���
�
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 lS � � 
�� �	�� �� � �
�	� ���
l
rσ � ��

� �
�� �� ������� 

'	��
��� �	���	������ ��������
( )l
elσ �������� ��������� ��
�� �� ���� �����	�
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�� ��
 1lS = − �� ���������� �� ���	

�� ���	
� ���������
( ) 2

, max 4 (2 1) /l
el l kσ = π + . 

$����� � ���	��� �	 
	�
 ��	���� �	
�
�� ��������� ������� ��	���� �������� ����� 
( )1 0l

l rS = − ⇒ σ = .      (7.19) 

'	��
��� �	���	������ �������� ��	���� ���	�� �����	�
��� �	 ����
 �������

����
�	��� �	���	�����  �
��� 
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( ) 2
, max (2 1), 1/l

r l kσ = π + =� � .     (7.20) 
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&���
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∞

=

π π σ = σ +σ = + − + − = + − ∑ ∑ (7.21) 
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�� ��� ������� ��������� ��
� �	����
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�	���

���	
	� ��� 	����
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��� "� � ��
��
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� ��	�����
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������ 

4 Im (0) el r tfπ = σ +σ ≡ σ� .     (7.22) 
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���� "� ��� �	�
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� �� ��	����� $ ��	 ��	���� ��	����	�
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�	
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0, ,
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S
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≤
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	��
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1, ,

0, ,l

l l
T
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≤
=  >

   (7.23) 

�� maxl kR= � (��� � ��� 	�� 
	 ��� 	�� �	��� 

max max max
max2 2

0

( 1)
(2 1) 2 ( 1)

2

l

r el
l

l l
l l

k k=

+π π  σ = σ = + = + + =  
∑  

2 2 2
max2 2

( 1) ( 1) ( )l kR R
k k

π π= + = + = π +� .    (7.24) 
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���� �������
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	 ����
�	��� �	�

��� 	�����
��

����
� ����� ����	�
��� ��� ����� � ��
 R >> � ����
� ������� ��������

���������� �����
�
����� �������� ���	� 
22t el r Rσ = σ +σ = π .     (7.25) 
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�	�� ������ �
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 ������� 1ε� � 
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� �	 1� � �������
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"��
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���� ���
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�� ��
����
��� ��������� 

( ) ( ) ( )R IV r V r iV r= + ,     (7.26) 

�� RV �� IV � ������� �	 
����� 
	����	�� �������	�
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	����	

�������	�
 IV ���������� �� ����� ��������� 
	������ ���� �����	 ��������

��� �����������
��� ��� � ����
 ���	��
 �	����� ��� 
	�
 �������� ����
������	 �	�
�	� ������
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2

2
R Ii V iV

t m

 ∂ψ = − ∆ + + ψ ∂  

�
� .    (7.27) 
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2( , ) | |r tρ = ψ�

� ������
�
���

(7.2�� �	���� 

2 IV
di j

t
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∂

�

�
,     (7.28) 

��
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→
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���
�������.  

� 
��� �� &�!�	$� ������ � '	�����( 
���!� ���	�	��� #� �	 ���������
������ � ����������� �������	��� ����	 �
�� ����� ����	�� �	�� � ���������

	������ ������$ �������� %�����	� ���� 	�	���
�	�� �	�� � ��������� �������

��� � ��������� ��� 0,05≈ �� 3��� � '�	���� ����	�� ����
	��� ��(�������

	���� �������� ��������� �� (
����" �
���� ������� �	 �	����$ 
���� ��� ���� �

238A ≤ � ����������
�
� ������� �������	� ������
���" ��� 

0 0

1/3
0

( ) (1 ), ,
( )

0, ,

V iW V i r R
V r

r R r A

− + = − + ξ ≤= 
> =

    (7.29) 

� �	�	����	��� 0 42���V = , 1,26 ��� � �����W = ξ = , 0 1,45��r = . 

���������� 	
���
� ���
����� �	���� 	 ������	
�� � ����������� � ����
�
������� � ����
�

� �� ��������� 	 �������� ������	
�� � 
�����
��
� ���
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���������� ��
���

 ���������� ����	�� 
�����
����� ��������� ���� ����
��

� ��������� � ���	��� ���
��
�� 

���
��
�� ��
���

 ���������� ����
�

� �� ��������� 	 
�����
�����
���������� � 	
����� ����	
����� �����
���� ��
 �
�
�
 0x : 

0 0( ) ( ) ( )V x V iW x x= − + θ − .    (7.30) 

! ����� 	
���
� ��	����� "���������  
2

02 2

2
( ) 0

d m
V iW

dx

ψ + ε + + ψ =
�

   (7.31) 

� 	��������� ������� 0x x< ��� ���	����
 � 	
����� ����

� �	
�� 

ikxe±ψ = ,     (7.32) 

�� ���
 ��#� 	����	���� �����$�
� �	
���� � ���
 ����� – �	
���� �� �����
#���� 	 ������
 
����
���� %	
���	
� 	�
��� k � 
�����
��
�� 

1/ 2

02

2
[( ) ]

m
k V iW

 = ε + + 
 �

,    (7.33) 

� ���� ��$�� ���
���
 � 	
����� ������ �� ��	�� ����
�� 

r ik k iK= + .     (7.34) 

&

��
���	�#�
 ����
$���� 0V Wε + >> � �
� ��� ���������� ��
��� �
��

���	
� ����� 	

�������� 	 �������
���� �
����� � ����� 
1/ 2

02
0

1 2 1
( ) ,

2
r i r

in

m W
k V K k

V
 ≡ ≅ ε + =  ε + � �

.   (7.35) 

'	���
 	
���� �� ������ ����
�� �	
���	��� �
��� rk � 	��������� ������� 

���� ������ ������� ��$ �	
���	� �
��� ( )1/ 22
0 2 /k m≡ ε � ��	�� �����������

������ ��	$
�� �	
�� in� ����
�

 	�����
�� ���� ������ ����� ��   ��	$
��

��	�� ���� 01/ k≡� . 

'����� � ����
� 	 �������� ������	
�� ��
���

 ���������� 0/n k k≡ �


�����
��
� 
1/ 2

0

0

V iWk
n

k

ε + + = =  ε 
.     (7.36) 

(��� ������ ����
�� rn ����
$��� ����	�#� 
1/ 2

0
0/ /r r in

V
n k k

ε + = ≡ ≅  ε 
� � .     (7.37) 

)���

���� � 	
���
� ��������� �������� 
�����
��
� ����������� ��

��������� 10���ε = , 0 40���V = � 10 ���W = ������ 

1 11,6 �� � ��� ���� ��r i rk K k− −= = ≈ , 
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1,4�� � ������ � ���in rn= = =� � .   (7.38) 

����	 
�����
���� ������ � ����	� ������
 �� ��������	 ���
����� ��
�����

��������� ������ � �
���� � ���������������� �����������	 

exp( ) exp( )r iik x K xψ = − ,     (7.39) 

� ������������ ���������� iK � �� 
����������	 ��
���� ��������� 	��
����


���
2ψ � ������������� �������� � ��������� ��
����� ������� Λ �������� 


�������� ������
� �� ���� ������ � ������ ����� 

0 01

2
in

i r

V V

K Wk W

ε + ε +
Λ = = = � .    (7.40) 

!�� 
� ���
������ ������� ���������
 ���������� ���
��	 � �����

0 40���V = � 10���W = 	 ��
���� ������� ������� � �������� 10���ε = �

����� ����
 ����
� �� ��
���� 	��� �
��� 
 �������� ������
� � 
5 3,2��inΛ = =� .    (7.41) 

���
���		 � 
������ ��	�����
 
��������
���� ����	 ��������	 
���� ��� ���������
����������	 � 
����
�� �� �������	 ��� � ��
�����
� ���������� �������� ������ 

0 0 0( ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( )vol V V surf S S lsV r V f r R a iW f r R a iW g r R a V r= − − − + , (7.42) 

�� ( ; , )j jf r R a  – �����������	 
 ������ ���� ���������	 ����������� 

1

( ; , ) 1 exp
j

j j
j

r R
f r R a

a

−  −
= +      

.   (7.43) 

"��������� ( ; , )S Sg r R a �����������	 �� ��
����� � 
���������� ��� 



������ ������# $�����  
2

2

( )
( ; , ) exp S

S S
S

r R
g r R a

a

 −
= − 

  
, 

��� �������# 
�� ������# "���� ������� 
2

( ; , ) 4 ( ; , ) 4 exp 1 expS S S S S
S S

d r R r R
g r R a a f r R a

dr a a

−    − −= − = +    
     

. (7.44) 

%�������� lsV  – ����-���������� 
��������	 �� ����� ����� 
����
������ ���


��
���� ����������	 
2

( ) ( ; , ) ( ; , ) ( )ls SO VSO VSO SO WSO WSO
d d

V r V f r R a iW f r R a l
r dr dr
π  = + σ⋅  

�� �
, 

�� 1/ /k m cπ π π= =� �  – �
����� ���������
����� ��
���� �
��� π-������

( 2 22,0 ��π ≅� ); σ� , l
�

 – 
������ �����
�� ������� &���� 	 ��������� ����
���
�������� 
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� ��� ������� 	���
���� 
������� ���������� ���
���� ���� jR ������
� � ���

�����
1/3

0j jR r A= � 	���
���� �������
��� ja ���������� ������
�� �
��� 	�����

������ � 	���������� ����
�� ����� ������� 0V  �������� ���
��! ��
���� 	�������

��� � ���� �������� ������� ��
� �� �������� "� ������
�������
� ��� �����������

��������� 
������ #
	������ volW , surfW ���������� ������� �����! ��
���� 	�����

������ $�� �	�
� ���
����� ���������� ��
����� ������� ����� �������� "� ������
�� �������
��� ��� 
�����  

%	������ 	��������  	���������
 � ��� 
��
 	���������
� ��"� ���
�

������ ��� �����! ��
���� ������
� � ������� ������! &��
�� � 	���������
 – 
���� ������
���� ��
� ��� ������� '��

�� ��� 	������ ��� ������! &��
�� (�
�

	���
�������� ���� � ������������ 	�������� ���
����� ��������� � �������
�

1 ÷ 25��� 
���� ��
��� ���
�� �	�
��� �� ��	�
���� �	������� 	��������� �

	���������
 	���������
� "� 
� ���� �������� 	���
����� �	�������� )���


��� – *���
�����  
2

0

0 0

47,01 0,267 0,00118 ;

9, 25 0,053 ; 0;

1,322; 0,66; 1,266; 0,48;

surf VOL SO SO

S S

V

W W V W

r a r a

= − ε − ε
= − ε = = =

= = = =

   (7.45) 

�� ε  – ������� �������� � 
�
��
� ������ 
�
� ������� 	���������� � ������� �������

�� � ������������ � 	���
���� 0r , Sr � �������
�� – ���. 

%	����� 
����� ������ ��
��
��� ��
� ��� �	�
� ��� 
���! � ����
� ��

���� ��������� � � 
������� ��
������ +� !! ��	�
���� 
���� �	�
��� ��������

������� �� ����������� 	������� 	������� ���
����� �������� � ������ ������ )���

������� ����
���� 
�
���� �������� 	�������� �
�� �������� ����� �� �
���

�	�
��� ������ ��
����� �� �������� ������� �� 	����
 !������ 	��������� ����
� 

���� ���������� ��������� �����	
	� ��
�	
��


	 �����	�� ������� ������ � �	����� ��
 �����	
	�

��
�	
��
 	 �����	�
 
� �� ��� ������	
�� ���
��	�
 �
�
���
 ��
�	��� ������		� elσ � ����� ����� ���

�������	��� �	��
		� � �
�� ����
��	������	�� �� elσ ��� ������ ������ ��
��

�� – ���	
�� �������� �������
		� �
�� ��� �������	�! 	
����	��� 	�����! 
	
����

��������� �� 	
 ��"
 �
�
���� ��
�	��� ������		�� ��
 � �
�
���� �
�� �� ���
��

	� ��� 
	
���� ��#�� ������ �����! � ������
����� $�����
�� ���������#�� ���

���� �
����� �	�
������ 
	
���� � �
�
���� ��#�� �����	�� �
��	�	�	�� !�����
�� 
%�����	
�� ��	����	� �
��	�	�	
 ���
��
�
 �
�
����� ��
�	��� ������		� � �
��

� �� 	� �������
 �������� ����	
		� �
����	���! �����	�� � 	
������ ��������	��

���
	��� � s -������		� � 0l = � � ������ 	
������� ���	
�  
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� ������� 	
��
��		� ����	� ��
������ ���	
 
�����
���
�
 ����
�
 ����

�
�	�-�
����
�	
�
 ����	��
�
�
 �
����
 R � � ���
��� r R> ����	
 ��
������
������	� � ��������	� �� ������� ���	� ��
����
 ��	���� ���	��	� � ���� �
��
	�
 �

���
 �
� ���� 
�
�����
�	
� �
 ���
 

 

0 0 0

( )
( ) ; ; 1/ 2 / ;

2

( ) ; ( ) ,ikr ikr
l

u r i
r a a k

r k

u r e S e S S−
=

ψ = = = = µε

= − ≡ ε

� �
   (7.46) 

�� 0S  – �
��
�� ������		� �
���
��	�! ��
�� � 	�����
� �����
��	
� ����	����  

"
�
���� �
�
� ��� 0S ����� �	
��		� ��
�����! ��	���! �
 !! �����	�! 	
 ����

����	��
�� ������  �
	
�	
� ������ #�
����
 ��	���� �
 !! �����	
 �
�	
�
��� �
��
	�������	� ���
�	� ���
�
	
� ��  ���
	
 ������	���� �  ���
	
 ������� ���� ��	

�
��� �
��� ���
 	�������	
�
 ��	�����
 ��� ������	
� �	
��	� �����
	
�� �����
�
 	
 ���� ��
�����! �
��	������ �������	���		�
 

( ) ( ); ( ) ( )in in r R in
d

R R R R
dr = ′ ′ψ = ψ ψ ≡ ψ =ψ ,   (7.47) 

�� ( )in Rψ �
 ( )in R′ψ  – �	
��		� �	�����	��! ��
�����! ��	���! �
 !! �����	�!

	
 ���� ��! ����	��
��� $� ���	���� ��	
�
���� %� �
��� ���
 	�������	
�
 �

���������	
�
 �� 
�
����	
�
 �����	
�
 ,in outf f � ��� ��������� � �����

r R= �� ��
����
� ��	���� ������
	� � ���	� ����	��
��
 

( ) /
( ) in

in
in r R

d r dr
f R

r =

 ψ
ε =  ψ 

,
( ) /

( ) ( )
( )out

r R

d r dr R
f R u R

r u R=

 ψ ′ε = = ψ 
,  (7.48) 

( ) ( ) ( )in outf f fε = ε = ε .     (7.49) 

�
���
�������
 ������
 ����
�� �
��
�� ������		� 0S ���	
 ���
�
 �

�
 ���� ��	���! �� 
�
����	� �����	�! ( )f ε � �	
���
�� 

0

0

( ) ,
ix ix

ix ix

e S e
if x x kR

e S e

−

−
+

ε = =
−

,    (7.50) 

�����
 

2
0

( )
( )

( )
ix x if

S e
x if

− − εε = −
+ ε

.      (7.51) 

� �
�
��� ������		� � �� �
	
		�� 0 1S < � ���� ��	���� ( )f ε � ��������	���

��������
�� � �� 
�
����	�� �����	�� ����	� 0( )f �
 ���	� ( )h− �
��
	

 

0( ) ( ) ( )f f ihε = ε − ε ,      (7.52) 

���� 

2 0
0

0

( )

( )
ix x h if

S e
x h if

− − −
= −

+ +
.      (7.53) 

&����
�����
 ������� ������ � �
�
� ������ ��� �������� ����	� � ������		��
�	
���
��
 



 
����� 7� �������� ���	
� ���	��� 	����
� 

102 

[ ] 2
2

02 2

cos sin4
1

ix

el

e x x f x
S

x i fk k

−π πσ = − =
+

.   (7.54) 

&���� ���������		� 
2cos cos cos sin sinix i xe x x x x i x x x x i x e x= + = + , 

�
��� 
2

2
02 2

0

4
1 sin

( )
ix

el
x

S e x
i x h fk k

π πσ = − = +
+ −

.   (7.55) 

'�� �������� ��
���� ����
� ���
����� 

2
02 2 2 2

0

4
(1 )

( )
r

xh
S

k k x h f

π πσ ≡ − =
+ +

.    (7.56) 

(�%� ��	���� f � ����	��� ����� 0h = � ��
2

1S = � 0rσ = � � ����� �
�
��� �

�
�� ����	� ������		�� ��� 	� ��������������� ��
�����
�  
"
 �
�
	�! ��
�����! ����� ���
���		� ��
����
� ��	���� ������
	� ���
 ���	


����
���
�
 �� 
�
����	� �����	� inf f= � �
 ������
�
 ������� ����
� ���	� ���
�

��
�
 �������
 ������		� � ��
����� )��
�
��� 	
��
��	
� �
�
� ��� ��������� ����

!� �
��
������ ���
�����
�� ����
�
 �
 
��	
�
 ��
��
������
 ��	���! ( )f ε . 

)������
 ��
���	���� ��
���� ��	
�
�� %� 0rσ > � �� � ����
� �
���
 ( ) 0h r > � " ��	�

� ���� ������� ������� �
� �
��
�
��	� �	
��		�� ���


0 ( ) Re ( ) 0r rf E f Eε = ≡ ε = = � *���	� ��� � ���	�		� rE 	
�
�
��� 	����������

��������� � ����� ���� 	
	���� 
�
���� 0 ( )f ε ���
� ��������� � ��� �� ����	
���

( )rEε − �� ���	������ �	���� ��	
�� ��������� 

0
0 ( ) ( )

r

r
E

df
f E

d ε=

 ε = ε − ε 
.     (7.57) 

��	�	�� ���
��	

�� 

0

2

r

el

E

x

df

d ε=

Γ = −
 
 ε 

; 
0

2

r

r

E

h

df

d ε=

Γ = −
 
 ε 

 ; el rΓ = Γ + Γ .  (7.58) 

���
� ��������� �� ��� �����	��
� ���	
������ � �����
�

�� �� ��
�

0( / )df dε � rEε = � ������
�� ! ���� , 0el rΓ Γ > � "�� ��!�
� ���	
������ 0h = �

0rΓ = . 

#���� ������
���� �����	 �� ����
	 � 
������ �����	� �����	 �
� ����� ���� ������
��� �	�	����� �	����! �� ������

� � �������� ����$��! �� �	��
�
�
�� 	
	����� 

2 2 2
,

( ) / 4
el r

r
rk E

Γ Γπσ =
ε − + Γ

     (7.59) 
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2
4 ,el r pA Aσ = π +       (7.60) 

�	 �	����
� 
/ 21

/ 2
el

r
r

A
k E i

Γ
≡

ε − + Γ
     (7.61) 


�������$�� �����
��
� ��	
�����
�
 ���� �
�����
$���	 �
	������ � ����
���
��
���� %����
	
� 

1
sinikR

pA e kR
k

≡       (7.62) 


�������$�� �����
��
� �

��������
�
 ���� ���
��
$���	 �
	������� �����$�� ��
�����
� ���
�� ��������� ���	���$ ���	 ��� ������� ��������� �� ��� 	
	���� ���
���


��� �� � ε � �� ���
����  ���$��	 �����
22 /k = µε � � �	����
� pA ����� 
����

����$ �����
��
� �
	������ �� ����
�������� ������ &��� 
���� �������	
� ����

��� ���� ���� ��!�
� ���� �������
� ����������� �
	��� ������� R � �� ���

r R≥  ���$��� 
�
���� ��	������� � 
� 
��$� � ������
���
� �� ��
� ��������� �

�� 
	���
�	

���� f →∞ � ���� 0rA = � '� 
�������� �	�	��� ������

� ��� �� ����

����	
�! ���	 ���������� pA � �����
����  

2 2
2

4
4 sinel ���

A kR
k

πσ = π = . 

(����� � ������� ������

� 
� 
	���
������! �
	�� �����$
� �����
�� � ������


��  ���� 1/ / 2k R= = µε >>� � ��� �
��
� �	�	����� ������ ���������� 
24 .el Rσ ≅ π       (7.63) 

) �����$
��� ������� ����� ����
	 – �����	 ��� ����
��� s -������

� ���
� ���

������ � ������� 

2
2

2 2 2
4sin

( ) / 4
el

el
r

kR
k E

 Γπ σ = + +
ε − + Γ

 

[ ]2 2

4 sin
( )cos sin

( ) / 4
el

r
r

kR
E kR kR

E

Γ ⋅ + ε − −Γ 
ε − + Γ 

   (7.64) 

#	���! ����
�� ������ ���	
����$
	 ������

�� �����! – �	��
�
�
	 ������

��

��	��! – �
�	�
	�	
��� ��� ���	
����$
�� � �	��
�
�
�� ������

���  
) ������� 	
	���!� �� ��!�	 
	 ������
���$�� ��� rE � ��������� �	��
�
�
���

������

� �
��
� ���$�� ��������� ���	
����$
��� ������

�� &��� �� ���� 	
	���!

�	�	��� ����
��� ������

� ���	 ���
������� ��������� �	��
�
�
�� ���������� 

2

2 2 2( ) / 4
el

el
rk E

Γπσ =
ε − + Γ

.     (7.65) 
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"�� 	
	���! rEε < �
�	�
	�	
��!
�! �����
	
� � 
������ ������ ���� ���� �	�


	����
 ����
 �� ���� �������� 
� ����� �	�	���� �� ������� ����	 �	
 �����������
�� �������� �����	�� �������� ����	����� 

������ ������ �� ������ � ������������� ������� ���
�� – �	����� ���


� �� ���
��
�� ����	���� � ������������ ���
	 �� ������ �� ���������	�
� ���

��
� ���
��������	��� ����	�	�	��� ���	�� ! ������ �� ������ ��
��
 �� 
�� ������� �����	


/ 2rEε − = Γ �����	�� ����"������ �
�	�	 ���	����� � ���	�� ������������ ����

������� ��#�� �������� Γ �������� "����� ����������� ������� !������
 �� �����

�� �� ����	�� ����	�	�
� ���� �������� ����
�	
 ��� ����� ������� /rτ = Γ� ���

����� �������� elΓ �� rΓ � ���$	������� "�������
 �� ������� �� 
���	�����	

�������� �� ���������� �	�������  
 

���� ������� ���	
����

 
� ���������	 �
�
��
�
	 ��
������� ��
���� �� ������ ������
���� 
 �
���

�
������ ������ ������ ���������� ������� ������
� ��
���� rσ � ���������

����� �� ����� ���
������ ����� ���	 �������	 ���
���	 ��
�����  � �����
�

!�� � 
��������	 ���	 �
������ 1A �
 2A : 

1 2

1 2
1 2

1 2

,

,

,

.

A A

B B
A A

C C

+
 ++ →  +
 ⋅ ⋅ ⋅

 

"��
��� ��
���� ����
 ��
�
���� ����
������� �� � ������ ������ �
�
��

α �  � 	
�
�����
�# ��
����� ������� ���	 �
������ �
 ������ ���

#����!��

��
������ ��� ����	 
 �
��� �� ����	�� 
 ������� ���
������� �
�
�� α � ������

��� β : 

1 2 1 2X X X Xα α β β+ → + ,     (7.66) 


�� ���� ��� �� ����	�� α → β . 

� �
��	 ��
�
�����	 �������� 
�������! ��������
# ���
��� β = α � $
����

����  � �������
!�� � ��
��	 ��
�
	 
��������� ��
����
!���� �� ��
��� � ����

��� �
 �������� ��
������ �
���
�� �� ��
��	 �
�
��� ��
����� ��� ���������

�� ��
������ β ≠ α � 
���!!���� ���� �������� ��������� �
������ αυ , βυ : 

,
kk βα

α β
α β

υ = υ =
µ µ

��
, 

22
,k k

β βα α
α β

µ εµ ε
= =

� �
,  (7.67) 

�� kρ  – 	������� ������ ρε  – �������
 �������� 
 ρµ  – 
�����
 �
�
 �
������

� �
�
�� ρ = ,α β . 
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%����� �
�
�� ρ = ,α β ��
�
�
# ��! ���������� 	
�
��������� ����-

��
������� – �	 �
��������� ���
�� ��������� ����������� ��
��� ���� � iI � � �
��

����� � iπ ) i-�� ��
�����
 � �
���� ������������� ��
��� ���� �
 �����������

�������� ����� iM � &
��� �
��� 	
�
��������� ��
�
�
#�� �������� n � %�����

�
�
�� �
��� ������� ��
����� ����
�  � ��
�
�
!�� ��������� ��	 ��
�������

���� ������� �

#������ � ��
����	 
 ���������� �
�� ��
������� �
��� ��	
����
 	
�
�����
��
�� ��
���� ������
��� '
�����
�� ����
 ������
�� ����
������ ��	 ������� 	������ � ���� ��
�� 	
�
�����
��
�� 	�������� ������

��� k
�

� � �
���� ���
��� ��� ���������
��� �
�
�� �����
#���� �
��� ��
����

��	 ����� ( ){ }1 2 1 2n I I M M k
�


�� ( ){ }1 2 1 2n I I M M S kν
�

� �� S  – 
�
�����

���
����� ����� �
�
�� S
�

, 

1 2S I I= +
� � �

     (7.68) 


 �������#! ν ���� ���� ���� ��
�
���� �� ��


�� �
������ ��
�����  
%��
 ���������� �����
# � ��������
��� ������
������� � ����� ��
�� �
!��

��
�
����� ������ ���������� ��	� l 
 �������#! lm � ��� �!�� � ���� ���� ���

����
� ������ &���� ���������� �� 

���� 
��������� ������� ��������� ��	� 
�����

�
#���� ������ ������� ������ J
�
� �
������ π ������� �
������� � ��
��!!�����

(������ ��� �	��� ������
��� ������� ������� ��������� ��	� J
�

 ����������


�� ����� �
�
�� S
�
� 
�� ������� ����� �
�
�� �
���
!��� �
������ 1j I l= +

���

: 

 1 2 2J I I l S l j I= + + = + = +
� ��� � � ��

,    (7.69) 

� �
��	 ���
��
	 �
�
� 	
�
�����
�!�� 
�� ���������! ��
�����	 �����

( ){ }1 2 1 2 ln I I M M l m S J Mν � 
�� �
����� ( ){ }1 2 1 2 jn I I M M l j m J M � ��

M  – �������� ������� ������� ��������� ��	�� 


���
�� �
 ���� Z � ��� �����
 ���� ��
�
���� � ������
	 �
�
��� �� ��


�� �
������� �������� ��	�
��

�	������ 
���
	��� ���� ���	�	������� ��������	�����  

1 2 2l l jM M m m m M M+ + = ν + = + = .   (7.70) 

��
	� ���������� ����	��� ��� ���� 	������� �	 ��
	������� �������� 

1 2 ( 1)lπ ⋅π ⋅ − = π.     (7.71) 

��������	� �	 ��� ��
�	��� � ���� �� 	�	�	�
	�	� �	����� ��� ��	� �����


������� 	��	������
	���� 
��	���� �	������� , 1/ 2l j l= ± � ��	�
���� jm . 

� ������� ���
���� � ��
�	���� ��
	�� 	���� ����	����� ���������� 
�����

���
�� �� �	�	�	!	� ����� ( ){ }1 2 1 2 jn I I M M l j m J M .  

"������ ��!����� ������� �����	�� ��� ������� ��������������� ��� 	����


������� ��!����� ���������� ��	�� ���
���� �� �������� ��� ���� ��������������  
#	�!�����	 ��
��	����� ������� ���
�� � � ����� ������ 
 �������� �	���


���� ������	
 � ����	���� �������� �� ������ �����	 �����	�� � �����	��
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����� ��
�
 ����	����� �����	�� �	�������� ��� ���� �������� �
 �	�������

��
 � ������ ������ � � ��������� 
������ ����� ���� �������� ����
� �	������

������ $
 ������	
� ����������
 �	�
��� �	��	 �����	�	 %��
�� �	��� ����


���� � ��
	�� ��!���� ����� ������ ��� �	���������� 

1
0

0
( ,{ }) 2 1 ( )l

l
l

r x l i Y
k

∞ +

=α

πψ = + θ ×∑
� �

 

 ( ) ({ }) ( ) ({ }) ,l
l lJ k r x S O k r xα

α α β ββα
β β

  υ × Φ − Φ   υ   
∑

� �

  (7.72) 

�� r  – ����	��� �������� ��� �������� ��� ������	

 ( )lJ k rβ � ( )lQ k rβ  – �	�


����� 
 ������ ����� ��!���� ������  

1
( ) exp

2l
l

J k r i k r
rβ β

 π  = − −    
, 

1
( ) exp

2l
l

Q k r i k r
rβ β

 π  = −    
,  (7.73) 

({ })xβΦ �

 – ��������� �����	�� %��
�� ������	
 � 
����� β 
 � { }x
�

 – ��
�������


		������ ������	
� &�����	������� �� β � ������ ��	�	������ �� ����� �	�


������ 
�������� 

��������
lSβα � %	����� ������ ���������� ��������� �	�����	 ����� � 
�


���� β � ��� ����� �%�
�����
 ������� αβσ ����-�
	!	 ��	���� α → β � '	�


%�������
lSβα � ���������� ���������� ������� �	������� �� ���	�� �����
�

� %�
�	����� ��������� 	��������	!	 �	����� l�� (� ������� ��
	� ������


��� ��	�
��� �
	����� ��	 ��	��	 S -��	�
���� )�� ���
�� � N ���
����


�� 
��������
lSβα ���� 
�������	� �������� �	���
� N .  

)�� �����	�	 �����	�� ��� ������
���� �	 ����	��������� ��
	�������
��	�� �������	��� ������� �	�������� 

*

1

ˆ ˆ ˆ ˆ; 1
N

J JS S S S SS+ +
γα γβ αβ

γ=
= δ = =∑ ,   (7.74) 

��
JSβα  – ������� �	������� ��� �����	�� �������� �	��	!	 
��	�	!	 �	����� J  

(7.69); αβδ  – ����	� '�	��
���
 Ŝ  – 	�����	� �	������� � ���������� ������


����� �	 ��������� �� ������	������ �����	��� %��
���� � | , |α > β > � � ����	��


���� 
������� � �
� ���!������ � ����������
JSβα : ˆ| | JS Sβα< β α >≡ � ���	�
� �

������ �������� 	������� 
	����
��	!	 ���������� � ���
 ���� – �����	�� ����

������ * �����
� ������	 ���
�� ������	
 � ����	���� �������� �	���
 
��	��


�	���� ���!������ � 	����������� J l= � ��	�� �������	��� ����� ��� ��!��� 
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*

1

N
l lS Sγα γβ αβ

γ=
= δ∑ .     (7.75) 

$
 � ��� �����	�� �	������� ������ ��	�� �������	��� ������� ����	� ��� ��	�

��
 %������
 ������ � ����� �	�� 	������ ���������� �	��	 
�	����	��� ����
�	������ ��	����� � �������� (� �	��� �	
������ �
�	 �
	��������� ���� �	

��������
JSβα � ���������� ���������� 	�����	�� Ŝ � �
�
 �����	���� ��


����� ��� ���� �����	�� %��
��� ������� �	 �����	�� ( )i tψ → −∞ � �����	��

%��
��� ������� ����� �����	�� ( )f tψ → +∞ : 

 ˆ( ) ( )f it S tψ → +∞ = ψ → −∞ .    (7.76) 

� ������ ������ � ��	�� ���������� 
�	����	��� 1f f i i
+ +ψ ψ = ψ ψ = � ����	


���	 ��������	�����  

ˆ ˆ ˆ 1f f i iS S SS
∧

+ + + +ψ ψ = ψ ψ = = , 

�
� ���!������ � ������� 
*�	�� ������ �����	���� �	 �
	�	����� 
���
	��� ���������� �����������

�	 ���������� ������� �	�������� +������ �	������� � 
	����
��	� ������


�	� � �
�	� �����
���� ���
���	 N 
������� �	 � ��!����	�� �����
� �	�� �	


�� �
�������� �
22N ��
���� ����������� ,�������	����� �������	��� ������

��
����� ( 1) / 2N N + �����
�� ���   ���������� � �	�� ���� (3 1) / 2N N − �

����������� �	 ���������� ������� �	�������� ������ ������������  
'	�� ��� ������
��� ����� ����
� ������ ������ �����	���� S -������� ��


��������� �	�	 	�������� ����� (� �����	���� �	 ��	�� ������� ���   ���


������� ���	���� ������	����� 

JJS Sβα −α −β= ,      (7.77) 

�� �������� ���
� � ����
��� 	�������� ����� ������
�� ������ �� ��	�������� 
'	�� � !������	���� ������� ��
	� �����������
 ����	��	 ��	��	�	��� 	���


����� �	 ������� �	������� �� �������� ��� ��	�
�� ������ � ���� ���������	�� 

JJS Sβα αβ= .     (7.78) 

$
�	 ����
���������� ����	���
 ��� ��	�
�� ������� ����� � ����	�������

�����	���� ��
�	���� k
�

� �	 ����� ������ ��� ������	��
� �	��	 �����	�	 

%��
�� �	��� ���������� � ��!����� 

 ( ,{ }) ({ }) ( , ) ({ })
k r

i k r e
r x e x f k k x

r

β
α

α α β βα→β
β

ψ = Φ + Φ∑
�

� � �

� � � �

,  (7.79) 

�� ( , )f k kα βα→β

� �

 – ������	�� 
��
����� ��� 
������� 
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( , ) ( )f k k fα βα→β α→β≡ θ =
� � ( )(2 1) (cos )

2
l

l
l

i
l S P

k k

β
αβ βα

αα β

µ
+ δ − θ

µ
∑ , (7.80) 

�� θ  – �	� 
��
������ ����� �	� ��� ���
����� ��������� �����
�� kα
�

� kβ
�

; lP  

– �������� ������
�� 
��
�
�	���
� ��
�	��� ������ ����
���� ���������� ������	 �
	����� 
��
��

���� ��� 	�
� ���� �	
���� 
��������� ������� �����
���� 
	�	 	 �������	 � jα � � �����

����	 � jβ � ������� �� ������ ��������� �������������  � ��������� 	 �������	

������ ���
	��� �� 
��
�� 
���	
� Rα � � 	 ��������	 – 
���	
� Rβ ): 

* *

2 k k k k

k
j

i r rα α α α

α
α

α α

∂ ∂ = ϕ ϕ −ϕ ϕ = µ ∂ ∂ µ 
� � � �

��
, 

2* *
, , , , 2

1
( , )

2
out out out out

k
j f k k

i r r r

β
β β β β β α βα→β

β β

∂ ∂ ≡ ψ ψ −ψ ψ = µ ∂ ∂ µ 

� ���
, 

�� exp( )k ik r
α αϕ =�

�

�

 – �������� �	����� �����
���� 
	�	 	 �������	 ������� �

, ( , ) /
k r

out f k k e rβ
β α βα→βψ =

� �

 – 
������� ������ ��� ���
	� �����
��! 
	� 	 �����

����	 ������� 
"����� � ���� ��
����� �� ����������� �	�
��� ��
��	��� ��
�� ��� ������


����� �� ���������� 
	�������� �	�� ����
����������� ��
�
��	 ( , )αβσ θ ϕ  

��
����	 � �����	 α � β .  

2
2

,
( , ) lim ( , )

r R R

j r k
f k k

j kα β

β βα
αβ α βα→β>> α β α

µσ θ ϕ ≡ =
µ

� �
.   (7.81) 

#�
�� ���
������� � �� ��
�	�	 
��������$���� ���
��� ����� 

( )
2

2

1
( , ) ( ) (2 1) (cos )

4
l

l
l

l S P
k

αβ αβ αβ βα
α

σ θ ϕ ≡ σ θ = + δ − θ∑ .   (7.82) 

%����
�����! ��
�
�� αβσ ��������� � ���
�� �����
	������ �� 
	������� �	���� 

 ( , )dαβ αβσ = σ θ ϕ Ω∫ .     (7.83) 

&
����	��� �
����������
�� ��������� ������
�� ��
��	��� ��
�� ��� ���

���
������� ��
�
��	 �
���
	 α → β : 

22 1
(2 1) ,l

l
l S

kαβ α αβ βα α
α

σ = π + δ − =∑� � .   (7.84) 

&��������� �� �	��
� �����! ��
�
�� ��������� ��
����� � ��
�� ����� ����
��

�� 	 ������� 
	�� ���� ��������� 
 t el rαβ

β
σ ≡ σ = σ +σ∑ ,     (7.85) 
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�� elσ  – ������� ����	
� ���
�����  

 
22 (2 1) 1 l

el
l

l Sα αασ = π + −∑� ,    (7.86) 

� rσ  – ������� ����
��� �� �����	�� ���� ���� 	�����	
� ���
����� 

22 (2 1) l
r

l
l Sα βα

β≠α
σ = π +∑ ∑� .    (7.87) 

����	� �� �������	���		�� �	����	���� ������ 

 
2 2

1l lS Sβα αα
β≠α

+ =∑ .     (7.88) 

���� �
��� ���	�� ��� �������� ����
�� 	������ �
����� 

 
22 (2 1) 1 l

r
l

l Sα αα
 σ = π + −  

∑� .    (7.89) 

��� ���	��� �������� ���	�� ����� 

 ( )22 (2 1) 1 Re l
t el r r

l
l Sα αασ = σ + σ = σ = π + −∑� .   (7.90) 

 ���
��
!	
� "����� (2 1)l + � 

� "������� ��� ��������� �
�	�!�� ���#����#

�����	�� �
�����		� ���	� � ����	
� �������#	
� ����	��� �� ���� �����
���� 
����	� � ���	
�� ���	�� �������
 �� ����	��� ������		�� ��� � ����
�� �������#

�
�� ��� �����	��#	
� �����	��� ����

� ������		��  ��� ������
 
#��� ����

�
�� $� ��	�!��	� ��!
���		� �� ��������� �"��
!	�$ ���
!	�$ ������ ������

�		� 	� ��������	��� ����	
����� ��� �������� ������������
 �
�� �����	��

�#	� �����	�
 ����

� ������		� ��� ��
�� 
% �
����� ��	��	�$ ����
�$ !���
	�� �� ���	��
 �����#	
� �
���� �	������#�

	
� ��������� 	� ���	���#��� &���
����� ���
 ��	�� ��������
����#�� �����	��

��� ���	���
� !
��� ( ){ }1 2 1 2 jn I I M M l j m J M � �
��� ��� �	������#	���

�������� ���
��� α → β � ��������� � ��	
��
� ���	 ����-"�����	��� nβ ��


�����#	
� ��������
��
��� ���	��	��� ���� ��� �
���� ���� �
���� �	�����	��

	
� ���	��	� ������	#�� 
2

2
1 2 1 2

, 1
( ) ( ) ( ) J

l l n n l l j j n l j n l j
J l j l j

g J S
α β β α

π
′ ′ ′ ′ ′αβ α ′ ′

′ ′π=±
σ = π ω π π π ω π π π δ δ δ −∑ ∑ ∑� ,(7.91) 

�� ���
���
 ���	�!�	� ��������	� ���	���� !
���� �� ���	����#�� �� �
���	���

��	����
J

n l j n l jS
β α

π
′ ′  – ����

� ������		� ��� "������	��� �	�!�		� ���	��� ���

������ ����	�� J � ���	���� π� �	����
 nα , nβ ����� ������# ���	���� ����-

"�����	���� ����
��
!	
� "����� ( )g J � �� �
�	�!�� ���	��	
� �����	# �
���

���	���� ���	��� ������#�� �
����� 
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1 2

2 1
( )

(2 1)(2 1)

J
g J

I I

+=
+ +

.    (7.92) 

'����������		� � "������ ������ ����# �
��	����
�� �
�� ��� �
� �	��

!�	# ���	���
� !
��� ����	��� ���#����� ����� ��� 	� ������!��# ����	� ������

��		� ���	��� ����	�� ���#����� ���� ���
��� 

1 1 2 2 1 2I I l j I J j I I I l′ ′ ′ ′ ′+ + = + = = + = + +
� �� � � � � � �� �

.   (7.93) 

'������ �����������	# � "������ ������ ���� ���
 �����#	
�� ��� ���	����

!
��� ���	���#�� 	� ��
	

� � ����# ���
 � �	��������� ��� �
�	�!���#��

����
���
 ������		� �����
� ����	���� &���
����� ���
 ���	��	� ����������

��		� ���������#��� �� 
� ������	� � ������� �� ���	���
� !
���� ���	��� ���

��	�� J � �� � ����� 	������	� ����������
 �
�� !��	
� ��� ��
� �
��	���#�

�� �������	���		�  

min 2 2 1 1, | | , | | ,J J J I j J I j I l j I≤ <∞ − ≤ ≤ + − ≤ ≤ +  

 2 2 1 1| | , | |J I j J I j I l j I′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− ≤ ≤ + − ≤ ≤ + .    (7.94) 

(�	����#	� �	�!�		� ���	��� ����	�� minJ �����	�� 	��� ����
 ���
!
	


1 2,I I � ���	
�
 ��� ��	�!��	� 	����	
�
� ��� 1/ 2  – ���� ���#�
 ��	� �� �	��

!�	# 1 2,I I � 	����	
�� % �
����� � ���	��	�� �����������		�� �� �������#	
�

����	��� ���	��	��� ���� � ����	��� ��	��� � ����� ������ 	������	� ��������

���
 �
�� ����	�
� �� ��������
����#�� ���
�
 �	�!�		��
 ���	���
� !
��� 

1 1 2 20 , | | , | |l l I j l I j I J j I≤ <∞ − ≤ ≤ + − ≤ ≤ − , 

 2 2 2 2| | , | |J I j J I j I l j I′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− ≤ ≤ + − ≤ ≤ − .    (7.95) 

����	 �������		� ���	���� ������ ��������� ������� ���
!
	
 �������#�

	
� ����	��� ���	��	��� ����� �	�!�		��
� ��� �������#	���# ����� 

 
'

1 2 1 2( 1) ( 1)l l′ ′π ⋅π ⋅ − = π = π ⋅π ⋅ − .    (7.96) 

)� �������	���		� ���	� ���
���
 � �	���� �
������ '��	��
�� ���� 	� ����

	���# π� ���������
� ��
2 1π = � ���
����� ����� ����
�� ��� ������� ����
��

�	�!�		� ���	���� �
����
 � �	�!�		� ����	�� ���	��	��� ����� � �
����� 

 
'

1 2 1 2( 1) ( 1) 1l l′ ′π ⋅π ⋅π⋅ − = π ⋅π ⋅π⋅ − =.    (7.97) 

'����
��	� �	��	
�
 ( )lω Π � �
���� ��� �������� ������ ���������# ����	

�������		� ���	���� ������ � �����	���# 

 { }1
( ) 1 ( 1)

2
l

lω Π = −Π ⋅ − .     (7.98) 

*� � � �������� ����	��� ������		� � ���	��� �������� ����
�� ��� ����� � ���

������� ���
���#	
� ����
�� α → β ��
 ����
� �	�!�		�� ���	��� ����	�� J  

� ���	���� π �����# �����������
�� ����	�	�
� % �
����� ����#���	
� ����	��
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	��� �	�����!	� ������ ���	� �������
� �� � ����� ����	�	�� ������� αβσ ���

�
���� ��
��$ +����� – ,��	���� 

 
( )

2
22

( )
( ) / 2r

g J
E

α β
αβ α

Γ Γ
σ = π

ε − + Γ
� ,   (7.99) 

�� αΓ � βΓ � �
�
	��
 ������� �� ����	
� �� �
���	
� ��	����
 ��������	�� 

 ′β
′β

Γ = Γ∑       (7.100) 

���	� �
�
	� ����	�	��� �����������		� �
��	���#�� �� ����� �����
�
�


��	����
 �� �	�!�		��
 J , π� �� �������#�� � ����	�	�	
�
� 
 ������	���		� ������ ���	� �����
���
 ���
� !
	��� 

 ( ) ,r Gαβ βσ = σ α     (7.101) 

�� ( )22 2( ) /[( ) / 2 ]r rEα ασ α = π Γ Γ ε − + Γ�  – ���	
� ������� ���� ����
�
�

���
����� �� ���������#��� ���
 ����	
� ��	���� � ��	�� α  

( )r ′αβ
′β

σ α = σ∑ ,    (7.102) 

� Gβ  – ���	��	� �
�
	� �������	���#� ������� �� ��	���� β , 

/Gβ β= Γ Γ .     (7.103) 

,
��� ������� ��� ������ "��
!	� �����!�		�� ,��
!
	� ( )rσ α ���	� �	�

�����������
� �� ������� ������		� ������	��� ���� �	������� ��������$ 	����

���!�$ !���
	�
 � ����� ����	�� � ���
!
	� Gβ ���	� ���������
 �� �������

	���# �
�#��� !���
	�
 �� ������ ����� ���
� !
	��� �������	���		� �������

��	�!�� ����
����# ������		� ������� ������	��� ���� � 	������	���# ���
��

��� ���� ������		� � ��������  
,����� ���
� ������ 	� ����	��� ����	
� ����
�� �������	���� &�+��

����
�� ����	� � ���� �������		��
 !���� �
�#	� ����	� ��������� !���
	���

�� ������ � ����� �
����� ������� ���� �	����� �	�����	�� 	����	�� � �����

!�� �	�
������#	���#� ������� �	
���
�-
�	���� ���������� ������������
� ���
�
��	 ��
���	��� ���� �������� �� ����	�	� �	 ���� �	
���
� ���	� 
�	� �����


�	���� ��� �� �������� �� ��������� �� ��������� ���
��� 

�	������ �
���

�	���� ���	� �� ����� ���� � ���� ����	
��
� ���� �	 ������ �
�� ���	 ��

�	
����
 �	
������� � �����
� ���	�
���� ���
���� ������ � ��
�	�� ��� ��

�������� !���� ����	 ��	�	��� �� �����	 ��	
��� ���"��	���
� � ��	 ��	���  

a A C B b+ → → + .    (7.104) 

#���	�
� ����� ���
� 
���	���-���� C � �
� �	�� ����	�	���
� �	 �����
��

������� ��	
��� ��	
�� ���� ����	�	 �� �

*C � �� �����
	 �
	��� �	 ����"��

�	��� � �"�������� 
�	���� $"���� 
�	��� ��	
��� ���	����� � ���� ����������

�� ����	� 
���	���-���	 �	������ ���� ��� ���� �������� ������� 
���
�
��
���� � �	���
��� 	�� �� �	������ ��� 
��
�"� ���� ���������� �� ���	�	�� ��


